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Aufgabe 9:

Seien X,Y metrische Räume. Man zeige, dass f : X → Y genau dann stetig ist,
wenn die Urbilder offener Mengen wieder offen sind; d.h. für offenes V ⊂ Y ist die
Urbildmenge

f−1(V ) := {ϕ ∈ X | f(ϕ) ∈ V } ⊂ X

ebenfalls offen.

Aufgabe 10:

(a) Seien X,Y metrische Räume und f : X → Y stetig. Man zeige, für U ⊂ X
kompakt ist auch f(U) ⊂ Y kompakt. Gilt dasselbe für die Urbildmengen?

(b) Seien X ein metrischer Raum, U ⊂ X kompakt und f : X → R stetig. Man
zeige, es gibt xmin, xmax ∈ U , sodass

f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmax)

ist für alle x ∈ U .

Aufgabe 11*:

Man beweise den Satz von Dini: Seien X ein kompakter metrischer Raum und (ϕn)
eine Folge aus C(X), die monoton gegen ϕ ∈ C(X) konvergiert; d.h. ϕn(x)→ ϕ(x)
für alle x ∈ X und ϕn+1(x) ≥ ϕn(x). Dann ist die Konvergenz gleichmäßig; d.h.
d(ϕn, ϕ)→ 0, n→∞.

Aufgabe 12*:

Man zeige, die Einheitskugel in C[0, 1] bezüglich der Supremums-Metrik,

B := {ϕ ∈ C[0, 1] | sup
x∈[0,1]

|ϕ(x)| ≤ 1}

ist beschränkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Hinweis: Es gibt Folgen (einfacher) Funktionen in B, die punktweise gegen eine
unstetige Funktion konvergieren.
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