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Aufgabe 17:

Man gebe einen vollständigen metrischen Raum X an und einen Operator A : X →
X, sodass zwar

d(Aϕ,Aψ) < d(ϕ,ψ)

für alle ϕ,ψ ∈ X, ϕ 6= ψ, ist, aber A keinen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 18*:

Seien X ein vollständiger metrischer Raum und A : X → X ein Operator. Man
beweise die folgenden Aussagen

(a) Sei Am kontrahierend für ein m ∈ N. Dann hat A genau einen Fixpunkt.

(b) Es gelte d(Anϕ,Anψ) ≤ qnd(ϕ,ψ) für alle ϕ,ψ ∈ X, sodass die Reihe
∞∑

n=1
qn

konvergiert. Dann hat A genau einen Fixpunkt.

Aufgabe 19:

(a) Man zeige, dass sich bei den Axiomen der Norm, die Positivität (N1) und eine
Richtung der Definitheit (N2) jeweils aus den anderen Axiomen folgern lassen.

(b) Sei X ein Vektorraum mit einer Metrik d. Man zeige, dass die Metrik d′ = d
1+d

nicht von einer Norm stammen kann.

Aufgabe 20*:

Seien 1 < p, q <∞ mit 1
p + 1

q = 1. Man beweise der Reihe nach

(a) Seien a, b ≥ 0. Dann gilt die Youngsche Ungleichung

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

(b) Seien xj , yj ∈ R, j = 1, . . . , n. Dann gilt die Höldersche Ungleichung∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xjyj

∣∣∣∣∣∣ ≤
 n∑
j=1

|xj |p
 1

p
 n∑
j=1

|yj |q
 1

q

(c) Seien xj , yj ∈ R, j = 1, . . . , n. Dann gilt die Minkowskische Ungleichung n∑
j=1

|xj + yj |p
 1

p

≤

 n∑
j=1

|xj |p
 1

p

+

 n∑
j=1

|yj |p
 1

p
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