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Übungsaufgaben zur Vorlesung Funktionalanalysis

Blatt 12

Aufgabe 45*:

SeiX ein separabler, normierter Raum; d.h. es gibt eine abzählbare dichte Teilmenge
U ⊂ X. Man gebe einen konstruktiven Beweis des Satzes von Hahn-Banach, der
nicht auf das Lemma von Zorn zurückgreift.

Aufgabe 46 Seien X ein Hilbert-Raum und (ϕn)n∈N ein Orthonormalsystem. Man
zeige,

lim
n→∞

F (ϕn) = 0

für alle F ∈ L(X,C).

Aufgabe 47*:

Sei X ein Hilbert-Raum, der aus Funktionen ϕ besteht, die auf einem Gebiet G ⊂ C
erklärt sind, ϕ : G → C. Eine Funktion K : G × G → C heißt reproduzierender
Kern für X, falls gilt kz := K(z, ·) ∈ X für alle z ∈ G und (kz, ϕ) = ϕ(z) für alle
ϕ ∈ X und alle z ∈ G. Man beweise den Satz von Aronszajn-Bergman, wonach
X genau dann einen reproduzierenden Kern besitzt, falls zu jedem z ∈ G ein Cz

existiert, sodass |ϕ(z)| ≤ Cz‖ϕ‖ ist für alle ϕ ∈ X.

Aufgabe 48:

Man zeige, der reproduzierende Kern K aus Aufgabe 47 hat die Eigenschaft

n∑
j,k=1

K(zj , zk)ξ̄jξk ≥ 0

für alle n ∈ N, zj , ξj ∈ C, j = 1, . . . , n; d.h. K ist positiv.
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