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1 Einleitung

Die klassischen Adiabatischen Theoreme verkniipfen die Spektralschar selbstadjungierter
Operatoren mit den Losungen zeitabhéngiger Schrodinger-Gleichungen. In dieser Arbeit stel-
len wir ein neues Adiabatisches Theorem vor, das die Abschnittsdeterminanten der Spektral-
projektoren durch die Losung einer Wiener-Hopf-Gleichung ausdriickt.

Seien Ay ein selbstadjungierter und B ein beschrankter symmetrischer Operator auf einem
Hilbert-Raum H. Wir suchen eine Beziehung zwischen den Spektralprojektoren von Ag und
denen von Ag + B. Dazu fiihren wir einen Parameter « ein, mit dessen Hilfe wir die beiden
Operatoren ineinander iiberfithren kénnen:

Ala) == Ap+ aB, a€0,1]. (1.1)

Seien P(«) die Riesz-Projektoren zu einem bestimmten Teil des Spektrums von A(a). Wir
werden in Satz 4.1 die folgende Integralformel beweisen, die sich als Variante des Adiabati-
schen Theorems auffassen l&8t:

1 /0
det P(0)P(1)P(0) = lim lim exp {—2Re/ / e™tr BG.(t,t +0;a) dtda| .  (1.2)
n—-+0e—+0 0 Jooo

Wie die Determinante zu verstehen ist, werden wir in Abschnitt 2.2 erldutern. Der Operator
Ge(t,t'; ) wird als zeitgeordneter Greenscher Operator bezeichnet. Er erfiillt die Wiener-
Hopf-Gleichung (¢ € H):

0
Ge(t,ta)p = e VGt — o + / e TGy (t — T)BG.(,t;0)p dr.  (1.3)

—00

Der Operator Gy ist durch Ag bestimmt. Gleichungen dieses Typs sind von Bart, Gohberg
und Kaashoek [4] studiert worden. Wir entwickeln in Abschnitt 4.3 unabhéngig davon eine
Losungstheorie, wobei wir uns ganz auf die spezielle rechte Seite e¢I*"¥|Gq(t — ') konzen-
trieren. Dadurch werden unsere Rechnungen einfacher.

Um die Bedeutung der Formel (1.2) besser erfassen zu konnen und die Bezeichnung Adiaba-
tisches Theorem zu rechtfertigen, zitieren wir das klassische Adiabatische Theorem (vgl. [2]).
Dieses befafit sich mit Scharen selbstadjungierter Operatoren H(s). Wir verwenden nicht
die Bezeichnung A(«), da der Parameter s eine andere Bedeutung hat als das « in (1.1).
Auflerdem bleiben wir dadurch im Einklang mit der physikalischen Literatur. Wir nennen
H(s) auch Hamilton-Operator (vgl. die physikalische Motivation weiter unten). Sei P(s) der
Spektralprojektor zu einem bestimmten Teil des Spektrums von H(s). Dann lafit sich P(s)
asymptotisch aus P(0) transformieren; d.h. es gilt:

P(s) = Uy(s)P(0)U, (s) + O(n), n — 0, (1.4)
wobei die Transformationsoperatoren U, eine Schrédinger-Gleichung erfiillen:

d

iWEUn(S) = H(s)Upy(s), Up(0) =1. (1.5)



Die Variable s hat die Bedeutung einer skalierten Zeit. Der Zusammenhang mit der physi-
kalischen Zeit ¢ ist durch s = nt gegeben. Die Schrodinger-Gleichung (1.5) 148t sich darauf
umrechnen:

d

i Oy(t) = Ht)Oy (1), 0y(0) = 1. (16)

Physikalisch bedeutet der Limes n — 0, daf sich der Hamilton-Operator H(nt) nur langsam
mit der Zeit dndert. Die intuitive Idee hinter der Aussage des Adiabatischen 14t sich auch
folgendermafien beschreiben: Die Stérung wird so behutsam eingeschaltet, daf§ man am Ende
glaubt, sie sei schon immer eingeschaltet gewesen.

Die beiden Theoreme weisen einige Ahnlichkeiten auf. Die Spektralprojektoren lassen sich
nicht direkt bestimmen, sondern hdngen von den Losungen bestimmter Gleichungen ab. Die
Formeln gelten nur asymptotisch; d.h. zur exakten Berechnung sind noch Grenzprozesse aus-
zufithren, die in beiden Féllen einen singuldren Charakter haben; denn weder die Wiener-
Hopf-Gleichung noch die Schrodinger-Gleichung besitzt eine wohldefinierte Grenzgleichung.

Neben diesen augenscheinlichen Gemeinsamkeiten besteht noch eine tiefere Verwandtschaft
zwischen den beiden Theoremen; denn die Formel (1.2) 148t sich zumindest formal aus (1.4)
herleiten. Dazu benétigen wir eine Formel fiir die Abschnittsdeterminanten von Losungen
von Schrodinger-Gleichungen. Diese stellt das zweite Hauptresultat dieser Arbeit dar. Wir
werden sie in Abschnitt 4 beweisen. Sei U (¢, o) die Losung von:

i%U(t,a) =A(a)U(t,a0), U(0,cx) = 1. (1.7)

Dann gilt fiir die Abschnittsdeterminanten:
1 T
det PU(T,1)P = det PU(T,0)P exp [— / / tr BG(t,t + 0; ) dt doe| . (1.8)
0o Jo
Dabei erfillt G die Integral-Gleichung (¢ € H):
T
Gt t';a)p = Go(t —t)p + a/ Go(t — 7)BG(r,t'; ) dr. (1.9)
0

Solche Faltungsgleichungen auf endlichen Intervallen sind von Bart, Gohberg und Kaashoek
studiert worden [3]. Wir werden ihre Resultate nicht verwenden, sondern in Abschnitt 4.3 eine
Losungstheorie angeben, die sich ganz auf die spezielle rechte Seite Go(t — t’) konzentriert,
wodurch wir rechnerische Umwege vermeiden kénnen.

Abschnittsdeterminanten wie in (1.8) sind Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. Als erster
studierte Szegd [16] die Abschnittsdeterminanten von Toeplitz-Matrizen; deshalb werden Aus-
sagen dieser Art allgemein als Szegt-Sétze bezeichnet. Das erste abstrakte Resultat stammt
von Widom [17], der Operatoren der Form Pe€ P untersucht, wobei C' ein Spurklasseoperator
ist. Er wendet seine Resultate auf Integraloperatoren an, wobei P der Projektor auf ein Gebiet
ist. Indem er dieses Gebiet immer grosser werden 148, erhélt er differentialgeometrische Aus-
sagen iiber das Integrationsgebiet, was einen Zusammenhang zur Spektralgeometrie herstellt.
Dym und Ta’assan [7] konnten beschrinkte Operatoren C zulassen. Das Haupthilfsmittel in
beiden Arbeiten ist ein Faktorisierungsverfahren, das auf einem verallgemeinerten Additi-
onstheorem fiir die operatorwertige Exponentialfunktion, der sogenannten Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel, beruht. Die Frage von Widom, ob man die Determinante ohne diese Formel



studieren kann, 148t sich mit (1.8) beantworten, indem man die Integralgleichung (1.9) unter-
sucht (vgl. Abschnitt 4.3). Im Gegensatz zu diesen Arbeiten erlaubt unsere Beweismethode
auch unbeschriankte Operatoren, was fiir Anwendungen in der Quantenmechanik wichtig ist.

Fiir die Anwendung auf das Adiabatische Theorem benétigen wir eine Verallgemeinerung von
(1.8) (vgl. Abschnitt 4.4), die wir ohne Beweis angeben, die sich aber mit unseren Methoden
behandeln 1&8t. Sei U, (t, o) die Losung von:

d

iEUn(t,a) = (Ao + ae™B)U,(t, ), Jim U(=t,00Uy(t, ) =1, U(0,0) =1.  (1.10)
——00

Physikalisch bedeutet dies, daf3 die Stérung B vor unendlich langer Zeit eingeschaltet wurde;

deshalb muf} auch die Normierung bei ¢ = —oo vorgenommen werden. Man erhélt:

1 0
det PU,(0,1)P = det PU(0,0)P exp [_ / / M tr BG4+ 0:)dtda| . (L11)
0 —00

Dabei erfiillt G" die Integralgleichung (¢ € H):

0
G"(t, t';a)p = Go(t —t)p + a/ e Go(t — 7)BG"(1,t'; ) dr. (1.12)
— o
Formel (1.11) taucht erstmals bei Rivier und Simanek [15] auf, die aber nur eine formale
Herleitung mittels unendlicher Reihen andeuten. (1.12) ist keine reine Faltungsgleichung;
deshalb ist es naheliegend, in (1.12) den Grenziibergang n — 0 auszufiihren. Leider ist die
Grenzgleichung nicht wohldefiniert. Wir fiihren daher einen weiteren Parameter £ > 0 ein:

0
GI(t,t';0)p = e_E‘t_ﬂGo(t -t + a/ e”Te_E‘t_ﬂGo(t —7)BG!(r,t';a)dr.  (1.13)
—o
Jetzt konnen wir in (1.13) den Grenziibergang n — 0 ausfiithren. Dabei stellt sich natiirlich
die Frage, ob die Losungen fiir n — 0 konvergieren und wenn ja, ob sie gegen die Losung
der Grenzgleichung konvergieren. Auf diese Weise haben wir unser Adiabatisches Theorem
wieder gewonnen. Der Parameter n in (1.2) 148t sich also als eine Art Einschaltparameter
interpretieren. Der Parameter ¢ taucht in der physikalischen Literatur nur implizit durch die
Fourier-Transformation auf. Wir werden diese Herleitung nicht streng rechtfertigen, da der
Beweis in Abschnitt 5 ohne das klassische Adiabatische Theorem auskommt.

Kehren wir zu unseren Adiabatischen Theoremen zuriick. Neben den Gemeinsamkeiten beste-
hen auch offensichtliche Unterschiede. Zunéchst fallen die verschiedenen Gleichungstypen auf.
Finmal ist eine Wiener-Hopf-Gleichung zu 16sen, das andere mal eine Schrédinger-Gleichung.
Allerdings erfiillt auch G. (formal) eine Differentialgleichung, nédmlich:
. a !/ !/
(ZE — A(a))G:(t, ;) = 0(t —t')1.

Der wesentlichere Unterschied sind aber die zwei Parameter in (1.2) im Gegensatz zu dem
einen Parameter in (1.4). Wie wir in Abschnitt 4 sehen werden, hingen diese Parameter mit
unterschiedlichen Voraussetzungen zusammen. Der Parameter 7 erfordert in beiden Fillen
eine Liicke im Spektrum. Das rechtfertig nochmals die iibereinstimmende Bezeichnung, wo-
hingegen ¢ eine Liicke im Wertebereich von A(«) erfordert. Wir benétigen dies, damit ein be-
stimmter Operator keine reellen Spektralwerte besitzt. Aussagen dazu werden als Dichotomie-
Kriterien bezeichnet. Damit sind wir beim dritten Hauptresultat dieser Arbeit angelangt. Da



das bisherige Kriterium von Baskakov [6] fiir unsere Zwecke nicht ausreicht, beweisen wir in
Abschnitt 3 ein neues Dichotomie-Kriterium.

Wie schon mehrfach angeklungen ist, lassen sich die untersuchten Probleme physikalisch mo-
tivieren. Dies wollen wir nun genauer ausfithren. Die Quantenmechanik beschreibt ein phy-
sikalisches System durch einen Hilbert-Raum H, dessen normierte Elemente des Zusténden
des Systems entsprechen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das System aus dem Zustand ¢
in den Zustand 1 iibergeht, ist durch |(¢,)|> gegeben. Eine MeBgréBe oder Observable wird
durch einen selbstadjungierten Operator A auf ‘H dargestellt. Das Spektrum von A liefert die
moglichen MeBwerte. Einen orthogonalen Projektor auf einen Vektor ¢ kann man auffassen
als Messung, ob sich das System im Zustand ¢ befindet oder nicht. Eine besonders wichti-
ge Observable ist die Gesamtenergie. Der zugehorige Operator H heifit Hamilton-Operator.
Durch ihn wird das physikalische System charakterisiert. Er beherrscht auch die zeitliche
Entwicklung des Systems iiber die Schrédinger-Gleichung;:

d
iaU(t)go =HU(t)p,U(0) =1, ¢ € H.
Man nennt den unitéren Operator U(t) auch Zeitentwicklungsoperator. Er beschreibt die
zeitliche Verdnderung der Zusténde.

Wir stellen uns die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein System in seinen Ausgangszu-
stand zuriickkehrt. Genauer: Das System starte im Zustand ¢ und entwickle sich gemafl der
Schrodinger-Gleichung bis zum Zeitpunkt ¢. Dann ist es im Zustand U (t)p. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung den Zustand ¢ wieder vorzufinden? Nach dem oben
gesagten miissen wir dazu das Skalarprodukt (¢, U(t)g) studieren.

Wir betrachten zwei Hamilton-Operatoren, namlich ungestérten Operator Hy und einen
gestérten Operator H := Ho+V . Den Ubergang von Hj zu H interpretieren wir als plotzliches
Einschalten des Storpotentials V.! Man denke beispielsweise an Elektronen und ein spontan
eingeschaltetes Magnetfeld. Die Operatoren Hy und H mogen ein rein diskretes Spektrum
mit den zugehorigen Eigenvektoren ¢; und 1;, j € IN, besitzen. Wir fragen danach, wie
wahrscheinlich es ist, da8 das System beim Einschalten der Stérung V' vom Zustand ¢; in
den Zustand vy, iibergeht; d.h. wie grof ist |(¢;,1%)|?? Der Hamilton-Operator reprisentiert
die Gesamtenergie; deshalb ist insbesondere die Frage interessant, ob das System aus einem
Zustand niedrigster Energie wieder in einen solchen Zustand iibergeht.

Bisher haben wir ganz allgemein iiber quantenmechanische Systeme gesprochen. Wir richten
unser Augenmerk nun auf die Vielteilchenphysik, und zwar auf Systeme, die aus N identi-
schen Fermionen bestehen.? Ein einzelnes Fermion werde durch einen Hilbert-Raum 7, den
Einteilchenraum, beschrieben. Gemé&fl allgemeiner Prinzipien ist der Hilbert-Raum Hy, der
N-Teilchenraum, des Gesamtsystems aus N Fermionen durch das N-fache antisymmetrische
Tensorprodukt von H; mit sich selbst gegeben:

Hy:=HiAN...\NH.
—_— —
N-mal

'Natiirlich handelt es sich hierbei um eine Idealisierung, da ein Einschaltvorgang immer eine gewisse Zeit
in Anspruch nimmt.

2Fermionen sind Spin-%-Teilchen. Fiir das folgende ist das nicht weiter wichtig. Worauf es ankommt, ist
das antisymmetrische Tensorprodukt. Im Gegensatz dazu gehort zu Spin-1-Teilchen oder Bosonen das sym-
metrische Tensorprodukt.



Skalarprodukte im N-Teilchenraum lassen sich durch Skalarprodukte im 1-Teilchenraum aus-
driicken:

(P1 A NN, L A ) = det((95, k) jk=1,... N

Wir unterstellen, daf8 die einzelnen Teilchen nicht miteinander wechselwirken.® Dann kénnen
wir auch den N-Teilchen Hamilton-Operator Hy und den Zeitentwicklungsoperator Un ()
durch die entsprechenden EinteilchengréBen Hy und Uy (t) ausdriicken:

Hy=H ANITA...ANL+---+1TA...ANLAHy, Un(t) =Ui(t) A... NUL().

Die Formel fiir den Hamilton-Operator driickt die Tatsache aus, dafl ohne Wechselwirkung
die Energien der einzelnen Teilchen einfach zur Gesamtenergie aufaddiert werden.

Die oben gestellten Fragen nach gewissen Wahrscheinlickeiten hatten uns auf verschiedene
Skalarprodukte gefiihrt. Diese konnen wir im Falle eines N-Teilchensystems auf Grofien im
Einteilchenraum reduzieren. Wir haben némlich:

N UNEEN) = (p1 Ao AN, U)pr A AU () on) = det((95, U)ok j=1,... N)
— det PyU(t) Py.

Dabei ist Py der orthogonale Projektor auf span{yi,...,pn}. Die Determinante ist als
Determinante des endlichdimensionalen Operators PU(t)P : ran P — ran P zu verstehen.
Die letzte Gleichheit folgt leicht aus

N

Py = (¢j,")¢;

j=1
Auf dhnliche Weise erhélt man die folgende Formel (vgl. Abschnitt 2.2):

‘(QON,”(bN)P = |(g01 VANPRAAN @N,¢1 VANPIRAN TZJN)P = ‘ det((goj,wk)j7k:1,..,7]v)\2 = det PNI:)NPN.

Mit dem orthogonalen Projektor auf span{vy,... ,%¥n}.

Das Verhalten von det Py Py Pn spielt in der Physik eine Rolle beim sogenannten X-ray-edge
Effekt und wurde zum erstenmal von Anderson untersucht [1]. Das Problem dabei ist, dafl
man eigentlich an freien Teilchen im R interessiert ist, die plotzlich einem Stoérpotential aus-
gesetzt werden. Das Spektrum des Hamilton-Operators ist in diesem Fall aber kontinuierlich,
so daf} sich unser Adiabatisches Theorem, das gewisse Liickenbedingungen voraussetzt, nicht
anwenden 1d8t. Schrinkt man die Teilchen auf ein endliches Gebiet mit der Abmessung L
ein, lassen sich Aussagen iiber das Verhalten der Determinante gewinnen. Anderson leitete
eine Abschétzung ab, indem er mit asymptotischen Formeln fiir groffe N arbeitete. Aller-
dings vernachléssigte er dabei die Korrekturterme, die noch von L abhidngen und zwar geméif
O(L) fur groBe L. Sein Resultat ist seitdem in der Physik als Andersonsches Orthogonalitéts
Theorem oder Orthogonalititskatastrophe bekannt. Rivier und Simanek [15] sowie Hamann
[8] verwendeten das klassische Adiabatische Theorem und die die Formel (1.11) fiir ein spe-
zielles V', um die genaue Asymptotik fiir groe Teilchenzahlen N abzuleiten. Diese Arbeiten
enthalten jedoch einige mathematische Fehler, so dafl die Ergebnisse als unbewiesen gelten
miissen.? Yamada und Yosida [18] haben versucht, allgemeine Potentiale V' zu behandeln.

3Diese Situation ist physikalisch angenzhert realisiert bei Elektronen in einem Kristallgitter.
“In der physikalischen Literatur sind die Resultate trotzdem weitestgehend akzeptiert.



Thre Rechnungen beruhen aber auf einem fehlerhaften Verfahren zur Losung der Wiener-
Hopf-Gleichung. Die spéter von ihnen angegebene Modifikation (vgl. [19]) ist mathematisch
undurchschaubar. Die genaue Analyse der Abschittsdeterminanten insbesondere fiir grofie
N muf also noch als ein offenes Problem gelten, fiir das die in dieser Arbeit entwickelten
Methoden strenge Losungsansétze liefern.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert. In Kapitel 2 stellen wir die notigen Hilfsmittel fiir unsere
Untersuchungen zusammen. Kapitel 3 stellt das Dichotomie-Kriterium zur Verfiigung, das
wir bei der Integralformel fiir die Riesz-Projektoren benétigen werden. Diese beweisen wir
in Kapitel 5. Wir haben die Integralformel fiir die Abschnittsdeterminanten von Gruppen
beschriankter Operatoren davor gestellt, da sich die rechnerische Seite des Beweises schon
hier erkennen lét. Im letzten Kapitel 6 stellen wir einige mehr konkrete Untersuchungen an,
die sich mit unitéiren Operatoren und Spektralprojektoren beschéftigen.®

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Kref fiir die Betreuung bei dieser Arbeit sowie
Herrn Prof. Schénhammer danken, der mich auf diese interessante Fragestellung aufmerksam
gemacht hat.

SDieses Kapitel ist als iiberholt zu betrachten, da es dem Verfasser in der Zwischenzeit gelungen ist,
wesentlich genauere und allgemeinere Kriterien abzuleiten.



2 Praliminarien

2.1 Allgemeine Bemerkungen

Im weiteren bezeichnet H grundsétzlich einen separablen komplexen Hilbert-Raum. Falls ‘H
endlichdimensional ist, werden wir dies ausdriicklich erwéhnen. Das Skalarprodukt in H ist
linear im zweiten Argument. Alle auftretenden Operatoren sind linear, so dafl wir nicht mehr
darauf hinweisen werden. Mit D(S) C 'H bezeichnen wir den Definitionsbereich des Operators
S : D(S) — H. Wir setzen stets voraus, dafl D(S) dicht liegt. ran S ist der Bildbereich von
S.

Wir erinnern an einige einfache Tatsachen iiber die Analysis in Hilbert-Riumen. Als
Standardreferenz sei auf [9] verwiesen. Die Stetigkeit vektorwertiger Funktionen wird in der
iiblichen Weise iiber die Norm erklirt. Bei operatorwertigen Funktionen S(-) : x — S(x)
gibt es mehrere Moglichkeiten, die Stetigkeit einzufiithren. Handelt es sich um beschrénkte
Operatoren, kann man die Definition auf die Operatornorm griinden. Wir sprechen dann von
Stetigkeit bzgl. der Operatornorm. Man kann aber auch fiir beliebiges aber festes ¢ € H
die Funktion ¢(-) :  — S(x)¢ betrachten und hier Stetigkeit iiber die Hilbert-Raum-Norm
einfithren. Wir sagen dann, S(-) sei stark stetig.

Entprechendes gilt fiir die Differentiation vektor- oder operatorwertiger Funktionen. Die iibli-
chen Rechenregeln lassen sich auf den allgemeinen Fall iibertragen, solange man beachtet, dafl
die vorkommenden Operatoren im allgemeinen nicht kommutieren.

Integrale sehen wir stets als Riemann-Integrale an. Falls wir operatorwertige Funktionen
integrieren miissen, unterscheiden wir wieder zwischen einem Integral bzgl. der Operatornorm
oder einem starken Integral. Komplexe Kurvenintegrale lings eines Weges I' C C werden wie
tiblich definiert. Einen geschlossenen, hinreichend glatten und positiv orientierten Weg in der
komplexen Ebene nennen wir im weiteren kurz Integrationsweg. Wir benétigen des tfteren
die Standardabschétzung fiir Integrale:

u / F(z)dz| < [T sup |F(@)].
I zel’

Dabei ist |I'| die Lénge des Integrationsweges, der ein Intervall in R oder ein Integrationsweg
in C sein kann. F ist eine beschrénkte, integrierbare vektor- oder operatorwertige Funktion.
Weiterhin gilt fiir beschrinkte Operatoren S : H — H:

/FSF(a;)d:r:S/FF(m)da:.

Fiir allgemeine lineare Operatoren mufl dies nicht richtig sein.

2.2 Hilfsmittel aus der linearen Algebra

Wir zitieren einige einfache Aussagen iiber Spurklasseoperatoren (vgl. [12]). Ein linearer
beschriankter Operator S : H — H heifit Spurklasseoperator, falls fiir ein vollstdndiges Or-



thonormalsystem {y;} die Reihe

[e.e]
trS = Z(goj, Se;)
j=1
absolut konvergiert. In diesem Fall konvergiert die Reihe fiir jedes beliebige Orthonormalsy-
stem absolut, und der Grenzwert ist unabhéngig von der Wahl des Orthonormalsystems. Wir
nennen tr S die Spur von S.

Satz 2.1. Seien S1 : H — H ein Spurklasseoperator und So : H — H ein beschrinkter
Operator. Dann sind auch S1S52 und S251 Spurklasseoperatoren, und es gilt:

tr §1.59 = tr .59.57.

Beweis. Siehe [12]. O

Satz 2.2. Sei S : H — H ein Spurklasseoperator. Dann ist auch der adjungierte Operator
S* . H — H ein Spurklasseoperator, und es gilt:

tr S* = (tr 9)*.

Dabei bedeutet * auf der rechten Seite die komplexe Konjugation.
Beweis. Wir haben:
o0 o o
trS*:Z i, S ;) :Z Spj, ;) Z ©j, Sp;)* = (tr S)".
7=1 7=1 7=1
Das war zu zeigen. O
Satz 2.3. Sei P:H — H ein orthogonaler Projektor mit N-dimensionalem Bild. Dann gilt:

1. P ist ein Spurklasseoperator.

2. Sei S :'H — H ein beschrdankter Operator. Dann gilt:

|tr PS| < N||S|-

3. Sei S(B) : H — H eine Schar beschrinkter Operatoren, die stark stetig von 3 € R
abhdngen mégen.t Dann ist die Abbildung B — tr PS(f3) stetig.

Beweis. Es gibt ein Orthonormalsystem {1, ... ,on} C H mit der Eigenschaft:

N
P =) (¢j,)p;
j=1

In den Abschnitten 2.2, 2.3 und 2.4 bezeichnen wir den Scharparameter grundsétzlich mit 8, um nicht
mit den verschiedenen Parametern in Kapitel 5 in Konflikt zu geraten.




Es reicht, zur Berechnung der Spur das Orthonormalsystem 1, ... , N zu verwenden:
N
tr P = Z ;]| = N < oo.
j=1

Das zeigt 1. Entsprechend folgt 2.:

=z

N
tr PS| =) (5, 50| < Y ISIllesl* = NS
j=1

j=1
Schliefllich gilt:

N
tr PS(8) =Y (5, 5(8)#;)-
=1

Die Abbildung 8 — (¢;,5(8)p;) ist stetig. Damit ist tr PS(3) als Summe aus endlich vielen
stetigen Funktionen wieder stetig. Somit ist 3. bewiesen. ]

Wir erklidren die Determinante endlichdimensionaler Operatoren wie gewthnlich als normier-
te, alternierende Multilinearform auf den Spaltenvektoren der entsprechenden Matrix. Aus
der linearen Algebra ist bekannt, dafl diese Definition unabhéingig von der Wahl der Basis
ist. Es besteht eine einfache aber wichtige Beziehung zwischen Determinante und Spur, die
Grundlage fiir die Abschnitte 4 und 5 ist.

Satz 2.4. Seien H ein endlichdimensionaler Hilbert-Raum und S(8) : H — H, Bo < 5 < [,
eine Schar invertierbarer Operatoren, die stetig differenzierbar von 3 abhdngen mdgen. Dann
gilt die Formel:

d — /
& Indet S(3) = tr(S~(8)S'(B)).

Dabei bezeichnet ' die Ableitung nach 3.

Beweis. Sei N := dim H. Seien s1(f),...,sn(8) die Spaltenvektoren von S(3). Dann ist:

d

N
7596 8(8) = 3 det(51(8). - s1-1(8): 5h(8): su1(8), - ().
k=1

Seien s, die Eintrége von S. Wir entwickeln den k-ten Summanden nach der k-ten Spalte:
N
det(s1, ..y Sk_1, Sk Sktly--- s SN) = Z(—l)”ijks;-k.

Jj=1

Dabei ist Dj, der jk-te Kofaktor von S. Wir erhalten somit

N N
——det S(B) =Y > (=1 Dj(8)s54(8) = tr D(8)S'(8)

k=1 j=1

mit D(B) := ((—1)77*Dy;(83));k=1...n- Nach der Cramerschen Regel ist D(3) = det(S(3)) -
S=1(B). Das zeigt die Behauptung,. O
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Wir wollen die Formel in Satz 2.4 aufintegrieren. Dazu benstigen wir eine Aussage iiber das
Stetigkeitsverhalten von S~1(83).

Satz 2.5. Sei S(B) : H — H, Bo < B < (1, eine Schar invertierbarer beschrinkter Ope-
ratoren, die stetig bzgl. der Operatornorm wvon (3 abhingen mdégen. Dann ist auch S~1(3)
beschrinkt und hdngt bzgl. der Operatornorm stetig von (3 ab.

Beweis. Nach dem Homdoomorphiesatz ist S~1(3) beschrinkt. Wir zeigen die stetige Abhén-
gigkeit. Es gilt:

S(B+h) = SB)A+STHB)(SB + h) - S(B))).
Sei 0 < C < 1. S(-) ist stetig. Also gibt es ein hg > 0, so daf fiir alle h mit |h| < hg gilt:

ISTHBNNS(B + k) = S(B)] < C < 1.

Dann liefert die Neumannsche Reihe die Abschétzung:

15l

-1
156+ 071 < 52

Wir haben weiter:

ISTHB+h) = STHBN < ISTHB+WISB) =SB+ WIS(B)]

-1 2
< 5O 55+~ sl

Daraus folgt die Stetigkeit. O

Wir konnen nun in trivialer Weise Satz 2.4 umrechnen.

Korollar 2.6. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4 gilt:

51
det S(31) = det S(By) exp [/ﬂ tr S~1(B)S'(B) dB| .

0

Beweis. Integration und Exponentialbildung in Satz 2.4. O

Wie die Spur so 148t sich auch die Definition der Determinante auf beliebige separable Hilbert-
Réume ausdehnen. Fiir das weitere reicht uns hier ein Spezialfall, ndmlich die Determinante
von Operatoren der Gestalt PSP, wobei P ein orthogonaler Projektor auf einen endlichdi-
mensionalen Unterraum ist. Wir erkliren det PSP einfach als:?

det PSP := det(PSP : ran P — ran P).

Im weiteren sind alle Determinanten von Operatoren der Form PSP stets in diesem Sinne
zu verstehen.

Seien {p;} C H und {¢;} C H zwei Orthonormalsysteme. Wir bilden die Determinante:

(pr.91) -+ (p1,9N)

Ay = det : : (2.1)
(enst1) - (N, ¥N)

Ay 1a8t sich in eine Gestalt bringen, die der analytischen Behandlung zugénglicher ist.

’In PSP : ran P — ran P kénnen wir PSP natiirlich durch PS ersetzen. Da wir aber Operatoren hiufig
sowohl auf ran P als auch auf ganz H betrachten werden, verwenden wir stets die Schreibweise PSP.

11



Lemma 2.7. Seien {¢;}jen, {¢j}jen C H Orthonormalsysteme und Py der orthogonale
Projektor auf span{e1,... ,on} und Py der orthogonale Projektor auf span{iy,... ,9¥n}.
Dann lafst sich An aus (2.1) schreiben als:

|AN|2 = det PNPNPN.

Beweis. Sei Z := ((¢;,Y%))jk=1,.. .~- Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz ist:
|det Z|* = det Z(det Z)* = det Z det Z* = det ZZ*.

Wir berechnen ZZ*:

N N
(ZZ%)j0 =Y (05000 (Wi, 1) = (w;Z(zﬁw@@) :
=1

=1
Der eindeutig bestimmte orthogonale Projektor auf span{y,... ¥y} hat die Form:

N

Py = (%)t

=1

Damit erhalten wir: )
(Z227) i = (@5, Pnepr)-
Das sind die Matrixelemente von Py in der Basis {¢;}. Daraus folgt die Behauptung. U

Im Zusammenhang mit den Integralformeln in den Abschnitten 4 und 5 bendtigen wir die
Inverse eines Operators bzgl. eines Unteraumes.

Satz 2.8. Seien S : H — H ein linearer Operator und P : H — H ein orthogonaler Projek-
tor, so daf$ der Operator (PSP|mnp)_1 :ran P — ran P existiert. Wir erkldren den Operator
ST :H — H folgendermafen. Zundchst definieren wir:

S+30 - (PSP|ranP)_180 fir ¢ € ran P,
‘ 0 fiir ¢ € (ran P)*

und setzen ST dann linear auf ganz H fort. Dann gilt ST = STP = PS™ sowie STSP =
PSSt = P. Falls S und P kommutieren, ist weiter SST = STS = P. Wir nennen ST
Pseudoinverse von S bzgl. P.

Beweis. Wir haben:

Stpo=8" Pp +8T (1 —P)p=STPy+0.

€ran P €ran(1—P)

Also ist St = STP. Da ST : ran P — ran P abbildet, folgt STPy € ran P und damit
StPp = PSTPyp. Das gibt ST = PS™T.

Weiter ist:
STSPp=StPSPp+ST(1 — P)SPp = Py +0

sowie mit dem ersten Teil:
PSSty =PSPStp = Pop.

12



Falls S und P kommutieren, folgt aus dem bisher bewiesenen:

S8t =SPST=PSST =P
StS=SPS=STSP=P.

Damit ist alles gezeigt. O

Wir rechnen die Determinantenformel aus Korollar 2.6 fiir orthogonale Projektoren weiter.

Lemma 2.9. Sei P(B) : H — H, 0 < 3 <1, eine Schar orthogonaler Projektoren, die stetig
differenzierbar bzgl. der Operatornorm von 3 abhdngen mogen. Weiter sei P : H — H ein or-
thogonaler Projektor mit endlichdimensionalem Bild und der Eigenschaft, daf$ det PP([3)P #
0 fir alle B € [0,1] ist. Dann ist:

1
det PP(1)P = det PP(0)P exp [2 Re/o tr PT(3)(1 — P(B))P'(8)P(B) dﬂ} . (2.2)

Dabei ist PT(3) die Pseudoinverse von P(3) bzgl. P gemdf$ Satz 2.8.

Beweis. Da P([3) stetig differenzierbar nach 5 und det PP(3)P # 0 ist, konnen wir Korollar
2.6 auf den endlichdimensionalen Operator PP(3)P : ran P — ran P anwenden:

det PP(1)P = det PP(0)P exp [/01 tr PT(B)P'(B) dﬁ} :

Dabei haben wir PT(8) = PP(3) beachtet (Satz 2.8). Differentiation der Identitit P(5) =
P(B3)? liefert:

P'(3) = P(B)P'(8) + P'(B)P(B). (2.3)
Mit P(8) sind auch P*(3) und P’'(3) selbstadjungiert. Wir beachten noch tr S* = (tr 9)*
nach Satz 2.2 und rechnen:

tr PT(8)P'(8) = tr PT(B)[P(8)F'(B) + P'(8)P(B)

= tr PT(B)P(B)P'(B) + tr PT(B) P’

= (tr P'(B)P(B)PT(B))" + tr P (

= (tr PT(B)P(B)P(8))" + tr P (

= 2Retr PT(B)P'(B)P(3).

]
(B)P(B)
pP

~

Dabei haben wir mehrmals P(3)? = P(3) benutzt. Wir multiplizieren Gleichung (2.3) mit
P(3) und finden:

P(B)P'(B)P(83) = 0.
Daraus folgt:
P'(B)P(B) = (1 — P(B))P'(B)P(B).
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O
Wir benottigen noch eine Aussage iiber das Stetigkeitsverhalten von Projektoren.

Lemma 2.10. Sei P(3) eine Schar von Projektoren, die stetig von 3 abhingen mdégen. Dann
ist dimran P((3) = const.

Beweis. [10], Lemma 1.4.10 und Problem ITI.3.31. O
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2.3 Riesz-Projektoren

Die Resolventenmenge p(S) eines abgeschlossenen und dicht definierten Operators S :
D(S) — H ist erklirt als Menge aller z € C, fiir die der Operator (21 — S)~! : H — D(S),
die Resolvente, existiert und beschrinkt ist.®> Die Menge o(S) := C \ p(S) heiBt Spektrum
von S. Wir untersuchen, wie p(S) von z und S abhéngt.

Satz 2.11. Seien Sy : D(Sy) — H ein abgeschlossener Operator und zy € p(Sy). Seien weiter
S1:'H — 'H ein beschrdnkter Operator und z € C mit der Eigenschaft:

(12 = zol + 151Dl (201 — So) ™'l < 1. (2.4)
Wir setzen S := So + S1. Dann ist z € p(S), und es gilt:

[[(z01 — So) ™12
L — (]2 = 20 + [1S1 DIl (201 — So) ="
(2.5)

1(z1 = 8)™" = (201 = So) || < (|2 = 20| + | Sull)

Beweis. Nach Voraussetzung existiert (291 —Sp)~! : H — H und ist beschrinkt. Wir rechnen:
z1 — 8 =zl — Sy + (Z — Z())]l -5 = (Zo]l — S())(]l + (Zo]l — S())_l((z — 20)11 — Sl))
Aus der Voraussetzung (2.4) folgt:

I(z01 = So) ™" (= = 20)1 = S1)|| < [|(201 = So) ™" [|(2 — 20| + [|S1])) < 1.

Die Neumannsche Reihe liefert, da8 (21 — S)~1 : H — H existiert und beschriinkt ist mit:

(0L — So) 1|
(201 — So)~HI(|z — 20| + 1511

Also ist z € p(S). Aus (2.6) und der Beziehung

(2.6)

21— 8)7Y <
(2 = 8)7!) < 7=

(z1 — S)_l — (201 — S())_l = (z1 — S)_I(Sl + (20 — 2)1) (201 — So)_l
erhalten wir die Abschétzung (2.5):

(1 — S)™" = (201 = So) 'l < (|2 — 20| + 15111 (201 — So) "HI]I(z1 — )|
[[(z01 — Sp) ™2
— [[(z01 = So)~HI(|z — 2ol + [|51])

< (Iz = 2ol + [151])7

Damit ist alles gezeigt. O

Aus diesem Satz folgt, daf3 die Resolventenmenge offen und das Spektrum damit abgeschlos-
sen ist. Die Abbildung z +— (21 — S)~! ist auf p(S) stetig bzgl. der Operatornorm und
somit Riemann-integrierbar bzgl. der Operatornorm. Damit kénnen wir den fiir das weitere
grundlegenden Begriff einfiithren.

3Ein linearer Operator, dessen Inverse beschrinkt ist, ist notwendigerweise abgeschlossen, so daf die For-
derung nach Abgeschlossenheit bei der Definition der Resolventenmenge verniinftig ist. Umgekehrt folgt aus
der Abgeschlossenheit von S und der Existenz der Resolvente deren Beschrinktheit (Homéomorphiesatz).
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Definition 2.12. Sei S : D(S) — H ein abgeschlossener Operator. Es gebe einen Integrati-
onsweg I' C p(S). Dann heifst

1
= — 1-9)7! :
P i F(z S) " dz (2.7)

Riesz-Projektor von S bzgl. T'. Der Teil von o(S), der innerhalb von T liegt, wird als die
Spektralmenge von S bzgl. I' bezeichnet.

Falls die Spektralmenge von S bzgl. I leer ist, ist P = 0. Falls sie mit ganz ¢ iibereinstimmt,
haben wir P = 1. Wir notieren die wichtigsten Eigenschaften von Riesz-Projektoren.

Satz 2.13. Seien S : D(S) — H abgeschlossen und P der Riesz-Projektor zu S gemdfs
Definition 2.12 bzgl. des Integrationsweges T' C p(S). Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. P:H — H ist beschrdnkt.
P?=P.

Py € D(S) fiir alle p € H.
SPyp = PSy fir alle ¢ € D(95).
SP :'H — H ist beschrdnkt.

S & e

Der Hilbert-Raum H ldft sich als direkte Summe schreiben: H = Hi ® Ho mit Hy :=
ran P und Hy = ran(1 — P).

7. Seien o1(S) die Spektralmenge von S bzgl. T' und o2(S) = o(S5) \ 01(S5). Die einge-
schrinkten Operatoren PSP : ran P — ran P und (1 — P)S(1 — P) : ran(1 — P) —
ran(l — P) haben die Spektren o1(S) bzw. 02(S). Weiter ist die eingeschrinkte Resol-
vente gleich der Resolvente der Einschrdnkung.

Beweis. [10], Abschnitt I11.4.6. O

Korollar 2.14. Seien S : D(S) — H abgeschlossen und P der Riesz-Projektor zu S bzgl. des
Integrationsweges I' C p(S). Sei dimran P = N < co. Dann enthdlt die Spektralmenge von S
bzgl. T' genau N Eigenwerte (mit Vielfachheit gezihlt) und sonst keine weiteren Spektralwerte.

Beweis. Da ran P ein N-dimensionaler Vektorraum ist, hat der Operator PSP : ran P —
ran P genau N Eigenwerte (mit Vielfachheit gezihlt). Nach Satz 2.13 stimmt das Spektrum
von PSP :ran P — ran P mit der Spektralmenge von S bzgl. T" iiberein. O

Satz 2.15. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.13 sei S selbstadjungiert. Dann ist
der entsprechende Riesz-Projektor ebenfalls selbstadjungiert, d.h. ein orthogonaler Projektor.

Beweis. [10], Abschnitt V.3.5. O

Aus Satz 2.11 folgt, dafl Riesz-Projektoren stetig von Storungen abhidngen. Wir wollen das
an dieser Stelle nicht prézisieren, sondern verweisen auf Abschnitt 5. Unter gewissen Voraus-
setzungen héngen Riesz-Projektoren auch differenzierbar von Stérungen ab. Uns reicht hier
ein Spezialfall.
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Satz 2.16. Seien Sy : D(Sy) — H abgeschlossen und Sy : H — H beschrinkt. Wir schreiben
S(B) == So + BS1, B € R. Sy = S(0) besitze einen Riesz-Projektor P(0) bzgl. des Integrati-
onsweges I' C p(Sp). Dann gibt es ein By > 0, so dafs fir alle 5 €] — By, o] auch T' C p(S(5))
ist, und die zugehorigen Riesz-Projektoren P([3) sind auf|— By, Bo| stetig differenzierbar nach
B; d.h. der Grenzwert P'(8) = %iino%(P(ﬁ + h) — P(p)) existiert in der Operatornorm und

hingt stetig bzgl. der Operatornorm von 3 ab. Es gilt:

P(B) = 5 (1= 5(9) 51661 - 5(3) (2.8)

Beweis. Sei z € p(Sp). Dann gilt:
21— S(B) = 21 — (So + BS1) = (21 — So)(1L — B(z1 — Sp) ™' S).

Nach Satz 2.11 ist die Funktion z — [|(z1 — Sp)~!|| stetig auf p(Sp) und nimmt deshalb auf
der kompakten Menge I' C p(Sp) ihr Maximum an:

m := max||(z1 — Sp) || < 0.
zel

Damit konnen wir abschétzen:
[B(z1 — So) "' S| < |BIm]|S1].

Wir wéhlen Gy > 0 so, dafl fym/|S1|| < 1 ist. Dann liefert die Neumannsche Reihe fiir alle
B €] — Bo, Bo[ und alle z € T, daB (21 — S(3))~! existiert und beschréinkt ist mit:

I(z1 - 5(8))

1 m
[<—F—.
1 — Bom|| S|

Wir zeigen die Konvergenz des Differenzenquotienten gegen den Ausdruck (2.8). Seien z € T,
B €] — Bo, Bo[ und h hinreichend klein:

SIS

(21 = S(B)'S1(z1 = S(B)) ™ — - [(z1 = S(B+h)" = (21— 5(8))""]
= (21— S(3)) "' S1(21 — S(B)) ! — (21 — S(B+ h)) " Sy (21 — S(B)) "
= [(z1=5(8))"' = (21 = S(B+h) '] Sa(21 - S(B))"

= —h(z1 = S(3)) "' S1(z1 — S(B+h)) ' Si(z1 - 5(8) "

-
-

Daraus erhalten wir die Abschétzung fiir 8 €] — By, Ool:

I 1= SE)s1e0 =SBz = [ (1= 53+ m)7 = (1= S(3) ]

r
m
< \P\m2H51H2Tm”SlH\h|-
Hieraus folgen die Differenzierbarkeit und die Formel (2.8).
Wir zeigen mit (2.8), daBl P'(3) auf |-y, Bo[ stetig in [ ist. Dazu verwenden wir eine dhnliche
Formel wie eben (51,32 €] — Bo, bol):
(21 = S(B2) "' S1(21 = S(B2)) ™" = (21 = S(B1)) "' S1 (21 = S(B1)) ™
= (61— B2) (21 = S(B2)) 711 [(#1 — S(B2)) ™! + (21 = S(61)) ] Si(21 = S(B1)) ",
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woraus wir die Abschétzung
[(z1 = 5(B2)) "' S1(21 = S(B2)) ™" — (21 = S(51)) "' S1(21 = S(B1)) 7|

3
m 2
<2~ 4l () 1

gewinnen. Damit zeigt man die Stetigkeit von P’([3). O

Mittels Satz 2.16 konnen wir den Fall untersuchen, dafl Sy und S7 miteinander kommutieren.

Korollar 2.17. Seien Sy : D(Sy) — H abgeschlossen und Sy : H — H beschrdinkt. Fiir alle
© € H gelte Syp € D(Sy) sowie SpS1p = S1S0p. Weiter sei P der Riesz-Projektor von Sy
zum Integrationsweg I' C p(Sy). Dann ist P fir hinreichend kleine 3 € R auch Riesz-Projektor
von S(f) := Sy + (S 2uT.

Beweis. Wie in Satz 2.16 sieht man I' C p(S(/)) fiir hinreichend kleine 3. Seien P(f) die
entsprechenden Riesz-Projektoren. Es gilt:

P(9) = 55 [ (51— 5811 = 5(0) 7

= 15 (G- s iz

1
=— 1- 2 dzSy.
5 L1 = 5(9) 1P ey
Dabei haben wir beachtet, dafl S; mit S(3) kommutiert. Andererseits folgt aus P(3) = P(8)?:

P'(B) = P(B)P'(B) + P'(B)P(B).
Wir zeigen P(3)P'(5) = 0. Es gilt:

PBP'(B) = — [ P(B)[(=1 — S(8)) 2 dz8) = — [ [P(B)(=1 — S(8))~"|2 =81,

2w Jp 211 Jr

da P(B3) als Riesz-Projektor mit (21 — S(3))~! kommutiert. Die Polstellen von P(3)(z1 —
S(8))~! liegen nach Satz 2.13 innerhalb von T, bilden also eine beschrinkte Menge. Vermoge
des Residuensatzes kann man I' in einen Kreis K, um den Ursprung mit beliebig groflem
Radius r deformieren. Aus

C

E

IP(B)(z1 = S(B) 7] <
fiir hinreichend grofe z folgt mit der Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale:
—172 —112 C C
| F[P(ﬁ)(zll—S(ﬁ)) J7dz51 = || . [P(B)(z1=5(8))" " dzSill < —rl[Sill = — ISl — 0

fiir » — oo. Entsprechend sieht man P’(8)P(3) = 0 ein, so daf} sich insgesamt P’(5) = 0
ergibt. Daraus schliefen wir P(3) = P(0) = P. O

Integrale vom Typ, wie sie bei der Differentiation von Riesz-Projektoren auftauchen, haben
einen eigenen Namen.
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Definition 2.18. Seien S : D(S) — H ein abgeschlossener Operator und S : H — H ein
beschrinkter Operator. Sei weiter I' C p(S) ein Integrationsweg. Dann heifst
~ 1

O(S) = 3 1“(z]l —9)715(21 — 8)"tdz (2.9)

Friedrichs-Integral.* Das Integral ist als Riemann-Integral bzgl. der Operatornorm definiert.

Mithilfe von Friedrichs-Integralen lassen sich Kommutatoren auflésen.

Lemma 2.19. Seien S : D(S) — M ein abgeschlossener Operator und S:H — H ein
beschrinkter Operator. Sei weiter ®(S) das Friedrichs-Integral zu S gemdaf$ Definition 2.18
mit dem Integrationsweg I' C (p(S)). Dann gilt:

1. ®(S) : H — H ist beschrdinkt.

2. Fir alle ¢ € H ist ®(S)p € D(S), und SO(S) : H — H ist beschrdnkt.

3. Sei P der Riesz-Projektor von S bzgl. T'. Dann gilt fiir alle p € D(S):

[@(S),S]QO = [S, P]QO-

Beweis. Da die Resolvente stetig bzgl. der Operatornorm von z abhéngt, konvergieren die
Riemannschen Summen

n

1 5 18~ _
P i= 5 j:l(zj —zj-1)(51 = S)TIS(51 - 5) 7

in der Operatornorm gegen das Friedrichs-Integral.

1. Da die Resolvente und S beschrinkt sind, muB auch ®(S) als Grenzwert der Riemannschen
Summen beschrénkt sein.

2. Aus S(21—5)7! = 2(21—85)~1—21 folgt, daB S®,, beschriinkt ist und in der Operatornorm
konvergiert. Also haben wir fiir jedes ¢ € H die Konvergenz von ®,¢ und S®,p. Da S

abgeschlossen ist, folgt ®(S)¢ € D(S) fiir alle ¢ € H sowie die Beschrianktheit von S®(S).
3. Sei p € D(S). Wir rechnen:

~ 1

[(5), Sl = 5— [ [(21 = §)7'5(21 — §)7, S| de
2m1 r
=L (11— 9) 181 — §) L, —21 + S| d=
2m1 r
1 -
— = | (=1 - 9! 11— )1
57 1“( (z1 = 8)"" S+ S(z1 —S) )epdz
5 1
=[S — 1-—9)1
5.5 [ (1=
=[S, Pp.
Der letzte Schritt ist gerade die Definition des Riesz-Projektors P in (2.7). O

“Die Zuordnung S — <I>(§') wird auch als Friedrichssche Gamma-Operation bezeichnet. In der Literatur
werden h#ufig unitére Operatoren anstelle der Resolvente verwendet. Vgl. [10], X.5
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2.4 Gruppen beschrankter Operatoren

Wir folgen in unserer Darstellung im wesentlichen [11] und [10].

Definition 2.20. FEine einparametrige Schar U(t) : H — H, t € R, beschrinkter linearer
Operatoren heif$t stark stetige Gruppe beschrinkter linearer Operatoren, wenn folgendes gilt:

1. U(O) =1.
2. U(tl + tQ) = U(tl)U(tg), t1,to € R.

3. Die Abbildung U(-)p : t +— U(t)y ist bzgl. der Hilbert-Raum-Norm stetig fir alle ¢ € H.

Der durch

1 1
D(S) = {go € H| %1_{% Z(U(t)go — ) em’stiert} , S = }E% Z(U(t)go — ), v € D(S)

erklirte lineare Operator S : D(S) — H heifit Generator der Gruppe.

Im weiteren werden wir anstelle von stark stetigen Gruppen beschrénkter linearer Operatoren
einfach von einer Gruppe von Operatoren oder noch kiirzer von einer Gruppe sprechen, sofern
keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten sind. Vom Generator S sagen wir auch, er generiere die
zugehorige Gruppe. Der Generator einer Gruppe von Operatoren ist eindeutig bestimmt. Es
ist auch die Umkehrung richtig; d.h ein Operator kann hochstens eine Gruppe generieren.

Satz 2.21. Seien S; und Sy die Generatoren der Gruppen Uy(t) bzw. Ua(t). Dann folgt aus
S1 = Sy auch Uy (t) = Us(t) fir allet € R.

Beweis. Folgt aus [11], Th. 1.2.6. O

Nach Satz 2.21 kann man also von der zu S gehorenden Gruppe sprechen. Wir haben folgende
grundlegende Existenzaussage.

Satz 2.22. Seien M > 1 und w > 0. Ein Operator S : D(S) — H ist genau dann Generator
einer Gruppe U(t) mit der Eigenschaft:

o) < Met, t eR,

wenn folgendes gilt:

1. S ist dicht definiert und abgeschlossen.

2. Aus A € R und |\ > w folgt X € p(S). Fir alle n € N gilt die Abschitzung:

L =8) " < M(IA| = w) ™™
Beweis. [11], Th. 1.6.3. O
Wir stellen den Zusammenhang mit Differentialgleichungen her.
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Satz 2.23. Sei U(t) eine Gruppe von Operatoren mit Generator S. Dann ist fir alle ¢ €
D(S) auch U(t)p € D(S), t € R, und die Funktion t — U(t)y ist stetig differenzierbar mit:

%U(t)go = SU(t)p = U(t)Se. (2.10)
Beweis. Folgt aus [11], Th. 1.2.4. O

Wir ziehen aus den Sétzen 2.22 und 2.23 eine wichtige Folgerung.
Korollar 2.24. Seien A : D(A) — H selbstadjungiert und U(t) die von —iA generierte
Gruppe. Dann ist U(t) unitdr fir alle t € R.

Beweis. Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Satz 2.22. —iA ist dicht definiert und abge-
schlossen, da A als selbstadjungierter Operator dies ist. Die Abschitzung fiir die Resolvente
aus Satz 3.1 liefert fiir A € R\ {0}:

| [AL+i4)~]" |
Also generiert —iA eine Gruppe U (t) mit M = 1 und w = 0 in Satz 2.22.

<IEAL = AT < A

Um die Unitaritit nachzuweisen, differenzieren wir ||U(t)¢||?> und beachten die Differential-
gleichung (2.10):

%I!U(t)w\\Q =2Re(U(t)p, U'(t)p) = —2Rei(U(t)p, AU(t)p) = 0.

Daraus schlieflen wir, da8 U(t) isometrisch ist. Zusammen mit der Gruppeneigenschaft liefert
das die Behauptung. O

Nach Satz 2.23 kann man mit der Gruppe U (t) Losungen von Differentialgleichungen gewin-
nen. Man erhélt daduch sogar alle Losungen.

Satz 2.25. Sei S : D(S) — H dicht definiert mit p(S) # 0. Dann besitzt das Anfangswert-
problem

dfl—ff) = Sp(t), t R, 9(0) =1, (2.11)

genau dann zu jedem Anfangswert » € D(S) eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare
Lésung o(t) € H, wenn S der Generator einer Gruppe U(t) von Operatoren gemdj$ Definition
2.20 ist, und die Losung ist gegeben durch ¢(t) = U(t)i.

Beweis. [11], Th. 4.1.3. O

Das inhomogene Anfangswertproblem lafit sich ebenfalls mittels U(t) losen.

Satz 2.26. S : D(S) — H sei Generator einer Gruppe U(t) von Operatoren, und f(-) : t +—
f(t) € H sei stetig differenzierbar. Dann ist auch die Funktion

o(t) = /t Ut — 7)f(r) dr

0
stetig differenzierbar, und es ist g(t) € D(S) sowie:

d

Z9(t) = F(£) + Sg(t). glto) = 0.
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Beweis. Folgt aus [10], IX.1.5. O

Die von einem Operator generierte Gruppe kann man formelméfig angeben. Bei beschriinkten
Operatoren treten keine Probleme mit Definitionsbereichen auf.

Satz 2.27. Seien S : H — H beschrinkt und T' C p(S) ein Integrationsweg, der das Spektrum

von S umfafit. Dann ist die von S generierte Gruppe U(t) durch das Dunford-Taylor-Integral
1
Ut) = / (21 — S) "t dz (2.12)
r

T 2mi

gegeben. Das Integral ist als Riemann-Integral in der Operatornorm erkldrt. Eine weitere
Darstellung erhdlt man als Potenzreihe:

Uty =1+ %thj. (2.13)
=17’

Die Reihe konvergiert in der Operatornorm. Insbesondere ist U(t) bzgl. der Operatornorm
nach t stetig differenzierbar.

Beweis. [10], Abschnitte IX.1.6 und IX.1.2. O

Das Dunford-Taylor-Integral (2.12) existiert auch unter schwicheren Voraussetzungen, wenn
man den Integrationsweg geeignet modifiziert (vgl. [10], IX.1.6). Fiir die Anwendung in Ab-
schnitt 5 bendtigen wir eine Variante.

Korollar 2.28. Seien S : H — H beschrankt und I' C p(S) ein Integrationsweg, der das
Spektrum von S umfafit. Dann ist die von —iS generierte Gruppe U(t) durch das Dunford-

Taylor-Integral
1 ,
Ut) = / it (x1 — )L dz (2.14)
r

T 2mi

gegeben. Das Integral ist als Riemann-Integral in der Operatornorm erklirt.
Beweis. Variablensubstitution z — —iz in (2.12). O

Die Formel (2.12) bzw. (2.14) erlaubt eine wichtige Abschétzung.

Korollar 2.29. Seien S : H — H beschrinkt und U(t) die von —iS generierte Gruppe.. Es
gelte:

inf Impy > 0.
pea(S) .

Dann gibt es Konstanten M >0 und § > 0, so daf fiir alle t <0 gilt:

U ()] < Me. (2.15)

Beweis. In der Formel (2.14) konnen wir I' so wihlen, dafl § := inlﬂ Imz > 0 ist. Mit der
ze
Standardabschétzung fiir Wegintegrale folgt fiir ¢ < 0:
< |F| tIm z g -1 < |F| to S -1
U@ < 5= supe ™[ (21 — §)7 7| < S=esup||(21 — ).
2T Ler 27 zel

Daraus ergibt sich die Behauptung. [l
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Zu Satz 2.27 gibt es eine Umkehrung; d.h. die Resolvente 148t sich durch die Gruppe aus-
driicken.

Satz 2.30. Seien S : D(S) — H der Generator einer Gruppe U(t) und K : H — H ein
beschrdinkter Operator, so daf$ fiir alle t > 0 gilt:

UMK < M

mit Konstanten M > 0 und w € R.> Dann ist fiir alle z, Rez > w, und fiir alle ¢ € H.:
0
(21 = S) 'Ky = / AU (-t)Kpdt. (2.16)

—00

Beweis. Folgt aus den Beweisen von [11], Th. 1.5.3. und Th. 1.3.1. O

Die Variablensubstitution t — —¢ bringt (2.16) auf die bekannte Gestalt:

(21— 8) "ty = / e AU (t)p dt.
0

Wir verwenden die uniibliche Schreibweise, um den Zusammenhang der Integralformeln fiir
Gruppen von Operatoren und Riesz-Projektoren mittels des Adiabatischen Theorems beizu-
behalten (vgl. die Einleitung).

Wir untersuchen, wie sich eine Gruppe von Operatoren unter Storungen des Generators
verhélt. Eine Anwendung der Existenzaussage 2.22 fiihrt auf folgendes Stabilitéatsresultat.

Satz 2.31. Sei Sy : D(So) — H der Generator einer Gruppe Uy(t) mit der Eigenschaft:
1Uo(#)]| < Melt,

M > 1 und w > 0. Sei weiter Sy : H — H ein beschrdnkter Operator. Dann generiert auch
So + S1: D(Sy) — H eine Gruppe U(t) von Operatoren mit der FEigenschaft:

U @)]| < Me+MISDI,
Beweis. [9], Th. 13.2.2. ]

Um den genauen Zusammenhang zwischen den Gruppen Uy(t) und U(t) aus Lemma 2.31 zu
studieren, leiten wir eine Integralgleichung ab.

Satz 2.32. Seien Sy : D(Sy) — H der Generator der Gruppe Uy(t) und S1 : H — H
beschrinkt. U(t) sei die von Sy + S1 generierte Gruppe. Dann gilt fir alle ¢ € H:

t1

(Uo(—t1)U(t1) — Uo(—t0)U(t0))p = Up(—7)S1U(T)pdr, (2.17)

to

U(t)yp =Up(t)p + /Ot Up(t — 1)S1U (1) dr. (2.18)

®Aufgrund des Operators K kann die Konstante w im Gegensatz zu der sonstigen Abschiitzung fiir U (t)
auch negative Werte annehmen, was fiir spéter wichtig ist.
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Zusdatzlich gelte fiir alle ¢ € H:

| oa-nsivin)ldr < oo, lim_[Uo(-0U ()] = (2.19)

—0o0
Dann ist fiir alle ¢ € H.:

Uo(—tl)U(tl)QO = . Uo(—T)SlU(T)QOdT. (2.20)

— 00

Beweis. Vgl. [11], Abschnitt 3.1. Die Funktion ¢ — Uy(—t)U(t)¢ ist fiir ¢ € D(Sy) differen-
zierbar, und es gilt:

%Uo(—t)U(t)go = %Uo(—t) -U(1) dt
= —Uy(—t)SoU (t)p + U (—1)(So + S1)U ()¢

— Up(~)S1U (1)

o+ Un(—8) LU (1)

Integration liefert die Formel (2.17) fiir ¢ € D(Sp). Da Up(t), U(t) und S; beschrinkte
Operatoren sind, ist die Formel fiir alle ¢ € H richtig. Die Integralgleichung (2.18) erhélt
man, indem man ¢ty = 0 und t; = ¢ setzt.

Mit der Voraussetzung (2.19) folgt (2.20) aus der Formel (2.18). O

Die Gruppe U(t) ist durch die Integralgleichung eindeutig charakterisiert.

Satz 2.33. Die Integralgleichung (2.18) besitzt genau eine stark stetige Losung U (t). Sie ist
gegeben durch:

(1) = S U5 (1), Uy (t)p = /0 Us(t — 7)S,U; (P dr, >0, € H. (2.21)
=0

Die Reihe konvergiert in der Operatornorm lokal gleichmdfig in t.
Beweis. [10], IX.2.1. oder [11], Prop. 3.1.2. O

Aus der Integralgleichung folgt, dafl die Gruppe stetig von Storungen abhéngt.

Satz 2.34. Sei Sy : D(Sy) — H abgeschlossen und Generator einer Gruppe Uy(t) von Ope-
ratoren mit der Eigenschaft:
[To(0)]] < Met

mit Konstanten M > 1, w > 0. Sei weiter S1 : H — 'H ein beschrinkter Operator. Dann
generiert auch Sy + S1 eine Gruppe U(t), und fir alle t € R gilt:

U () — Up(8)|| < M= (eMISile _ 1y,
Beweis. [11], Corollary 3.1.3. 0

Unter bestimmten Voraussetzungen héingt die Gruppe auch differenzierbar vom Generator
ab. Uns reicht hier ein Spezialfall.
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Satz 2.35. Seien Sy : D(Sy) — H abgeschlossen und Generator einer Gruppe Uy(t) mit der
Eigenschaft:
1Uo(t)]] < Mel

mit Konstanten M > 1, w > 0 und Sy : H — H beschrdinkt. Dann generiert auch Sg + (351,
B € R, eine Gruppe U(t,3), die fiir jedes t € R stetig differenzierbar bzgl. der Operatornorm
von (B abhdngt. Fiir alle o € H gilt:

0

(%U(t,ﬂ))sz(t,ﬂ)/o U(—T,B)SlU(T,ﬁ)godT:/O Ut —7,8)5,U(r,B)edr. (2.22)

Beweis. Wir untersuchen den Differenzenquotienten %(U (t,B+h)—U(t,B)). Nach Satz 2.32
haben wir folgende Integralgleichung:

t
Ut,B+h)p=U(tB)p+ h/o Ut —71,8)51U(r,B8+ h)pdr, ¢ € H. (2.23)

Wir iterieren (2.23) einmal und ordnen fiir den Differenzenquotienten um:

1

E(U(tjﬁ +h)p = U(t, B)p) =

t
/ Ut — 7. 8)S,U(r. B)p dr + h/
0 0

t T
Ut - 7, 8)8, / Ulr — 7' B)S1U(+. 3 + h)pdr dr.
0

(2.24)
Aus Satz 2.31 haben wir die Abschitzung:
U, B) < MelHoMISDI, (2.25)

Dann zeigt (2.24), daf§ der Differenzenquotient in der Operatornorm konvergiert und die
Formel (2.22) richtig ist.

Wir zeigen, dafl %U (t, ) fiir festes ¢ stetig in 3 bzgl. der Operatornorm ist. Aus (2.22) folgt:

0 0 t
%U(tyﬂJrh)(P— %U(Rﬂ)(ﬂ:/o Ut —71,8+h)S1(U(r,8+h) —U(r,3)) (2.26)
+Ut—7,80+h)=U(t—71,0))51U(r,B)] pdr.

Aus Satz 2.34 gewinnt man die Abschitzung:
|U(t, B+ h) — U(t, B)]| < MewtBMISilD (e|h\M||Sl|||t\ _ 1) '
Wendet man dies zusammen mit (2.25) auf (2.26) an, dann erhdlt man die Behauptung. O

Wir untersuchen den Fall, dal die Operatoren Sy und S; miteinander kommutieren.

Satz 2.36. Seien Sy : D(Sy) — H der Generator einer Gruppe Uy(t) und S1 : H — H
beschrinkt. Weiter folge aus p € D(Sy) auch S1p € D(Sp), und es gelte S1Syp = SoS1¢p fiir
alle ¢ € D(Sp). Dann kommutieren auch Uy(t) und S1 miteinander; d.h. fir alle ¢ € 'H ist:

Uo(t)Slgo = Son(t)go.
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Beweis. Die eindeutig bestimmte Losung von

¢'(t) = Sow(t), (0) =1 € D(So) (2.27)

ist nach Satz 2.25 gegeben durch:
o(t) = Un(t)v.
Wir multiplizieren (2.27) mit S;. Da S beschrinkt ist, haben wir (S1¢’)(t) = (S1¢)'(t). Es
folgt:
(S1)'(t) = S1Sop(t) = SoS19(t), S19(0) = S19).

Mit @(t) := Sy(t) ist also:

¢'(t) = Sop(t), ¢(0) = Siy. (2.28)
Die eindeutig bestimmte Losung von (2.28) ist nach Satz 2.25 gegeben durch:

@(t) = Uo(t)S19.
Damit folgt fiir alle ¢ € D(Sp):
Uo(t)S19¢ = S1Up(t))

Da Up(t) und S; beschrinkt sind, mufl dies fiir alle ¢ € H richtig sein. O

Die von Sy erzeugte Gruppe lafit sich abspalten.

Satz 2.37. Seien Sy, S1 und Uy(t) wie in Satz 2.36. Seien weiter U(t) die von Sy + Si
generierte Gruppe und Ui (t) die von Sy generierte Gruppe. Dann gilt:

U(t) = Uo(t)U1(t) = Ur(t)Uo(t).

Beweis. Nach Satz 2.32 erfiillt U(t) die Integralgleichung:

waz%wwﬁfwﬁ—ﬂ&Umww

fiir alle ¢ € H. Wir zeigen, dafl auch UpU; eine Losung der Integralgleichung ist. Wir beachten
S1Up(7) = Up(7)S1 (Satz 2.36) und die Gruppeneigenschaft. Fiir ¢ € ‘H gilt:

t

/Uw—ﬂ&%mmvwmz/Uw—ﬂ%m&mvmw
0 0
_ /0 Uo(t)SyU4 (1) dr

td
—U1( Yodr

)
)( 1(t) = D
) = Uo(t))e.

Dabei haben wir die Differentialgleichung fiir Uy(¢) geméfl Satz 2.23 benutzt. Da S; be-
schrankt ist, mufiten wir bei ¢ nicht auf Definitionsbereiche achten. Aus der eindeutigen
Losbarkeit der Integralgleichung schlieffen wir nun auf U = UyU;.

= Up(t
— Uyt
— (Ut
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Es bleibt noch UyU; = U Uy zu zeigen. Da S7 beschrinkt ist, konnen wir U; als Potenzreihe

schreiben:
o0

Up(t) = Z %tJSJ

Nach Satz 2.36 ist UyS; = S1Up, woraus man leicht UOS{ = S{Uo folgert. Daraus erhélt man:

Uo(U(t) = Up(t) Y | =/5] = —tJUO( )ST = StS{U(t) = Ur(6)Uo(1).
— ! — j! — J
J J= J
Das war zu zeigen. O

Ein Projektor 148t sich unter bestimmten Voraussetzungen aus der Gruppe herausziehen.

Lemma 2.38. Seien S : D(S) — H Generator einer Gruppe U(t) und P : H — H ein
beschrdnkter Projektor mit der Eigenschaft Po € D(S) fir ¢ € D(S). P kommutiere mit
U(t). Sei schlieflich U(t) die von SP generierte Gruppe. Dann gilt U(t)P = U(t)P.

Beweis. Wir zeigen, daf U(t)P und U(t)P dasselbe Anfangswertproblem losen. Wegen
UO) = 1 und U(0) = 1 stimmen die Anfangswerte iiberein. Fiir ¢ € D(S) ist auch
Py € D(S), und wir haben:

C(ZtU( )PSD SPU( )Pgo = Sﬁ(t)P2gp — Sﬁ(t)P

Andererseits ist auch:

d
iaU(t)Pgo = SU(t)Pep.

Die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems (Satz 2.36) liefert die Behauptung. [

Wir untersuchen die Gruppe eines konkreten Generators, der in Abschnitt 5 auftauchen wird.

Lemma 2.39. Sei P : 'H — 'H ein beschrinkter Projektor. Wir setzen J = 2P — 1. Dann
gilt fir die von vJ, v € C, generierte Gruppe U (t):

Ut)P=PU(t)=e"P, Ut)(1 — P)= (1 - P)U(t) =e (1 - P).

Beweis. J ist beschrankt und kommutiert mit P. Es gilt J? = 4P? — 4P + 1 = 1. Wir
verwenden die Potenzreihenentwicklung fiir U(¢):

1 1 2k 1 2k+1
=Y = D71+ 5 —— (),
Z::j kZO(Zk) 01) Z e+
Aus JP = (2P—-1)P =Pund J(1-P) = (2P—-1)(1—P) = P—1 folgt die Behauptung. [

Abschlieflend fiihren wir die Greenschen Operatoren ein.
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Definition 2.40. Seien U(t) eine Gruppe beschrinkter Operatoren mit Generator S
D(S) — H, K : H — H ein beschrinkter Operator und v € C\ {0}. Dann heifit

Gt 1) m NU)KU(—t), t<t,
T AWUMK = U=, t> U,

Greenscher Operator bzgl. K mit Generator S zum Parameter .

G erfiillt formal die Differentialgleichung;:

1 /0
— (5 — 5 )G(t,t') =6t —t')1. 2.29
(5 -5) )=o) (2.29)
Dies 1d8t sich im Sinne schwacher Differenzierbarkeit rechtfertigen. Da wir (2.29) nicht benéti-
gen, werden wir diesen Punkt nicht weiter beleuchten. Wir bemerken nur:

Satz 2.41. Der Greensche Operator G mit Generator S sei erklirt gemdafl Definition 2.40.
Fiir ¢ € D(S) sei Ky € D(S). Dann erfillt G fir alle ¢ € D(S) die Differentialgleichung:

%G(t, o = SG(t,t ), t #1. (2.30)

Beweis. Nach Satz 2.23 ist U(—t')p € D(S) fiir ¢ € D(S), und nach Voraussetzung ist
KU(—t")p € D(S), so daB G(-,t') stark differenzierbar ist. Die Differentialgleichung folgt
dann sofort aus der Definition von G(t,t). O

Greensche Operatoren erfiillen eine Integralgleichung, die zu der Gleichung (2.18) fiir die
Gruppe U (t) analog ist.”

Satz 2.42. Seien Gg der Greensche Operator gemdfS Definition 2.40 bzgl. Ky zum Parameter
v und Sy : H — H beschrinkt. Dann lafit sich zu S := Sg + S ein Greenscher Operator G
bzgl. K zum Parameter v erkldren. Fir alle o € H gilt:

1 1
G(t,t')p + ;Go(t, To)G(To, t) e — ;GO(tv T)G(T1,t)e

1 h
= Go(t,t")p — = Go(t,7)S1G(1,t)pdr. (2.31)
Y J1o
Zusdtzlich sei fir alle ¢ € H:
Ty
| Ita=nsiwinglde < oo, lim_[Uo(-0U ()] = (2.32)
Dann gilt fiir alle ¢ € H:
1 1 [
G(t, t)p — §Go(t,T1)G(T1,t’)g0 = Go(t,t ) — - Go(t, 7)S1G(T,t")p dr. (2.33)

In der Literatur wird G(t,t') auch als Bi-Semi-Gruppe bezeichnet, S heifit entsprechend Bigenerator.
Vgl. [3], [4], [5]. Den Parameter v haben wir mit Blick auf die Abschnitte 4 und 5 eingefiihrt, wo wegen der
Schrodinger-Gleichung ein Faktor i auftritt.

"Die Integralgleichung fiir U (t) ist eine Volterra-Gleichung, wihrend wir hier eine Fredholmsche Gleichung
erhalten; deshalb heiffit die obere Integrationsgrenze 77 und nicht ¢.
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Beweis. Nach Satz 2.31 generiert auch S eine Gruppe von Operatoren, so daf} sich ein Green-
scher Operator zu S erkldren la53t.

Im folgenden sind alle Gleichungen auf ¢ € H angewendet zu denken. Sei ¢ < /. Wir spalten

das Integral in (2.31) auf:
T t v T
Jo = bl
To To t 4

und setzen in den Teilintegralen die Definition von G bzw. Gq ein:

1 T t

— Go(t, 7)S1G(1,t') dr = Uo(t)[ Ko — 1|Uo(—7)S1U(7)KU (—t') dr
v JTy To

+ tt Uo(t) KoUo(—7)S1U (T)KU (—t') dr
T
+ Up(t)KoUo(—7)S1U(7)[K — 1)U (—t) dr.

t/
An dieser Stelle konnen wir die Integrationsregel aus Satz 2.32 verwenden:

1 [h
— - Go(t,7)S1G(,t') dr
= Uo(t)[Ko — ]{Uo( U (t) — Uo(— To) (To)} KU(—t")
+U0(t)K0{U0 U) = Ug(—t)U(t)} KU(—t)
+ Up(t) Ko {Uo(=T1)U(T1) — Up (=t U (¢') } [K — 1]U (")
~Uo()Uo(=)U () KU (") = Uo(t)[Ko — 1]Uo(~To)U (To) KU ()
+Uo(t)KoU( T)U(Ty)[K — 1]U(—t") + Uo(t) KoUop (=t U (') U (—t')

1 1 1
= —;G(t,t/) + §Go(tat') - ?Go(t,To)G(Tl,t/) + ﬁGo(thl)G(Tl,t')-

Das ergibt (2.31) fiir t < t. Sei t > t'. Wir zerlegen wieder das Integral:

T1 t t Tl
RIS/
To To t’ t

und setzen die Definition von G und Gy ein:

1 /M ¢
— Go(t,7)51G(1,t') dr = / Up(t)[Ko — 1|Uo(—7)BU (1) KU (—t) dr

2
’y To To
t

Uo(t)[Ko — 1]Uo(—7)BU (1)K — 1)U (~t') dr

¢

T
4 /t Uo(t) KoUo(~7) BU(7)[K — 1)U (~t') dr.
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Die Integrationsregel aus Satz 2.32 liefert analog wie eben:

1 ,
o . Go(t, 7)S1G(1,t') dr
= Uo(t)[Ko — 1] (Up(—t)U(t") — Uo(~T0)U(Tp)) KU(~t)

t)[Ko — 1] (Uo(—=t)U(t) — Uo(~tU(t)) [K - 1]U ()
t) Ko (Uo(=T1)U(T1) — Up(=t)U (1)) [K = 1]U(~)
= —Up(t)[Ko — 1]Uo(~T0)U(To) KU (=) + Up(t)[Ko — L]Uo(~t")U (') U (~1')
—)U(t)[K = 1]U(=t') + Uo(t) KoUp(=T1)U (T3 )[ K — 1]U(~)

=
—~
~
~—
S
—~

= %G(t,t’) — %Go(t,t’) — %Go(t,TO)G(TO,t’) - %Go(t,Tl)G(Tl,t’).

Das ergibt (2.31) fiir t > t'.

Fiir Ty = —oo kann man wegen der Voraussetzung (2.32) die Formel (2.20) aus Satz 2.32

anwenden.
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3 Operatoren mit Dichotomie

3.1 Motivation

Wir betrachten lineare Operatoren, deren Spektrum eine bestimmte Struktur aufweist.

Definition 3.1. Sei S : D(S) — H ein abgeschlossener Operator. Wir sagen, S sei dicho-
tomisch oder besitze eine Dichotomie (bzgl. der reellen Achse'), falls sein Spektrum keine
reellen Werte enthdlt.

Wir werden im weiteren Operatoren untersuchen, die in Real- und Imaginérteil zerlegt sind:
S = 5, +1S5; mit symmetrischen Operatoren S, und S;. Wir orientieren uns zunéchst anhand
eines einfachen Beispiels. Seien H = C? und

A(V) = <)“/1 )‘\/2> , A\,A €R, VeC.

Wir fragen, inwieweit sich das Spektrum von A(V) durch eine Stérung der Diagonalelemen-
te in die komplexe Ebene verschieben 14ft. Falls wir ein Vielfaches der Einheitsmatrix als
Imaginérteil addieren, 146t sich die Frage erschopfend beantworten, wie wir in Satz 3.2 sehen

werden. Sei also:
A1 + i€ %4
Aa(V)::<1‘_/Z A2_2,{5),5-:611{.

Fiir € # 0 besitzt A-(0) offensichtlich keine reellen Eigenwerte. Die charakteristische Glei-
chung fiir A.(V) lautet:

12— (A + )+ (A +ie) (N —ie) — [V]2 = 0.

Die Losungen sind:

A1+ A - Al — Ao)?
M2 = ! 5 2 + r4ic(A — Ag), 1= % —e2 4 |V|2.
Man iiberzeugt sich leicht von:
1/2

1
Im ::l:—(—r+ r24+e2(A\ — A 2)
e =475 V (A1 = A2)
Aus Ay # Ao folgt Im ;2 # O fiir alle € # 0. Im Falle A\ = Xy ist dies nicht mehr richtig;
denn bei hinreichend kleinem ¢ ist:

r=|V2-¢2>0

und damit:

1 1
Impg o = iﬁ(—r + \/1"_2)1/2 = iﬁ(—r + 7“)1/2 =0.

Wir lernen daraus, dafl es weniger auf die Kleinheit der Stérung V' ankommt als vielmehr

auf die ,Liicke“, d.h. die Differenz zwischen A; und A2, um reelle Eigenwerte von A.(V)
auszuschliefen. Dieses Resultat wollen wir auf allgemeine Hilbert-Rédume erweitern.

In der Literatur wird die Dichotomie auch manchmal bzgl. der imaginiren Achse definiert.
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3.2 Dichotomie-Kriterien
Das einfachste allgemeine Dichotomie-Kriterium erhélt man, wenn man das Spektrum eines
selbstadjungierten Operators um denselben Imaginérteil verschiebt.

Satz 3.2. Sei A: D(A) — H ein selbstadjungierter Operator. Dann existiert die Resolvente
((z +ie)l — A)~L fiir alle € # 0 und alle x € R und ist beschrinkt mit:

(@ + i)t — )Y < ﬁ (3.1)

Beweis. Sei ¢ € D(A). Wir rechnen:

I((z +ie)1 = A)g)? = (21 — A)g® + 2[l¢]* + 2Reic((21 — A)p, 0)
= ||(z1 — A)el* + [l
> 2|l

Hieraus folgt die Behauptung mittels Standardargumenten (vgl. [12]). O

Satz 3.2 ist die wohlbekannte Aussage, dal ein selbstadjungierter Operator ein rein reelles
Spektrum hat. Addiert man einen beliebigen Imaginérteil, kann man mit &hnlichen Rechnun-
gen eine Verschirfung des Resultates beweisen, die in etwas allgemeinerer Form auf Baskakov
[6] zuriickgeht.

Satz 3.3 (Baskakov). Seien A, K : H — H beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren. K
besitze eine beschrinkte Inverse. Weiter gelte:

1
NA K] < .
A K < 1=

Dann ist A+ 1K dichotomisch.

Beweis. Fiir ¢ € H und z € R gilt:

(21 — A —iK)el* = (21 — A)g* + [ Kel® - 2Rei((21 — A)p, Kp)

= [I(=1 = A)oll* + | Kpl|* +i(p, [A, K]p)

1
> Wllwll2 — A, K] - Nlell?

1
~ (e — 1A I TP
Hieraus folgt mit der Voraussetzung die Behauptung. O

Im Zusammenhang mit der Integralformel aus Abschnitt 5 sind Imaginérteile einer speziellen
Bauart bedeutsam. Seien A : D(A) — H selbstadjungiert und P : H — H ein orthogonaler
Projektor mit endlichdimensionalem Bild. Dann ist

A.:=A+ie(2P —1), e € R\ {0}, (3.2)
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auf Dichotomie zu untersuchen.? Die Schwierigkeit liegt hier darin, daf wir in der Integralfor-
mel den Limes € — 0 ausfithren miissen. Dadurch ist das Kriterium von Baskakov, das einen
groBen Imaginérteil voraussetzt, nicht anwendbar. Satz 3.2 legt es nahe, den Operator auf
die Untersiume ran P und (ran P)* umzurechnen. Wir beweisen ein einfaches algebraisches
Invertierbarkeitskriterium.

Lemma 3.4. Seien D1, Dy und Hy, Hs lineare Riume sowie S : D1 ® Dy — Hq @® Ho ein
linearer Operator. Wir schreiben S als:

(S Si2 . R
S = (5,21 522>’ Sje: Dy — My, .k =1,2.

Der Operator Sog : Dy — Ho sei invertierbar. Dann ist S genau dann invertierbar, falls
(S11 — S1255 S21) "t i Hy — Dy

existiert.

Beweis. Sei S invertierbar. Wir schreiben den inversen Operator S :Hi®Hy — D@ Dy als:

= Si1 Sia
§.= (21 2
<521 S22

>7 S]ka’_)D]v jak:1727

und berechnen das Produkt SS:

95 — (511511 + 512821 5SS + 512522) _ (11 0>
S91511 + 522591 521512 + 522592 0 1

Vergleich der Eintréige der ersten Spalte liefert:

5'21 = —52_215215'11 (3.3)
(S11 — S12555'521)511 = 1.

Das zeigt die Existenz von (S1; — 51252_21521)_1.

Definiert man umgekehrt S;; und Ssy iiber (3.3) und (3.4) sowie S12 und Sy entsprechend,
so sieht man, daf} S invertierbar ist. ]

Aus dem vorstehenden Lemma konnen wir ein fiir unsere Zwecke brauchbares Dichotomie-
Kriterium ableiten.

Satz 3.5. Seien A : D(A) — H ein selbstadjungierter Operator und P : H — H ein ortho-
gonaler Projektor mit endlichdimensionalem Bild und der FEigenschaft Py € D(A) fir alle
@ € H. Wir schreiben D1 := H; :=ran P, Hs := Hf und Dy := D(A) N"Hy. Dy liege dicht
in Ha, und der Operator (1 — P)A(1 — P) : Dy — Ha sei selbstadjungiert. Fir die Grifien

A= sup (v, Ap) und p:= inf (v, Ap)
pEH1 pED2
llell=1 llell=1

gelte X < p. Dann ist A, == A+ ie(2P — 1) fiir alle e € R\ {0} dichotomisch.

2 Anschaulich gesprochen versucht man, einen Teil des Spektrums in die obere, den anderen in die untere
Halbebene zu verschieben.
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Beweis. Wir schreiben A, als Blockmatrix:

A = <A11 + 2l Aqo

Aoy A22—ie]1>’Ajk:Dk_)Hj’ Sk =12

Bei der Identitdt verzichten wir auf eine Kennzeichnung der Rdume. Nach Voraussetzung ist
Agg : Dy — Hy selbstadjungiert; deshalb existiert nach Satz 3.2 die Resolvente (Agy — icl —
21)~!, so daB die Voraussetzungen von Lemma 3.4 erfiillt sind. Danach existiert (A, —21)~! :
‘H — D genau dann, falls

Z = A11 —zl + 2l — A]_Q(AQQ —zl — iE]l)_lAgl, Z Hl — Hl,

invertierbar ist. Da H; endlichdimensional ist, geniigt der Nachweis der Injektivitéit. Sei dazu
@ € Hy mit Zp = 0. Wir zerlegen Z in eine Summe aus symmetrischen und antisymmetri-
schen Operatoren, wobei wir A}, = A9 beachten:

Aqa(Agg — (x +ie)1) LAy

= Ao(Agy — (z —ie)1) " (Agy — (x — ie)1)(Agy — (z +ie)1) 1 Ay

= Ajg(Agy — (x —ie)1) " (Agg — 21)(Age — (x +ie)1) T Ay
+ieA19(Agy — (z —ie)1) " (Agy — (z +ie)1) LAy

und bilden die quadratische Form mit ¢:

0=(p,Z¢)
= (¢, (A11 — 21)p) + icl|||®
— (p, A12(Ag — (x — is)]l)_l(Agg —x1)(Age — (z + is)]l)_lAglgo)
—ie(p, Ara(Agz — (z — ie)1) " (Agz — (z +ie)1) " Anig)
= (¢, (A1 — 21)p) — (A2 — (z +ie)1) ' Anip, (Azp — 21)(Agz — (x +ie)1) "' Ag1p)
+iellp)|* — iel| (A2 — (z +ie)1) " Ag10]%.

Aus dem Realteil folgt, wenn man die Definition von A und p beachtet:

0=(p,(A11 —21)p) — ((Age — (x + ie)]l)_lAglgo, (Agg — 21) (A — (z + z's)]l)_lAglgo)
<A =2)lel* = (n— )| (Az2 — (z + i) 1) A,

Mit dem Imaginérteil kénnen wir den zweiten Summanden weiter umrechnen:

0< (A =2)llel? = (u—2)el® = (A = wllel*.
Wegen A — p < 0 ist dies nur mit ||| = 0, also ¢ = 0 moglich. O
Bemerkenswerterweise kommt es in Satz 3.5 weder auf die Grofle der ,,Nebendiagonalelemen-

te“ an, noch geht die Grofle der ,,Liicke” zwischen Aj; und Ass ein, solange sie nur von Null
verschieden ist.
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4 Abschnittsdeterminanten von Gruppen
beschrinkter Operatoren

4.1 Die Integralformel

Zur Motivation rechnen wir ein einfaches Beispiel durch, bei dem sich alle Fragen explizit
beantworten lassen. Wir gehen von der folgenden Schrédinger-Gleichung aus:

Z<Z;>,= (?_/1 Z) (Z;) w1 (0) =1, uz(0) =0

mit A1, Ao € Rund V € C. Wir interessieren uns fiir das Verhalten von u;; deshalb entkoppeln
wir das System und erhalten:

ulll + i()\l + )\g)ull — ()\1)\2 - |V|2)U1 = 0, ul(O) = 1, u'l(()) = —i)\l.

Der iibliche Ansatz fithrt zusammen mit den Anfangsbedingungen auf die Losung;:

EFPSESTH
_ € i A wt A —iwt
up(t) = 5 <(w 5 ) + (w+ 5 )e >

A2
A=) — X, w:= Z+|V|2

Dieser Ausdruck zeigt schon das Charakteristikum der Integralformel, da im wesentlichen die
Losung des ungestorten Problems mit einem Korrekturfaktor multipliziert wird. Wir bringen
die Losung auf eine andere Gestalt:

mit

it
ui(t) = — (2w cos wt — iA sinwt) .

Dem entnimmt sofort u;(¢) # 0 fur alle ¢, falls nur A # 0 ist (fiir w = 0 ist alles trivial). Wir
konnen sogar eine quantitative Aussage machen:

1
lui (t)]? = 2 (4w? cos® wt + A? sin? wt)
A2

= cos® wt + m sin® wt
4V

= 1 — mSln wt.

Ist also |A| groB gegen |V|, gilt:
V|?
P =1+ 0.

Wir wollen &hnliche Untersuchungen in beliebigen Hilbert-Ridumen anstellen. Dabei be-
schrinken wir uns nicht auf unitdre Operatoren, sondern beweisen allgemeiner eine Inte-
gralformel fiir die Abschnittsdeterminanten von Gruppen beschrankter Operatoren.
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Satz 4.1. Der Operator Ay : D(Ag) — H sei dicht definiert und abgeschlossen, und —iAg
generiere eine Gruppe Uy(t). Sei weiter B : H — H ein beschrinkter Operator. Wir erkldren
die Operatoren A(a) : D(Aog) — H gemdff A(a) := Ao+ aB, a € [0,1]. Weiter sei P : H —
H ein orthogonaler Projektor mit endlichdimensionalem Bild, der mit Uy(t) kommutiert:
PUy(t) = Up(t)P. Es gelte det PU(T, )P # 0, o € [0,1], fiir die von —iA(a) generierte
Gruppe U(t, ). Sei schlieflich der freie (zeitgeordnete) Greensche Operator Gy erkldrt gemdys:

de_{ahwpzwpmu% t <0,

=9. . (4.1)
Up(t)[P — 1] = i[P — 1|Up(t), t> 0.

Dann besitzt die Integralgleichung

T
Gwﬂ®¢=Gﬁ—ﬂM+a/ Go(t — 7)BG(7,t; a)p dr,
0
t,t' €[0,T), a€[0,1], p €H, (4.2)

(wenigstens) eine Lisung G, den zeitgeordneten Greenschen Operator, mit den Eigenschaften:

1. Die Funktion t — G(t,t'; «) ist stark stetig firt #t' und allet’ € R und o € [0,1] .

2. Der Operator G(t,t + 0;«) ist Spurklasse, und die Funktion tr BG(t,t + 0; ) ist bzgl.
t und « integrierbar, so daf$ fir die Abschnittsdeterminanten die Integralformel gilt:

1 T
det PU(T,1)P = det PUy(T)P exp [— / / tr BG(t,t + 0; ) dt dov| . (4.3)
o Jo

Dieser Satz hat einen storungstheoretischen Charakter. Er setzt die Determinante zum
gestorten Operator Ag + B in Beziehung zur Determinante zum ungestorten Operator Ag.
Die wesentliche Idee im Beweis von Satz 4.1 besteht darin, die Abhéngigkeit vom Parameter
« zu studieren, indem man die Ableitung nach « berechnet. Im Gegensatz dazu entwickelt
man in der klassischen Stérungstheorie, wie wir sie auch in Abschnitt 6.2 verwenden werden,
die gesuchten Groflen in eine Potenzreihe nach «. Fine solche Entwicklung kann man auch
aus Satz 4.1 gewinnen, indem man beispielsweise die Integralgleichung (4.2) iteriert. Dies ist
aber nicht die einzige Mo6glichkeit und auch gar nicht die zu empfehlende.

Wir arbeiten mit der von —iA(«) anstatt mit der von A(«) generierten Gruppe, um
den Zusammenhang zur Schrédinger-Gleichung und dem folgenden Abschnitt iiber Riesz-
Projektoren zu wahren.

Der Beweis von Satz 4.1 zerfallt in zwei Schritte.

Schritt 1: Wir wenden die Determinantenformel aus Korollar 2.6 auf den endlichdimensio-
nalen Operator PU(T, )P : ran P — ran P an:

1
det PU(T,1)P = det PUy(T')P exp [/ tr U™ (T, Oz)M da} .
0 (0%

Dabei ist UT (T, «) die Pseudoinverse von U(T,«a) bzgl. P gemifl Satz 2.8. Die Ableitung

% haben wir in Satz 2.35 berechnet. Wir erhalten so die Formel:

1 T
det PU(T)P = det PUy(T)P exp [—z’ / / tr BU(t, ) U™ (T, )U (T, a)U(~t, ) dt} .
0 0
(4.4)
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Schritt 2: Wir definieren das G in der Integralformel (4.3) im wesentlichen als den Expo-
nenten in (4.4):

G(t,t;a) :==iU(t,a)UT (T, a)U(T,)U(~t, )

und leiten dann die Integralgleichung (4.2) fiir G(¢,t'; ) ab, wobei wir die Integralgleichung
(2.33) fiir allgemeine Greensche Operatoren aus Satz 2.42 verwenden.

4.2 Beweis der Integralformel

Wir haben den Operator B : H — H als beschréinkt vorausgesetzt; deshalb ergibt sich sofort,
dafl die A(«) auf D(Ap) erklirt sind. Weiterhin wissen wir aus Lemma 2.31, dal —iA(«) eine
Gruppe U(t, «) generiert, weil —iAy Generator einer Gruppe ist.

4.2.1 Schritt 1: Die endlichdimensionale Determinantenformel

Wir wenden (2.4) auf den endlichdimensionalen Operator PU(t,«)P : ran P — ran P an.

Satz 4.2. Sei Ut (T,«a) die Pseudoinverse von U(T,«) bzgl. P. Dann gilt:

1 T
det PU(T, 1)P = det PUy(T)P exp [—z’ / / tr BU(t, a)U* (T, 0)U (T, a)U(—t, 0) dt der | -
0 0

Beweis. Nach Satz 2.35 ist U(T,«) bzgl. der Operatornorm stetig differenzierbar nach «.
Zusammen mit det PU(T, )P # 0 erfiillt der endlichdimensionale Operator PU(T,«)P :
ran P — ran P die Voraussetzungen von Korollar 2.6. Also folgt wegen U(T',0) = Uy(T):

1
det PU(T,1)P = det PUo(T)P exp [ / w0+ (1,00 200D o]

0 Oa
Die Ableitung OU /0« haben wir in Satz 2.35 ausgerechnet:

T
(%U(T, ) = —i / U(T, 0)U(—t, ) BU(t, a)pdt, o € H.
0

Da die U(t, ) stark stetig von ¢ abhingen und sich die Spurbildung nur iiber den endlich-
dimensionalen Raum ran P erstreckt, sind die folgenden Integrale wohldefiniert (Satz 2.3).
Beachten wir noch die zyklische Vertauschbarkeit unter der Spur, so folgt:

T
tr U™ (T, a)w = / tr UT (T, a)[—iU(T, a)U(—t,a) BU(t, )] dt
o 0
T
_ / tr BU(t, 0)U™ (T, ) [—iU (T, ) U (—t, )] dt.
0
Daraus ergibt sich die Behauptung. ]
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4.2.2 Schritt 2: Die Integralgleichung

Der Ausdruck iU (t, ) Ut (T, a)U(T,a)U(—t, ) 148t sich unabhéngig von U(t, ) charakte-
risieren. Dazu brauchen wir die Greenschen Operatoren aus Abschnitt 2.4. Wir setzen in
Definition 2.40 v =4 und K = U (T, a)U(T, a).

Definition 4.3. Sei U(T, a) die Pseudoinverse von U(T,a) bzgl. P. Der durch
Gt a) = iU(t,a)UN (T, a)U(T,a)U(—t', ), t<t,
T iU, ) [UT(T, ) U (T, o) — LU (—t,a), > ¢,

erklirte Operator heifit zeitgeordneter Greenscher Operator.t

Wir halten die Eigenschaften von G fest.

Lemma 4.4. Sei G der zeitgeordnete Greensche Operator gemdifl Definition 4.3. Dann ist
die Abbildung t — G(t,t';a) firt #t' und allet’ € R stark stetig. Der Operator G(t,t+0; )
ist fiir alle t € R und alle « € [0,1] Spurklasse, und das folgende Integral existiert:

/ / tr BG(t,t + 0; ) dt dov.

Beweis. Die starke Stetigkeit von G(-,t; ) (fiir ¢t # ) folgt sofort aus der starken Stetigkeit
von U (t, ) und der Definition von G.

Da UT(T,a) = PUT(T, ) ein endlichdimensionales Bild hat und somit Spurklasse ist, ist
auch G(t,t + 0;«) ein Spurklasseoperator.

Die Existenz des Integrals ergibt sich sofort aus Satz 4.2. O

G geniigt einfachen Randbedingungen.

Lemma 4.5. Der zeitgeordnete Greensche Operator gemdjfl Definition 4.8 erfillt fir alle
a € [0,1] die Randbedingungen:

(1 — P)G(0,t';0) =0, PG(T,t';0) =0, 0 <t <T. (4.5)

Beweis. Wir beachten U™ (T, o) = PUY (T, «) (Satz 2.8):
(1 - P)G(0,t';a) =i(1 — P)U(0,)U™ (T, a)U(T,)U (1, )
=i(1 — PYUT(T,0)U(T, a)U(~t', a)
= 0.
Fiir ¢t = T beriicksichtigen wir PU(T,a)Ut (T, «) = P (vgl. Satz 2.8):
PG(T,t';a) =iPU(T,a)[UT(T,a)U(T, o) — 1JU(—¥, )
=i[PU(T,a) — PU(T,a)|U(-t, )
=0.

Das war zu zeigen. O

!G hingt natiirlich auch vom Intervall [0,7] ab. Wir verzichten auf eine explizite Kennzeichnung, da
andernfalls G zu variablenlastig wird. In der Physik schreibt man die Lésung von Schrédinger-Gleichungen mit
zeitabhingigem Potential als formale Exponentialfunktion, die sogenannte zeitgeordnete Exponentialfunktion.
Aus diesem Zusammenhang stammt die Bezeichnung zeitgeordneter Greenscher Operator.
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Fiir « = 0 erhalten wir den freien zeitgeordneten Greenschen Operator wieder.

Lemma 4.6. Fir den freien zeitgeordneten Greenschen Operator Go(t) aus (4.1) gilt:
G(t,t';0) = Go(t —t'). Falls Ay selbstadjungiert ist, ist |Go(t)|| <1 fir alle t € R.

Beweis. Nach Voraussetzung kommutiert P mit Uy(t). Daraus folgt:
U (T) = Uy(~T)P.
Also ist fiir t < ¢:
—iG(t,t';0) = Ug(t)US (T)Uo(T)Uo(—t') = Up(t) PUo(—t') = Up(t — ') = —iGo(t — t').

Entsprechend rechnet man fiir ¢ > ¢’ und erhilt so den ersten Teil der Behauptung.

Falls Ag selbstadjungiert ist, ist Uy(t) nach Korollar 2.24 unitdr. Da P ein orthogonaler
Projektor ist, haben wir || P|| < 1. Fiir ¢ < 0 folgt damit:

[Go@®)l = [liPUo(®) | < [IPIHITo(®)]] < 1.

Die Behauptung fiir ¢ > 0 erhélt man entsprechend wegen ||1 — P|| < 1. O

Der zeitgeordnete Greensche Operator G und der freie zeitgeordnete Greensche Operator Gy
sind durch eine Integralgleichung miteinander verkniipft.

Satz 4.7. Der zeitgeordnete Greensche Operator G gemdfS Definition 4.3 erfillt die Integral-
gleichung:

T
Gt t';a)p = Go(t —t)p + a/ Go(t — 7)BG(T,t'; ) p dr,
0

0<t,t/ <T, a€l0,1], o € H. (4.6)
Beweis. Wir setzen in Satz 2.42 v =i und S; = —iB sowie Ty = 0 und 77 = T und erhalten:
G(t,t";)p + Go(t)G(0,t'; ) — Go(t — T)G(T, ;)
T
=Go(t—t)ep+ a/ Go(t — 7)BG(r,t';a)pdr, p € H.
0

Das ist schon fast die gesuchte Integralgleichung. Wir erinnern uns an die Definition von Gy
und beachten 0 < ¢ < T sowie die Randbedingungen (4.5) fiir G:

Go(t)G(0,t'; ) = iUy(t)[P — 1]G(0,t';0) =0
Go(t — T)G(T,t';a) = iUy (t — T)PG(T,t'; ) = 0.

Daraus folgt die Behauptung. O
Die Kombination der Sétze 4.2 und 4.7 mit Defintion 4.3 liefert die Behauptung von Satz 4.1.
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4.3 Losungstheorie der Integralgleichung

Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 4.1.2 Wir untersuchen den Zu-
sammenhang zwischen der eindeutigen Losbarkeit der Integralgleichung (4.2) und der De-
terminante det PU (T, a)P. Wir werden zeigen, dafl aus der Eindeutigkeit der Losung auch
schon die Existenz einer Losung fiir die spezielle rechte Seite in (4.2) folgt. Wir brauchen also
nur die homogene Integralgleichung zu betrachten. Zunéchst zeigen wir, dal die homogene
Gleichung zu einem homogenen Randwertproblem in Beziehung steht.

Satz 4.8. Die Funktion ¢(-) : t — @(t) € H sei stetig differenzierbar und lése die Integral-
gleichung:

T
o(t) = a /0 Go(t —7)By(r)dr, 0<t <T. (4.7)

Dann ist ¢(-) auch eine Losung des Randwertproblems:

(1) = Ala)p(t), (1~ P)p(0) =0, P(T) = 0. (48)

Beweis. Wir spalten das Integral in (4.7) auf:

T t T
I(t) ::/0 Go(t — 7)Be(T) dr :/0 iUo(t — 7)[P — 1]Be(T) dT+/t iUy(t — 7)PBo(T) dT.

Wir haben ¢(-) als stetig differenzierbar vorausgesetzt. Dann sind auch die Funktionen 7 —
[P—1]By(7) und 7 — PBy(7) stetig differenzierbar, da P und B beschrinkt sind. Aus Satz
2.26 folgt, dal I(-) stetig differenzierbar ist und ¢(-) die Differentialgleichung (4.8) erfiillt.
Fiir den freien zeitgeordneten Greenschen Operator Gy ist nach Definition fur alle 7 € [0, T):

(I — P)Go(—7) =i(1l — P)PUy(—71) =0, PGo(T — 1) =iP(P —1)Up(T — 7) = 0.

Daraus folgen die Randbedingungen. O

Die Voraussetzung, dafl die Losung der Integralgleichung stetig differenzierbar sei, ergibt sich
bei einem unbeschrénkten Generator im allgemeinen nicht aus der Integralgleichung (vel. [11],
Abschnitt 4.2.) und kann daher nicht fallen gelassen werden. Fiir beschrénkte Operatoren ist
dies allerdings richtig.

Korollar 4.9. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 4.1 sei Ay : H — H beschrinkt.
Dann ist jede stetige Losung der Integralgleichung (4.7) differenzierbar und erfillt das Rand-
wertproblem (4.8)

Beweis. Die Gruppe Up(t) wird vom beschriankten Operator —iAj generiert und ist deshalb
bzgl. der Operatornorm differenzierbar (Satz 2.27). Dann folgt aus dem Beweis von Satz 4.8

die Behauptung. O

Der Satz 4.8 148t sich umkehren.

2Der Scharparameter « diirfte in diesem Abschnitt auch beliebige komplexe Werte annehmen, was aber in
unserem Zusammenhang nicht notwendig ist.
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Satz 4.10. Die Funktion () : t — @(t) € H sei stetig differenzierbar, und es gelte
©(0) € D(A). Lost dann ¢(-) das Randwertproblem (4.8), dann ist ¢(-) auch Lésung der
Integralgleichung (4.7).

Beweis. Sei ¢(+) eine Losung von (4.8). Nach Satz 2.25 1a83t sich ¢(t) schreiben als:

p(t) = U(t,a)p(0),

da ¢(0) € D(A) ist. Aus der Integrationsregel (2.17) erhalten wir fiir g = 0 und ¢; = ¢:
t
Ut )p(0) = Uo(t)p(0) ~ ia [ Ti(t = 7)BU(r,a)p(0) dr. (4.9)
0
Fiir tg =t und ¢; = T liefert (2.17):
T
U(t,a)p(0) = Ug(t — T)U(T, a)p(0) + ia/ Uo(t — 7)BU (1, ) p(0) dr. (4.10)
t

Wir multiplizieren (4.9) mit 1T — P und (4.10) mit P und beachten PUy(t) = Uy(¢)P. Dann
folgt zusammen mit den Randbedingungen:

t
(1— P)o(t) =0 — m/ (1 — P\Up(t — 7)Bep(r) dr (4.11)
0
T
Po(t) =0+ ia/ PUy(t — 7)Be(T) dr. (4.12)
t
Addition von (4.11) und (4.12) ergibt die Behauptung. O

Die Losbarkeit des Randwertproblems ist durch det PU (T, o) P charakterisiert.

Satz 4.11. Das Randwertproblem (4.8) besitzt genau dann nur die triviale Losung, wenn
det PU(T, )P # 0 ist.

Beweis. Die Losung des Randwertproblems 148t sich nach Satz 2.25 schreiben als:
o(t) = Ut a)(0).
Aus den Randbedingungen folgt ¢(0) = Pp(0) sowie:
0= Pp(T) =PU(T,a)p(0) = PU(T,a)Pp(0).

Betrachtet man diese Gleichung auf ran P, sieht man sofort, dafi det PU(T, )P # 0 mit
©(0) = 0 gleichbedeutend ist. Daraus erhélt man die Behauptung. O

Aus den vorangehenden Uberlegungen erhalten wir ein Kriterium, wann die Determinante
det PU(T, «) P nicht verschwindet.

Korollar 4.12. Die homogene Gleichung (4.7) besitze nur die triviale Lésung. Dann gilt:

1. det PU(T, a)P # 0.

2. Die inhomogene Gleichung (4.2) besitzt genau eine Ldisung.
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Beweis. 1. Falls det PU(T, )P = 0 ist, besitzt das Randwertproblem (4.8) eine nichttriviale
Losung, die gleichzeitig auch eine nichttriviale Losung der Integralgleichung (4.7) ist. Das ist
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

2. Da die homogene Gleichung (4.7) nur die triviale Losung besitzt, kann die inhomogene
Gleichung (4.2) hochstens eine Losung haben. Da nach 1. det PU (T, o) P # 0 ist, existiert in
Definition 4.3 der Operator U™ (T, o). Nach Satz 4.7 16st G(¢,t'; ) die Gleichung (4.2). O

Diese Losbarkeitsaussage erinnert insofern an die Riesz-Theorie fiir kompakte Operatoren,
als aus der Eindeutigkeit der Losung auch die Existenz einer Losung folgt. Dabei ist aber zu
beachten, dafl sich die Existenzaussage nur auf die spezielle Gleichung (4.2) bezieht.

4.4 Bemerkungen

Eine sorgféltige Analyse des Beweises in Abschnitt 4 zeigt, daB sich die Integralformel (4.3)
in mehrere Richtungen verallgemeinern 1a8t.

Die Forderung nach der vollen Gruppeneigenschaft der U(t, «) ist iiberfliissig, wie ein Blick
auf die Definition von G zeigt. Es reicht schon die Halbgruppeneigenschaft und insbeson-
dere die Existenz von U(T — t,«) fiir T > ¢. Damit lassen sich unsere Resultate auf die
Wirmeleitungsgleichung ausdehnen.

Fine andere Voraussetzung, die man ohne rechnerische Schwierigkeiten fallen lassen kann, ist
die Zeitunabhéngigkeit von A. In der Tat gilt die Formel auch fiir zeitabhéngige Operatoren
A(t) = Ay + B(t):

1 T
det PU(T)P = det PUy(T)P x exp {—/ / tr B(t)G(t,t + 0; ) dt dov| .
0o Jo
Der Exponent geniigt der entsprechenden Integralgleichung:
T
G(t,t';a)p = Go(t —t o + a/ Go(t — 7)B(T)G(T,t'; ) dr, ¢ € H.
0

Wir kénnen sogar von allgemeinen Operatorscharen A(t, «) ausgehen, ohne die rechnerische
Seite des Beweises zu verdndern. Allerdings werden die technischen Schwierigkeiten grofier, da
die U(t) in diesem Falle keine Gruppe mehr sind, so dafl man sich als erstes die Invertierbarkeit
von U(t) iiberlegen mufl. Setzt man voraus, daf§ A(t) : H — H fiir alle t € R beschrénkt ist,
treten kaum technische Schwierigkeiten auf und alle Rechnungen lassen sich genauso wie hier
durchfithren. Anwendungen in der Quantenmechanik verlangen aber, dafl Ay unbeschrinkt
ist. Dann sind selbst fiir beschriinkte B(t) zusitzliche technische Voraussetzungen nétig.® Die
Situation vereinfacht sich etwas, wenn die Zeitabhéngigkeit nur durch einen skalaren Faktor
auftritt:
B(t)=f(t)B, f:R—R.

Diese Gestalt haben die Operatoren aus der Einleitung, die im Gefolge des Adiabatischen

Theorems auftreten. Es ist moglich, Satz 4.1 auf diesen Fall auszudehnen.

Weiter kann man auch unbeschriankte Zeitintervalle zulassen. Dies ist wichtig, um mittels des
Adiabatischen Theorems den Zusammenhang mit den Riesz-Projektoren herzustellen (vgl.
die Einleitung).

3 Allgemeine Aussagen iiber solche Evolutionsgleichungen findet man in [11] oder [20].
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5 Abschnittsdeterminanten von
Riesz-Projektoren

5.1 Die Integralformel

Zur Orientierung beginnen wir mit einem einfachen Beispiel. Sei:

AV) = <)“—/1 ;\2) , \L,A €R, VeC.

Wir fragen uns, wie die Eigenvektoren von A(V') gegeniiber denen von A(0) verdreht sind.
Man rechnet leicht nach, dafl durch

%—Hu %4

R s e v T s e

ein normierter Eigenvektor (z1(V),z2(V))? von A(V) gegeben ist. Zur Abkiirzung haben wir

A2
A=) — g, w:= Z—|—|V|2

gesetzt. Wir setzen A > 0 voraus, so dafl wir fiir V' — 0 die Werte z1(0) = 1 und z2(0) =0
erhalten. In diesem Sinne entspricht (z1(V),22(V))T dem ungestorten Eigenvektor (1,0)7.
Die mafigebliche Grofle ist das Skalarprodukt:

T
1 (V)\" (1) _
(09) (o) ==
Man stellt sofort z1 (V) # 0 fest. Wir kénnen sogar ein quantitatives Resultat angeben:

(5 +w)? _ 1
(3+w+ VP 1y A

p)
2 4|v |2
A 1+W/1+T}
V|2 v

Ist also 3z hinreichend klein, so erhalten wir eine Entwicklung nach Potenzen von %— Fir
A = 0 ist die Situation im Gegensatz zu den Abschnitten 3.1 zur Dichotomie und 4.1 iiber
die Abschnittsdeterminanten von Gruppen beschrinkter Operatoren ein wenig anders. Sei
A =0, also A\ = A\g. Auch hier ist noch z1(V') # 0. Allerdings kénnen wir nicht mehr sagen,
daf} dieser Eigenvektor dem ungestorten entspricht, da wir fiir V' — 0 keine Konvergenz gegen
(1,0)” haben. Das liegt daran, daB fiir V = 0 ein zweifacher Eigenwert vorliegt.

a1 (V)2 =

Um in allgemeinen Hilbert-R&umen &hnliche Fragestellungen untersuchen zu kénnen, bewei-
sen wir eine Integralformel fiir Riesz-Projektoren eines selbstadjungierten Operators.

Satz 5.1. Seien Ay : D(Ag) — H ein selbstadjungierter Operator und B : H — H ein
beschrankter symmetrischer Operator. Wir erkliren die Operatoren A(a) : D(Ag) — H,
a € [0,1], gemdf: A(a) := Ag + aB. Von den A(a) verlangen wir fir alle o € [0, 1]:
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1. Es gebe einen Integrationsweg T' mit der Eigenschaft T' C p(A(«)). Mit P(«) bezeichnen
wir die Riesz-Projektoren von A(a) bzgl. I':

1

Pla) := — 371 )

(21 — A(a)) ! dz.

2. Das Bild von P(0) sei endlichdimensional mit N := dimran P(0) > 1.
3. Es gelte det P(0)P(a)P(0) # 0

4. Seien H;y :=ran P(0) C ( (@) und Ha := Hi. Dy :=Hao N D(Ayg) liege dicht in Ha,
und (1 — P(0))A(a)(1 — P(0)) : Dy — Ha sei selbstadjungiert. Fir die Grof$en

AMa) := sup (¢, P(0)A(a)P(0)p), p(a):= inf (¢, (1 = P(0))A(a) (1 — P(0)))
o leli=1

gelte Ma) < p(a).

SchliefSlich sei der freie zeitgeordnete Greensche Operator Gy wie in Satz 4.1 erkldrt. Dann
besitzt die Wiener-Hopf-Gleichung

0
G-(t,t';a)p = e IGo(t —tp + a / e 1Ty (t — T)BG. (7, ;) dr,

— 00

—oo<tt' <0, a€0,1], p€H, (5.1)

fiir hinreichend kleine € > 0 (wenigstens) eine Lisung G., den zeitgeordneten Greenschen
Operator, mit den Figenschaften:

a. Die Abbildung t — G.(t,t'; ) ist fiirt # ¢ und alle t' € R stark stetig. Wir haben die
Abschitzung |G (t,t'; )| < Ce® mit § = 6(e) > 0

b. G.(t,t + 0;) ist ein Spurklasseoperator, und tr BG(t,t + 0; ) ist bzgl. t und « inte-
grierbar, so daf$ fir die Abschnittsdeterminanten die Integralformel gilt:

1 70
det P(0)P(1)P(0) = lim lim exp[ 2Re/ / e tr BG.(t,t + 0;a) dt da| .
n——+0e——+0 0 0

(5.2)

Die Forderung nach einem Integrationsweg I' mit der Eigenschaft I' C p(A(«)) ist beispiels-
weise erfiillt, falls || B|| hinreichend klein ist (vgl. Satz 2.11). Die Forderung nach N > 1 ist
sinnvoll, weil sonst P(0) der Nulloperator wére.

Wie in der Einleitung dargelegt wurde, 148t sich dieser Satz als Adiabatisches Theorem auf-
fassen. Wir erinnern kurz an das klassische Adiabatische Theorem (vgl. die Einleitung und
[2]). Die Spektralprojektoren P(s) einer Schar selbstadjungierter Operatoren H (s) lassen sich
asymptotisch ineinander transformieren; d.h. es gilt fiir n — O:

P(s) = Un(s)P(0)Uy (s) + O(n).
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Die Operatoren U, erfiillen eine Schrodinger-Gleichung:

Uy (3) = H(s)Uy(s), Uy(0) = 1.

Die Giiltigkeit dieses Theorems erfordert eine Liicke im Spektrum aller H(s). Dies ist ver-
gleichbar mit der Liickenbedingung 1. aus Satz 5.1. In gewisser Weise gehort zu dieser Vor-
aussetzung der Parameter 7. Aus diesem Grunde haben wir auch dieselbe Bezeichnung wie
beim klassischen Theorem verwendet. Zusétzlich haben wir aber noch die Liickenbedingung
4., zu der der Parameter € gehort. Diese bezieht sich auf den Wertebereich und nicht auf das
Spektrum. Im allgemeinen folgen die beiden Bedingungen 1. und 4. nicht auseinander. Aus
der Bedingung 4. folgt mit dem Dichotomie-Kriterium 3.5, dafi der Operator

Ac(a) == A(a) +1ie(2P(0) — 1)

flir € # 0 keine reellen Spektralwerte hat, was im Beweis wesentlich ist. An dieser Stelle
sehen wir auch, dafl das Kriterium 3.3 von Baskakov nicht anwendbar ist, da mit € — 0 der
Imaginérteil von A.(«) klein wird.

Wir gliedern den Beweis von Satz 5.1 in vier Schritte.

Schritt 1: Wie schon in Abschnitt 4 gehen wir aus von der Integralformel fiir endlichdimen-
sionale Determinanten, wobei wir aber die Version fiir orthogonale Projektoren aus Lemma
2.9 verwenden:

1
det P(0)P(1)P(0) = det P(0)P(0)P(0) exp [2 Re/ tr PT(a)(1 — P(a))P'(a)P(a) da| .
0
(5.3)
Dabei ist Pt («) die Pseudoinverse von P(a) bzgl. P(0) gemiB Satz 2.8. Die Ableitung P’(«)
berechnet sich geméafl Satz 2.16) zu:
Pla) = —— [ (21— A(a) ' B(z1 — A())" d=. (5.4)
211 r

Schritt 2: Die Resolvente ist im wesentlichen die Fourier-Transformierte der unitdren Grup-
pe. Eine rein formale Anwendung der Parsevalschen Gleichung der Fourier-Transformation
auf das Integral in (5.4) wiirde so den Zusammenhang mit der Schrodinger-Gleichung her-
stellen. Wir prézisieren diese Idee, indem wir das Spektrum von A(«) in die komplexe Ebene
verschieben. Dazu addieren wir zwei Imaginérteile:

A (o) := A(a) +(2P(0) — 1), € € R, (5.5)
Aye(@) == Acla) + 5 (2P(a) = 1), n € R, (5.6)

mit den zu A (a) gehorenden Riesz-Projektoren P:(«).

Schritt 3: Der Operator A, .(a) hat fiir n # 0 keine reellen Spektralwerte mehr, so dafl
wir mithilfe der Laplace-Transformation zur Gruppe U.(t, ) iibergehen kénnen. Spaltet man
noch einen Phasenfaktor ab, so gelangt man zu der Formel:

det P(0)P(1)P(0)

1 0
= hnﬁo lin%)exp [—QRei/ / e™ tr BU.(t,) PX () P-(a)Us(—t,a) dtda| . (5.7)
n—rve— 0 J—oco
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Der Faktor e ist eine Folge der Stérung in (5.6).

Schritt 4: Wieder analog zu Abschnitt 4 charakterisieren wir den Exponenten in (5.7) un-
abhingig von U.. Wir definieren im wesentlichen G.(t,t; ) als den Exponenten in (5.7) und
zeigen dann mithilfe der Integralgleichung in Satz 2.42, dafl G.(t,t'; «) fiir € > 0 der Wiener-
Hopf-Gleichung (5.1) geniigt. Der Faktor e~¢I*~7l in (5.1) ist eine Folge der Stérung in (5.5).

Der Unterschied zu Abschnitt 4 liegt in den zusétzlichen mittleren Schritten 2 und 3. Die Ver-
schiebung des Spektrums ist notwendig, um die Laplace-Transformation anwenden zu kénnen.
Erst dadurch kénnen wir den Zusammenhang zwischen Resolvente und Gruppe herstellen und
eine zu Abschnitt 4 analoge Integralgleichung herleiten.

5.2 Beweis der Integralformel

Wir notieren einige Eigenschaften, die sich sofort aus den Voraussetzungen ergeben.

Lemma 5.2. Fir alle o € [0, 1] gilt:

1. A(«) ist auf D(Ap) selbstadjungiert, und P(«a) ist ein orthogonaler Projektor.
2. Das Bild von P(«) ist endlichdimensional mit dimran P(a) = N.

3. Die Spektralmenge von A(a) bzgl. T' enthdlt genau N FEigenwerte (mit Vielfachheit
gezdhlt) und sonst keine weiteren Spektralwerte.

Beweis. 1. A(«a) ist selbstadjungiert, da die Summe aus einem selbstadjungierten und einem
beschrénkten symmetrischen Operator wieder selbstadjungiert ist (vgl. [13]). P(«) ist als
Riesz-Projektor eines selbstadjungierten Operators ein orthogonaler Projektor (Satz 2.15).

2. Nach Satz 2.16 héngen die P(«) stetig differenzierbar und somit stetig von « ab. Daraus
folgt nach Lemma 2.10, daf§ dimran P(«) = dimran P(0) = N ist.

3. Folgt aus 2. und Korollar 2.14. [l

5.2.1 Schritt 1: Die endlichdimensionale Determinantenformel

Der erste Schritt besteht nur aus einer einfachen Anwendung von Lemma 2.9 auf die Schar
der Riesz-Projektoren von A(a).

Satz 5.3. Fir die Schar der Riesz-Projektoren P(a) zu A(a) gilt:

1

det P(0)P(1)P(0) = exp [2 Re/ tr P™(a)(1 — P(a))P'(a)P(a) da| . (5.8)
0

Dabei ist PT(«) die Pseudoinverse von P(a) bzgl. P(0), und P'(«) ist durch ein Friedrichs-

Integral gegeben:

Plla) = —— [ (21 = A(@)"'B(21 — A(a))~" d=. (5.9)

2m1 r
Beweis. Die P(«) sind nach Satz 2.16 bzgl. der Operatornorm stetig differenzierbar nach «,
und die Ableitung P’(«) ist durch das Friedrichs-Integral (5.9) gegeben. Wir wenden Lemma
2.9 auf den endlichdimensionalen Operator P(0)P(a)P(0) : ran P(0) — ran P(0) an und
beachten noch det P(0)P(0)P(0) = 1 (wegen N > 1). Dann folgt sofort die Aussage des
Satzes. 0
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5.2.2 Schritt 2: Verschiebung des Spektrums

Wir addieren einen Imaginérteil zu A(a):
A(a) == A(a) +ied, J:=2P(0) — 1, e € R. (5.10)
Operatoren von diesem Typus haben wir in Abschnitt 3 studiert. Wir bemerken:
J? =4P(0)> —4P(0)+1 =1, J* = J, ||J]| = 1. (5.11)
Ac(«) ist zwar nicht mehr symmetrisch, hat aber dennoch angenehme Eigenschaften.

Lemma 5.4. Die gemdf (5.10) erklirten A.(a), a € [0, 1], sind fir allee € R dicht definiert
und abgeschlossen, und fiir alle o € [0,1] gilt:

1. 0(A:()) C{z € C||Imz| < [e|} fir alle e € R. Die Resolvente lifst sich abschitzen:

1
1-A < —— |1 : 12
(2 (@) < Tz — ] [ Im 2| > || (5.12)
2. Wir wdhlen €9 > 0 so, dafl egm < 1 ist, wobei
m = max (21 — A(a)) 7Y < o0 (5.13)
aé?o,l]

wohldefiniert ist.! Dann ist T C p(A-()) fiir alle || < &g, und wir haben fiir z € T':

m

(21 — Ac(a)) M| < T com

=:my. (5.14)

Beweis. Da J nach (5.11) beschrankt ist, ist A.(«) auf D(A(«)) = D(Ap) erklirt. Die Summe
aus einem abgeschlossenen und einem beschrénkten Operator ist wieder abgeschlossen.

1. Wir untersuchen die Resolvente. Fiir z € p(A(«)) gilt:
21 — A(a) —ieJ = (21 — A(a))(1 —ie(21 — A(a))"LT). (5.15)

Sei Imz # 0. Aus der Abschitzung (3.1) fiir die Resolvente folgt zusammen mit ||J|| = 1
(vgl. (5.11)):

lie(=1 — A@) "] < Jeli(=1 — A(@) 1] < Jel .

| Tm 2|

Fiir | Im 2| > |¢] liefert die Neumannsche Reihe die Existenz von (21 — A(a) —ieJ) ™! und die
Abschitzung fiir die Resolvente. Daraus folgt die Behauptung iiber die Lage des Spektrums.

2. Da nach Voraussetzung I' C p(A(«)) ist fiir a € [0,1], ist (5.15) auch fiir z € T richtig.
Die Funktion (z,a) — ||(21 — A(a))~!| ist nach Satz 2.11 stetig und nimmt daher auf der

'Es ist denkbar, die Beschrinkung auf hinreichend kleine e dadurch zu umgehen, daf man den Inte-
grationsweg I geeignet modifiziert. Da wir aber ohnehin den Limes ¢ — 0 ausfithren miissen, erscheint es
gerechtfertigt, auf diese Verallgemeinerung zu verzichten, die dariiber hinaus einen technischen Mehraufwand
mit sich bréchte.
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kompakten Menge I' x [0, 1] ihr Maximum 0 < m < oo an. Dann haben wir fiir alle |g| < g
und alle a € [0, 1] nach Voraussetzung:

|ie(z1 — A(a)) 1T < mle|||T|| < meg < 1.

Die Neumannsche Reihe liefert nun z € p(A.(«)) und damit T' C p(A.(«)) sowie:

1- < M
(o1 = Acfa)) ) < T

Damit ist alles gezeigt. O

Ac(a) besitzt Riesz-Projektoren und generiert eine Gruppe beschrinkter Operatoren.
Lemma 5.5. Sei A.(«) wie in (5.10) definiert. Sei weiter €g wie in Lemma 5.4 gewdhlt.
Dann gilt fir alle o € [0,1] und alle |e| < ep:

1. Die Riesz-Projektoren

P.(a) = % (1 Ao iz

existieren und lassen sich mit my gemdf$ (5.14) abschdtzen:

1
|P(@)]| < 5 [Tl =: Cp. (5.16)

2. Die P.(a) sind stetig in € gleichmdfig fir alle o € [0,1]. Insbesondere haben wir
dimran P.(o) = N, und die Spektralmenge von A.(a) bzgl. I' enthdlt genau N Ei-
genwerte und sonst keine weiteren Spektralwerte.

Beweis. 1. Nach Lemma 54 ist I' C p(As(«)). Daraus folgt die Existenz der Riesz-
Projektoren. (5.16) ist eine unmittelbare Folge der Abschitzung (5.14) fiir die Resolvente
aus Lemma 5.4 und der Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale.

2. Seien |e1|, |e2| < go. Mithilfe der Abschitzung (5.14) fiir die Resolvente erhalten wir:
(1 = Acy (@) ™! = (21 = Acy (@) = [lie2 — e1) (21 — Ay (@) 71T (21 — Ay () 71|
< lez —erlll(z1 = Acy (@) I NI(21 — Ac,y ()7

< leg — e1|m3.

Da dies fiir alle z € I" und alle o € [0,1] richtig ist, ergibt sich die Stetigkeit der Riesz-
Projektoren in e gleichméfig fiir a. Die Aussage {iber die Dimension des Bildes ist eine Folge
von Lemma 2.10 und der Tatsache dimran P(or) = N. Daraus folgt auch mittels Korollar
2.14 die Behauptung iiber die Spektralmenge. [l

Lemma 5.6. Sei A.(«) wie in (5.10) definiert. Dann gilt fir alle o € [0, 1]:

1. A («) generiert fiir alle e € R eine Gruppe U.(t,«) mit der Eigenschaft:

Us(t,a)|| < el ¢ e R. 5.17
[
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2. Seie > 0. Dann gibt es ein C = C(g) >0 und ein § = (e) > 0, so dafs gilt:
|U-(t, a)P-(a)| < Ce, t<0. (5.18)

Beweis. 1. Nach Lemma 5.4 erfiillt —iA.(«) die Voraussetzungen von Satz 2.22 mit M =1
und w = || und ist deshalb Generator einer Gruppe mit der genannten Eigenschaft.

2. Wir betrachten die von —iA.(«)P.(«) generierte Gruppe U.(t,a). Da P.(«) der Riesz-
Projektor zu A.(a) ist, gilt P.(a)p € D(Ac(a)) fir alle ¢ € H und A.(a)P(a)p =
P.(a)Ac(a)p fir alle ¢ € D(A.(«)). Nach Satz 2.36 kommutiert P.(a) mit Ug(t,a). Da-
mit sind die Voraussetzungen von Lemma 2.38 erfiillt, und wir schlieen: U, (t, a)P.(a) =
Ue(t, o) Pe(c).

Um die Abschitzung (5.18) zu beweisen, reicht es also, den endlichdimensionalen Opera-
tor Ug(t,o)P.() : ran P.(«) — ran P.(a) zu betrachten. Dieser 148t sich iiber das N-
dimensionale Differentialgleichungssystem

d -~ .
iEUg(t, a)P.(a) = A (o) P (o) Us(t, @) Pz ()
bestimmen. Wir werden zeigen, da8 A.(a)P:(«) nur Eigenwerte mit einem positiven Ima-

gindrteil hat. Dann liefert Korollar 2.29 die gesuchte Abschéitzung.

Das Spektrum & von A.(a)P:(a) : ran P.(o) — ran P.(«) stimmt nach Satz 2.13 mit der
Spektralmenge von A, (a) bzgl. I" iiberein. Also enthélt & nur endlich viele Eigenwerte (Lemma
5.5). Wegen der Voraussetzung 4 aus Satz 5.1 erfiillt A(a) das Dichotomie-Kriterium 3.5, so
daBl Ac(a) keine reellen Spektralwerte hat. Wir zeigen mittels eines Stetigkeitsargumentes,
daf} alle Eigenwerte von A.(«)P.(«) einen positiven Imaginérteil haben. Dazu beachten wir,
daB8 P.(0) = P(0) ist fiir hinreichend kleine ¢ (Korollar 2.17). Dann hat (Ag + ieJ)P-(0) =
(Ag +ieJ)P(0) = (Ap +1icP(0))P(0) : ran P(0) — ran P(0) nur Eigenwerte mit positivem
Imaginérteil. Da endlich viele Eigenwerte stetig von « abhéingen ([10], IV.3.5), miissen auch
alle Eigenwerte von A.(a)P:(«) einen positiven Imaginérteil haben. O

Wir addieren einen weiteren Imaginérteil, um sicherzustellen, dafl in einem Streifen um die
reelle Achse keine Spektralwerte liegen:

Ape(a) = A(a) + %Jg(a), Je(a) :=2P.(a) — 1, n € R. (5.19)

Den Faktor 1/2 haben wir hinzugefiigt, um in der Integralformel (5.2) den Faktor ™ und
nicht €?™ zu erhalten (vgl. den Zusammenhang mit dem Adiabatischen Theorem in der
Einleitung). Aus (5.16) in Lemma 5.5 folgt:

1J-()|| < 2|P-(a)] +1 < 20p +1=:Cj. (5.20)

Auch A, («) besitzt Riesz-Projektoren und generiert eine Gruppe. Die Riesz-Projektoren
werden wir aber nicht benétigen, und die Gruppe 148t sich durch U, (¢, a) ausdriicken.

Lemma 5.7. Die Operatoren A, (o) seien wie in (5.19) erkldrt. Dann gilt fir alle o € [0, 1]:

1. Ay (a) : D(Ag) — H ist abgeschlossen. Seing > 0 so gewdhlt, da 777077110J < 1 ist.
Dann ist T' C p(Ay () fir alle |n| < no, und die Resolvente lafst sich abschitzen:
mi

1-A e ™M 5.21
I8 = Ay o) ) < g =i (521)
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2. —iAy (o) generiert eine Gruppe beschrinkter Operatoren Uy o(t, o) mit:
Upe(t,a) = Ume(t,a)Ue(t,a) = Ue(t,a)ﬁn,a(t, Q). (5.22)
Dabei ist ffn,a(t,a) die von 1J.(a) generierte Gruppe. Insbesondere gilt:

Upe(t,@)Pe(0) = eZU.(t, a)P.(a), (5.23)
Upe(t,@)(1 — Pe(a)) = e" T UL(t,a)(1 — Po(a)). (5.24)

Beweis. 1. Da J.(a) beschrankt ist, hat A, .(«) den Definitionsbereich D(Ag) und ist als
Summe des abgeschlossenen Operators A.(a) und des beschriankten Operators J. (o) wieder
abgeschlossen.

Sei z € I'. Nach Lemma 5.4 ist I' C p(Ac(a)). Also gilt:
2~ Aye(0) = 21— Acfa) — T Ta(a) = (21— A(0))(1 — (21 — Ac(a)) " e(a).
Wir verwenden die Abschétzungen (5.14) und (5.20) und finden:
(1 = Ac(a)) " e(@)]| < (21 = Ac(@) [ e(@)]| < maCy

Die Voraussetzung an 7 ist so gewéhlt, dafl die Neumannsche Reihe die Existenz der Resol-
vente und die Abschétzung (5.21) liefert.

2. —iA, () erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.31; denn —iA.(«) ist Generator einer
Gruppe, und J; () ist beschrénkt (vgl. (5.20)). Also generiert —iA, . («) die Gruppe Uy, (t, ).
Nach Satz 2.13 kommutieren A.(«) und J:(«); deshalb liefert Satz 2.37 die Formel (5.22).

Es ist J.(a)? = 1. Damit folgen die Formeln (5.23) und (5.24) sofort aus Lemma 2.39. O

Um die vorangehenden Resultate nutzen zu konnen, beweisen wir einige Konvergenzaussagen.

Lemma 5.8. Die folgenden Konvergenzaussagen gelten bzgl. der Operatornorm und gleich-
mdjsig fir o € [0,1]:

1. lin%) P.(a) = P(a).

2. Es gibt ein &g > 0, so daf die Pseudoinverse PX(a) von P.(a) bzgl. P(0) fiir alle

€
le| < &p und alle a € [0,1] existiert und PF(«) — P («) strebt fiir e — 0.

3. Sei @, () fiir |e| < eo und |n| < no als Friedrichs-Integral definiert:

B, .(a) = 2_71m (61— 4(0) 1Bt — Ay of))

Dann strebt @, .(a)) — P'(«) fir n,e — 0. Die Reihenfolge der Limites ist unerheblich.

Beweis. 1. Die gleichméflige Konvergenz der Riesz-Projektoren ist eine triviale Folgerung aus
der Stetigkeitsaussage in Lemma 5.5.
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2. Nach Voraussetzung existiert P («) fiir alle a € [0,1]. Es gilt:

P(0)P:(a)P(0) = P(0)P(a) P(0) + P(0)P-(a)P(0) — P(0)P(e) P(0)

= P(0)P(a)P(0)[1 + Pt (a)(P(0)P-(a)P(0) — P(0)P(c)P(0))]. (5.25)

P () hingt stetig von a ab, da P(«) dies tut (Sitze 2.16 und 2.5). Also nimmt die stetige
Funktion « — ||P*(a)|| auf der kompakten Menge [0, 1] ihr Maximum an:

m = max ||P*(a)] < oco.
a€l0,1]

Damit kénnen wir in (5.25) abschétzen:
1P (@) (P(0) Pz () P(0) — P(0)P(r) P(0))]| < 1] P=(ax) — P()]l.

Sei 0 < M < 1 fest gewiihlt. Nach Teil 1 gibt es ein &y > 0, so daf fiir alle & mit |¢| < &y und
alle o € [0, 1] gilt: )
m||P:(a) — Pla)|| < M < 1;

deshalb folgt aus der Neumannschen Reihe, da P («) existiert mit:

Pt < m~ = C. 5.26
IIE(a)II_l_M (5.26)

Bleibt die Konvergenzaussage:

7’7’L2
1—M

1P (@) = P ()| < [P (@)l P(a) = Pe(e)|[| Pla)]] < [1P=() = P(a)

Zusammen mit 1. folgt hieraus die Behauptung.
3. Das Friedrichs-Integral ist nach Lemma 5.7 wohldefiniert. Es gilt:
(21 — Ape(@) ' B(21 — Ape(@)) ™ = (21 = A(@) ' B(21 — A(a)) 7
(21— Ay (@) B(21 — Ay () (ie] + %lja(a))(z]l _ Afa))~!
+ (21 — Ay () (ied + 2.ng(az))(z]l — A(a)) IB(21 — A(a)) 7t
Wir schétzen ab:

1(z1 = Ape(@)) ' B(21 — Ape(@)) ™ = (21 = A()) "' B(21 — A(a) 7|

< mQHBngﬂ.&“ + @Cj)m + 77’L2m(|€‘ + @CJ)HB”TTL

Da dies unabhéngig von z C I" und a € [0,1] gilt, folgt die gleichméfiige Konvergenz der
Friedrichs-Integrale. Ebenso sieht man daran, dafl es auf die Reihenfolge der Grenzprozesse
nicht ankommt. O

Wir formulieren das Ergebnis des zweiten Schrittes.

Satz 5.9. Seien P.(«) die Pseudoinverse von P.(c) bzgl. P(0) und ®,.(«) das Friedrichs-
Integral aus Lemma 5.8. Dann gilt:

1
det P(0)P(1)P(0) = %1_r}r(1) exp [2 Re/o lim tr P (o) (1 — Pe(a))®y (@) Pe(a) da|

e—0

50



Beweis. Nach Lemma 5.8 konvergieren alle Gréflen in der Operatornorm fiir n — 0 und € — 0
gleichméBig fiir o € [0,1] gegen die entsprechenden Ausdriicke in Formel (5.8) aus Satz 5.3.
Wegen P (a) = P(0)P () und dimran P(0) = N gilt dies nach Lemma 2.3 auch fiir die

g
Spur; deshalb kénnen wir den n-Limes vor die Integration iiber « ziehen. O

Wir haben den e-Limes nicht vor die Integration gezogen, da dies mit Blick auf die weiteren
Rechnungen unzweckméfig wiire.

5.2.3 Schritt 3: Anwendung der Laplace-Transformation

Wir ersetzen den bisherigen Integrationsweg I' im Friedrichs-Integral durch T' mit der Eigen-
schaft Im z > 0 fiir z € I'. Das ist notwendig fiir die Anwendung der Laplace-Transformation.

Lemma 5.10. Sei 3 > |¢|. Dann gibt es einen Integrationsweg I C p(A, ), so daff die

Spektralmengen von A, (o) bzgl. I und T dbereinstimmen und Imz > 0 ist fir z € . Es
gilt:

/(z]l Ay () B — Ay () dz = /(z]l Ay (@) BN = Ay () de.
I T

Beweis. Das Spektrum ¢ von A, («)P:(«) : ran P-(or) — ran P.(«) enthélt keine reellen
Eigenwerte hat; denn es gilt:

Aye(@)P2(0) = Ax(0)P-(a) + T P (a).

Da P.(«) der Riesz-Projektor von A.(«) ist, stimmt nach Satz 2.13 das Spektrum von
Ac(a)P:(a) : ran P.(or) — ran P.(«) mit der Spektralmenge von A.(«) bzgl. T' iiberein.
Diese besteht nur aus endlich vielen Eigenwerten. Da P.(«) auf ran P.(«) die Identitét ist,
folgt schliefflich nach Voraussetzung:

Imp > g — |€| >0, ue Ul(An,e(a))'

Wir konnen also T' C p(A,<()) so wihlen, da§ Imz > 0 ist fiir 2z € I' und sich die Spek-
tralmenge beim Ubergang von I' zu I' nicht d&ndert. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt
dann die Gleichheit der Friedrichs-Integrale. O

Die Parameter € und 7 des vorangehenden Schrittes erlauben es, die Sétze 2.27 und 2.30 iiber
den Zusammenhang zwischen der Resolvente und der zugehorigen Gruppe anzuwenden.

Lemma 5.11. Seien €y wie in Lemma 5.4 und ny wie in Lemma 5.7. Seien weiter |e| < gg
und |n| < no sowie n/2 > |e|. Dann gilt fir alle ¢ € H die Formel:

0
(I — Po(a)) Py () P () = —i/_ emU.(—t,a)(1 — P.(a))BU.(t,a)P-(a)pdt.  (5.27)

Beweis. Aus Lemma 5.7 erhalten wir fiir ¢ € R die Abschétzung:

[Upe(—t,@)(1 = Po(a))|| < e |Us(—t,a)[[|[1 = Po(a)]| < 2|1 — (@) (5.28)
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Fiir n/2 > |e| und Im z > 0 liefert Satz 2.30 die Formel:
O .
(41 = Aye(@)) (1 = Pa))p = =i [ e, (~t,0)(1 - P

— o0

Dies setzen wir in das Friedrichs-Integral aus Lemma 5.10 mit dem Integrationsweg I ein,
wobei wir beachten, dafi 1 — P.(a) mit (21 — A, .())~! kommutiert:

(1 = Pe(a))®ye(a) Pe(a)p

= 57 [~ PG = 4,0(0) Bt = Ay ufe) T Pe(a)d:

2m// —zzf:U776 —t,a)(1 — P.(a))B(21 _An,s(a))_lpa(a)godtdz
27”/ Una —t, ]l—P( ))B/ _iZt(Z]l—AmE(a)) lP( )godzdt

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge im letzten Schritt ist wegen der Abschitzung
(5.28) erlaubt. Der Operator A, .(a)P:(«) ist nach Satz 2.13 beschriankt, und die Resolvente
des auf ran P.(«) eingeschriankten Operators ist gleich der Resolvente der Einschrinkung.
Also ist durch das Dunford-Taylor Integral in der letzten Gleichung die von —iA, .(a)P.(«)
generierte Gruppe gegeben (vgl. Satz 2.27). Damit folgt mithilfe von Lemma 2.38:

0
(1 = Po())®ye () Pe () = —i/_ Upe(—=t,a)(1 = P.(a))BU,(t, o) P- (o) dt

0
=i [ MU(~ta)(1 - Pa)BUAt. )P ()t
Im letzten Schritt haben wir Lemma 5.7 verwendet. O

Durch das vorangehende Lemma 5.11 haben wir im Friedrichs-Integral einen konvergenzer-
zeugenden Faktor erhalten, der es erlaubt, den Integranden aufzuspalten:

Us(—t,a)(1 — P-(a)) BU.(t, @) P-(«)
—t,

= Us(—t, ) BU:(t, @) P () — Ue(—t, @) Pe () BU: (L, ) P ()

Der zweite Summand entspricht dem Term P(«)P'(a)P(a) = 0 in Lemma 2.9, den wir
kiinstlich hinzugefiigt hatten; deshalb verwundert es nicht, daf er nichts zum Realteil beitrigt.

Lemma 5.12. Die folgenden Konvergenzaussagen gelten gleichmdfSig fir alle o € [0,1]:

1. Seit € R fest aber beliebig. Dann ist:

lim Im tr P () Ue (—t, @) P- () BUL(t, ) P-(ct) = 0.

2. Fijrn >0 ist:
0
lir% e™ Im tr P (a)U-(—t, @) P-(a) BU-(t, ) P-(ax) dt = 0.
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Beweis. 1. Da Pf(a) = P(0)P:(«) ist (vgl. Satz 2.8) und P(0) ein endlichdimensionales
Bild hat, reicht es nach Satz 2.3, die Konvergenz der Operatoren in der Operatornorm nach-
zuweisen.

Nach Lemma 5.8 konvergieren P.(a) — P(a) und Pf(a) — Pt («a) fiir ¢ — 0 gleichméiBig
in a € [0,1]. Die U.(t,«) konvergieren fiir festes ¢ € R und gleichméBig fiir o € [0, 1] gegen
U(t,a), was aus Satz 2.34 folgt:

|U-(t, ) — U(t, )| < el 7 — elelitl g
da U(t,«) unitér ist. Also ist gleichmiiflig in « € [0, 1]:
lim Im tr P (@)U (—t, @) P.() BU.(t, @) P-(a) = Im tr PT(a)U(—t,a) P(a) BU(t, ) P(c).

£—

Wir beachten, dafl B, P(«) und P (a) selbstadjungiert sind und P(«) und Ut, o) miteinander

kommutieren (Satz 2.36), und rechnen:

(tr P (a)U" (¢, ) P(a) BU(t, a) P(r))" = (tr PT(a)U* (¢, a) P() BP(e)U ¢, o))"

= tr(PT(a)U*(t,a)P(a) BP(a)U (¢,
= trU*(t,a) P(a) BP()U(t,a) P (a
= tr PT(a)U*(t,a) P(a) BP(a)U(t, ).

Also ist tr P*(a)U*(t,a) P(a)BP(a)U(t,) € R. Daraus erhilt man 1.

2. Die Funktion

se(t) == sup |Imtr P (a)U.(—t, a)P:(a)BP.(a)Us(t, )]
a€gl0,1]

konvergiert nach 1. punktweise in ¢ € R mit lin%) se(t) = 0. Weiter ist fiir hinreichend kleine
E—

e und alle a € [0, 1]: )
[s:(t)] < NCHICR| B

(vgl. Satz 2.3, (5.26), (5.17), (5.16)). Fiir 2|e| < n liefert der Lebesguesche Konvergenzsatz:

0

lim eMs.(t)dt =0,
e—0 oo
woraus wegen
0 0
| / e™ Imtr P (a)U.(—t, a)P-(a) BP.(a)U.(t, a) dt| < / s (t)dt
—0o —0o
die Aussage 2. folgt. O

Wir kénnen nun Satz 5.9 weiterrechnen und erhalten so das Hauptresultat von Schritt 3.

Satz 5.13. Sei A.(«) wie in (5.10) definiert. Seien weiter P.(«)) der Riesz-Projektor zu
A.(a), P*(a) die Pseudoinverse von P.(a) bzgl. P(0) und U.(t, ) die von —iA-(a) generierte
Gruppe. Dann gilt:

det P(0)P(1)P(0)

1,0
= lim limexp [—2Rez’/ / e™ tr BU.(t,a) P-(a) P (a)Us(—t, @) dt da| . (5.29)
0

n——+0¢e—0 0
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Beweis. Nach Lemma 5.11 ist fiir ¢ € H:

0
Pe+(a)(]1 —Pe ()P e () Pe(a)p = —i / entpa+(a)Ua(_tv a)(1 - P-(a))BU(t, a) P (o) p dt.
Wegen P (a) = P(0)P-(«) und dimran P(0) = N diirfen wir diese Beziehung auf die Spur
iibertragen:

I.(a) :=Retr P (a)(1 — P:(a))®y - (a) P:(c)

— —Rei/o e tr PH() U (—t, a) (1 — P-(0)) BU.(t, a) Po(a) dt. (5.30)

— o0

Aufgrund der Abschitzung (5.17) fiir U (¢, ) 148t sich fiir n > 2|e| der Integrand in (5.30)
aufspalten:

I (o) = — Rez’/o e™ tr P (a)Us(—t, @) BU.(t,a) P-(a) dt

O_OO
- Im/ e tr P (a)Us(—t, @) Po(a) BUL(t, a) P-(c) dt
=: 11 () + Iz ().

Dabei haben wir beachtet, dafl U, (¢, &) und P.(«) miteinander kommutieren. Nach Lemma 5.8
und Satz 2.3 existiert lin%) I.(«) gleichméBig fiir o € [0, 1]. Nach Lemma 5.12 ist lir% I (o) =0
e— e—s

gleichméBig fiir a € [0, 1]. Daraus folgt:
() = I 1)

gleichméBig fiir a € [0, 1]. Ausgehend von Satz 5.13 ergibt sich:

1
det P(0)P(1)P(0) = lim exp [2/ lim 7. () da]
n—+0 o £—0

1
= lim exp [2/ lim Ih (o) da}
0

n——+0 e—0
1
= nl_lgrlogl_%exp [2/0 I . () da} .

Der Exponent 14t sich weiter umrechnen:
0
I () = — Rez’/ e™ tr BU.(t, @) P-(a) P2 (a)Us(—t, o) dt,

— o0

woraus die Behauptung folgt. O

5.2.4 Schritt 4: Die Wiener-Hopf Gleichung

Der Ausdruck in (5.29) hat dieselbe Gestalt wie in Abschnitt 4. Wir setzen in Definition 2.40
v=4und K = P.(a)PF ().
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Definition 5.14. Seien A.(a) wie in (5.10), P-(a) der Riesz-Projektor zu A.(«) und P ()
die Pseudoinverse von P.(a) bzgl. P(0). Weiter sei Uc(t, ) die von —iA-(«) generierte Grup-
pe. Dann heif$t:

iU (t, @) P-(a) PX () U (=, ), t<t,

Ga(t’ t,; a) . {an(t7 a)[Pg(Oé)P;_(O[) - ]I]UE(_t/7 Oé), t> t/’

zeitgeordneter Greenscher Operator.?

Wir notieren die Eigenschaften von G..

Lemma 5.15. Die Abbildung t — G(t,t';«) ist fir alle t # t' und alle t' € R stark stetig.
Der Operator G.(t,t + 0; «) ist Spurklasse.

Beweis. Die starke Stetigkeit folgt sofort aus der Definition von G, und der starken Stetig-
keit von U.(t,a). Da PF(a) = P(0)P (a) ein endlichdimensionales Bild hat und somit ein
Spurklasseoperator ist (Satz 2.3), folgt, dal auch G(¢,t+0; «) ein Spurklasseoperator ist. [

Wir haben wieder einfache Randbedingungen, und zwar eine normale und eine asymptotische.

Lemma 5.16. Der zeitgeordnete Greensche Operator Ge(t,t';a) gemdfs Definition 5.1}
erfillt die Randbedingung:

P(0)G.(0,t';a) =0, —c0 <t <0, a€]0,1], (5.31)
sowie fiir € > 0 die Abschdtzung:
|G (t,t';a)|| < Cle,t',a)e’, t <t' <0, (5.32)

mit einem § = 6(g) > 0 und C(e,t') > 0. Insbesondere existiert das Integral:
1,0
/ / e tr BGe(t,t + 0; ) dt dav.
0 J—oo

Beweis. Wir beachten P(0)P.(a) P (a) = P(0):

€

P(0)G-(0,t'; ) = iP(0)Uz(0)[P() P () — 1]U-(—', @)
P.(a) P (o) = P(0)]Uc(~t', )
— P(0)|U.(—t, )

Fiir ¢ <t ist G.(t,t; ) = iU.(t, @) P-(a) P (a)U(—t', ). Zum Nachweis der Abschétzung
(5.32) geniigt es, Uc(t, @) P-(a) zu untersuchen. Die Behauptung folgt dann aus dem Verhalten
von U, (t, ) im Unendlichen gemifl Lemma 5.6. Die Existenz des Integrals ergibt sich hieraus
sofort wegen P (a)) = P(0)P; (a) und dimran P(0) = N (Satz 2.3). O

Fiir @ = 0 erhalten wir den freien zeitgeordneten Greenschen Operator wieder.

2 Auch dieser Greensche Operator trigt die Bezeichnung zeitgeordnet. Das ist gerechtfertigt, da er von einer
vergleichbaren Bauart ist wie in Abschnitt 4.
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Lemma 5.17. Es gilt G.(t,t';0) = e <I'="¥IGy(t — t'). Dabei ist Gy der freie zeitgeordnete
Greensche Operator aus Satz 4.1.
Beweis. Geméfl Definition 5.14 haben wir:
G.(t,t;0) = iU-(t,0)P-.(0) P> (0)U.(—t',0), t < t.
Nach Lemma 2.17 ist P.(0) = P(0). Fiir die Gruppe U,(¢,0) ergibt sich nach Satz 2.37:
U.(t,0) = Up(t)U.(t) = U.(t)Up(t)
mit der von e.J generierten Gruppe U, (t). Somit ist:
G.(t,t;0) = iU.(t —t"P(O)Up(t —t'), t <t
Wegen J? = 1 liefert Lemma 2.39:
U.(t —t')P(0) = ) P(0).

Wir haben somit
Ge(t,150) =Gt — 1), t <t

gefunden. Fiir ¢ > ¢ erhélt man analog:
G (t,t;0) = P0Gy (t — 1),

so daf} insgesamt die Behauptung folgt. O

Wir rechnen die Wiener-Hopf-Gleichung fiir G, nach.

Satz 5.18. Der zeitgeordnete Greensche Operator G erfillt fir hinreichend kleine € > 0 die
Wiener-Hopf-Gleichung:

0
Ge(t,t ) = e HGy(t — ) + / e = TIGo(t — 7)BGL (1, t'; a)pdr,

—oco<t,t' <0, a€0,1], p€H. (5.33)

Dabei ist Gy der freie zeitgeordnete Greensche Operator aus Satz 4.1.

Beweis. Wir verwenden die Integralgleichung (2.33) aus Satz 2.42. Das notwendige Abfall-
verhalten fiir £ — —oo ist nach Lemma 5.16 erfiillt. Wir setzen in (2.33) v =4 und S = —iB
und erhalten:

Ge(t,t';)p — e MGy (1) G (0,5 )

0
= e IGo(t — ) + a/ e =T1Gy(t — 7)BGe (T, t';a)pdr, 0 < t,t' <0

—00

fiir alle o € H. Bis auf einen Summanden ist dies schon die gesuchte Integralgleichung. Dieser
verschwindet aber aufgrund der Randbedingung (5.31):

Go(t)G:(0,t'; o) = iUy (t) PG(0,t';0) = 0, ' < 0.

Das war zu zeigen. O

Satz 5.1 folgt nun, indem man die Sétze 5.13 und 5.18 miteinander kombiniert.
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5.3 Losungstheorie der Wiener-Hopf Gleichung

Wir untersuchen die Wiener-Hopf Gleichung (5.1). Im weiteren gelten die Bezeichnun-
gen und Voraussetzungen von Satz 5.1.3 Zur Abkiirzung seien Up.(t) = U.(¢,0) und
Go:(t) := e =IlGy(t). Zunichst zeigen wir, daB die homogene Geichung mit einem homo-
genen Randwertproblem in Beziehung steht.

Satz 5.19. Sei ¢(-) eine stetig differenzierbare Losung der Integralgleichung:
0
o(t) = a/ Goc(t — 7)Bey(T)dr (5.34)

mit fi)oo llo(T)]| dr < 00 und . lim [¢(t)|| = 0. Dann lost (-) auch das Randwertproblem:

(1) = Ada)p(t), P0)p(0) =0, (~00) =0, (53)

Beweis. Wir spalten das Integral in (5.34) auf:
0
I(t) == / Goc(t — 7)Bo(T) dr

t 0
- / iUt — 7)[P(0) — 1B(r) dr + / iUt — 7)P(0)By(r) dr.
—00 t
Wir haben ¢(-) als stetig differenzierbar vorausgesetzt. Dann sind auch die Funktionen 7 —
[P(0) — 1]Bp(7) stetig differenzierbar, da P(0) und B beschrénkt sind. Aus Satz 2.26 folgt,
daB I(-) stetig differenzierbar ist und ¢(-) die Differentialgleichung (5.35) erfiillt. Da fiir
alle —oo < 7 < 0 nach 5.17 P(0)Go(—7) = iP(0)[P(0) — 1]Up(—7) = 0 ist, folgt auch die
Randbedingung. O

Auf die Forderung, dal ¢(-) stetig differenzierbar ist, kann im allgemeinen nicht verzichtet
werden (vgl. Abschnitt 4.3 und [11], Abschnitt 4.2). Falls aber alle Operatoren beschrinkt
sind, lassen sich die Voraussetzungen abschwichen.

Korollar 5.20. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 5.1 sei Ag. beschrinkt. Sei
©(+) eine stetige, auf | — 00,0] integrierbare Losung der Integralgleichung (5.34). Dann ist
©(+) differenzierbar und erfillt das Randwertproblem (5.85).

Beweis. Die Gruppe Up .(t) wird vom beschriankten Operator —iAg . generiert und ist deshalb
bzgl. der Operatornorm differenzierbar (Satz 2.27). Dann folgt aus dem Beweis von Satz 5.19
die Behauptung. O

Der Satz 5.19 besitzt eine Umkehrung.

Satz 5.21. Die Funktion ¢(-) : t — @(t) € H sei stetig differenzierbar, es gelte p(0) €
D(A («)) und ff)oo llp(7)|| dT < o0. Ist ¢(-) eine Lisung des Randwertproblems (5.35), dann
erfillt o(-) auch die Integralgleichung (5.34).

3Der Scharparameter « diirfte in diesem Abschnitt auch beliebige komplexe werte annehmen, was aber fiir
unsere Fragestellung nicht notwendig ist.
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Beweis. Sei p(+) eine Losung des Randwertproblems (5.35). Nach Satz 2.25 148t sich ¢(t) als

Qo(t) = Ua(t7a)90(0)

schreiben. Hieraus folgt mit Satz 2.32:

0
o (t) = Up2(£)p(0) + ia / Une(t - 7)Bo(r) dr (5.36)
o(t) = —ia /_ Us.o(t — 7)Boo(r) dr. (5.37)

Wir multiplizieren (5.36) mit P(0) und (5.37) mit 1 — P(0) und beachten die Randbedingung
(5.35). Dann erhélt man:

0
P0)o(t) = 0 + ia /t P(O)Uo-(t — 7)Bp(r) dr (5.38)
(1 — P(0))p(t) = i /_ (P(0) — 1)Up.(t — 7)By(r) dr. (5.39)
Addition von (5.38) und (5.39) liefert die Behauptung. O

An dieser Stelle endet die Analogie mit Abschnitt 4.3; denn wir kénnen die Losbarkeitstheorie
des Randwertproblems (5.35) nicht mit der Determinante det P(0)P.(«)P(0) in Verbindung
bringen. Das liegt daran, dal unser Randwertproblem streng genommen gar kein solches ist,
da der zweite Rand fehlt. Kénnte man aus dem Verschwinden der Losung ¢(-) im Unendlichen
folgern, dafl ¢(-) die Form

p(t) = Ue(t,a)p(0) = Pe()Ue(t, ) (0)

hat, kénnte man genau wie in Abschnitt 4.3 fortfahren. Leider ist das nicht ohne weiteres
moglich, wenn A.(a) beispielsweise unbeschrinkt ist und das Spektrum kontinuierliche An-
teile besitzt. Hat A.(a) allerdings ein rein diskretes Spektrum aus einfachen Eigenwerten,
dann lassen sich fiir den Anteil U.(t,a)(1 — P.(a)) mittels Entwicklung nach Eigenfunk-
tionen &hnliche Abschétzungen beweisen wie fiir den Anteil U, (¢, a)P-(«) in Satz 5.10. Die
Losungstheorie stimmt dann mit der in Abschnitt 4.3 formal {iberein. Wir wollen darauf nicht
naher eingehen.
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6 Quantitative Aussagen

Seien H : D(H) — H ein selbstadjungierter Operator, U(t) die von —iH generierte Gruppe
unitérer Operatoren (vgl. Korollar 2.24) und P : ‘H — H ein orthogonaler Projektor mit
N-dimensionalem Bild, 1 < N < oco. Weiter folge aus ¢ € D(H) auch Py € D(H). Wir
zerlegen H in einen Diagonalteil und einen Nebendiagonalteil bzgl. P:

H=Hl+H* (6.1)
mit den Operatoren:
Hl .= PHP+ (1 — P)H(1 — P), H* := PH(1 — P) + (1 — P)HP. (6.2)

Im weiteren setzen wir Hll als selbstadjungiert auf D(H) und H' als beschriinkt voraus. Es
gilt:

PH! = HIP und PH-P = 0. (6.3)
Mit H (o) bezeichnen wir die Operatoren:
H(a) := Hl 4+ aH*, o €0,1]. (6.4)

Die H(«) sind auf D(H) selbstadjungiert. U (¢, ) sei die von —iH («) generierte Gruppe (vgl.
Korollar 2.24). Seien weiter H; := ran P und Hy := Hll. Dann ist H = H1 & Hs, und wir
konnen H als Blockmatrix schreiben:

H= <H21 H22> . Hj: Hp —H,j, Gk =1,2. (6.5)

Wir setzen voraus, dafl die Spektren von Hy; und Hss disjunkt sind.

6.1 Abschnittsdeterminanten unitarer Operatoren

Wir wollen det PU(T, «)P untersuchen. Die einfachste Aussage ergibt sich aus der Hada-
mardschen Determinanten-Ungleichung.

Satz 6.1. Sei U : H — 'H ein unitdrer Operator. Die Abschnittsdeterminanten lassen sich

abschditzen gemdap:
|det PUP| < 1.

Beweis. Seien u; die Spaltenvektoren des endlichdimensionalen Operators PUP : H1 — H;.
Nach der Ungleichung von Hadamard ist:

N
|det PUP| < [ Ilull.
j=1
Dabei ist || -|| die euklidische Norm im €V. Die Spalten von U bilden ein Orthonormalsystem;
deshalb ist ||u;| < 1. O
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Wir wollen die Ergebnisse aus Abschnitt 4 anwenden. Wir setzen in Korollar 4.12 B = H+
und untersuchen, ob die homogene Integralgleichung

T
o) = a /0 Golt — PV HLo(r) dr, t € [0,T], @ € [0,1], (6.6)

nur die triviale Losung hat. Dabei ist G der freie zeitgeordnete Greensche Operator aus Satz
4.1 gebildet mit Ay = Hl. Das einfachste Losbarkeitskriterium erhélt man, falls H-+ klein ist.

Satz 6.2. Die Funktion ¢(-) : t — @(t) € H sei stetig und lise die homogene Integralglei-
chung (6.6). Es gelte T||H*|| < 1. Dann folgt (-) = 0.

Beweis. Sei ¢(-) eine nichttriviale Losung von (6.6). Nach Lemma 4.6 ist |G (t)|| < 1, da H|
selbstadjungiert ist. Wegen « € [0, 1] folgt:

T
||s0(t)||§/ 1Go(t — DINH|l[le(m)] dr < TI|H*|| sup [lo(r)]| < sup [le(r)].
0 T7€[0,T T7€[0,7T

Das liefert einen Widerspruch, so daf8 (6.6) nur die triviale Losung hat. O

Wir ziehen eine einfache Folgerung.

Korollar 6.3. In (6.6) gelte T||H|| < 1. Dann ist det PU(T, )P # 0 fiir alle a € [0, 1].
Beweis. Satz 6.2 und Korollar 4.12. O

Das Beispiel in Abschnitt 4.1 suggeriert, daf es neben der Kleinheit von H+ mehr auf eine
Liicke zwischen den Diagonalelementen Hq; und Hso ankommt. Vorab miissen wir ein Integral
tiber den freien Greenschen Operator ausrechnen.

Lemma 6.4. Fir den freien Greenschen Operator Go gilt die Beziehung:

T
/ Go(t — T)H Go(r —t)pdr
0
=iGo(t — T)XGo(T — t')p —iGo(t) XGo(—t' ) + XGo(t —t')p — Go(t — ') X
fir alle p € H. X ist als Friedrichs-Integral erkldrt:

1
X =— [ (1—-HH ' H* P21 — H) ' dz.
271 T

Der Integrationsweg T € p(H!) umliuft dabei o(H11) aber keine Punkte aus o(Hap).

Beweis. Wir haben verlangt, daf§ Hy; und Hss disjunkte Spektren haben. Also ist X wohl-
definiert. Nach Satz 2.19 ist [X, HlI] = [[H*, P], P] = H*; deshalb gilt:

T T
/ Go(t—T)HJ‘GO(T—t')godT:/ Go(t — 7)[X, HGo(r — t)pdr.
0 0

Sei t < t'. Wir zerlegen das Integral:

T t t T
bkl
0 0 t t
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Fiir t # 0 ist Go(t) stark differenzierbar und erfiillt die Differentialgleichung

d
i Go(t)p = HGyt)p, peH

(Satz 2.41). Da X € D(H!) ist (Lemma 2.19), ist auch die Funktion 7 — Go(t—7)X Go(T—t')
fiir 7 # t,t’ stark differenzierbar mit:

ZEGO(t—T)XGO(T—t)Qo Go(t — 7)[X, Hl|Go(r — ), T # 1,1

Damit erhalten wir (alle Gleichungen sind auf ¢ € D(H!) angewendet zu denken):

/ Go(t — T)H*Go(r —t') dr
=i [Go(t — T)XGo(r —t') ]: g
+i [Go(t —T)XGo(r — )]
+i [Go(t = T)XGo(r — )],
=i (Go(+0) X Go(t — ') — Go(t) X Go(—t')
+ Go(t — ') X Go(—0) — Go(—0) X Go(t — t')
+ Go(t = T)XGo(T —t') — Go(t — t') XGo(+0))
=i (i(P —1)XGo(t —t') — Go(t) XGo(—t")
+iGo(t —t)XP —iPXGy(t —t)
+ Go(t = T)XGo(T —t') —iGo(t — t') X (P — 1))
=i (—iXGo(t —t') +iGo(t —t)X + Go(t — T)XGo(T —t') — Go(t) XGo(—t')) .

t
t
=T

/

Da D(H!) = D(H) dicht in M liegt, folgt die Behauptung fiir ¢ < ¢'. Fiir t > ¢’ rechnet man
analog. [l

Dies wenden wir auf die homogene Gleichung an:

Satz 6.5. Die Funktion ¢(-) : t — ¢(t) € H sei stetig und lise die homogene Integralglei-
chung (6.6). Es gelte AT || X|||H*|| < 1. Dann folgt ©(-) = 0.

Beweis. Sei ¢(-) eine nichttriviale Losung von (6.6). Wir iterieren (6.6) einmal:
T T
o(t) = o? / / Go(t — 11)H Go(my — ) H (1) dry dr
o Jo

T
— o2 / (iGo(t — TYXGo(T — ) — iGo(t — 0)XGolto — 7)
0
+XGo(t — 1) — Go(t — 7)X) H o(7) dr.
Abschétzen liefert wegen ||Go(t)|| <1 (Lemma 4.6) und « € [0, 1]:

le@®)|| < AT|X|IH*|| sup [lo(r)]| < sup |lo(T)].
r€[0,T] T€[0,T]

Das liefert einen Widerspruch, so dafl (6.6) nur die triviale Losung besitzt, was zu zeigen
war. [l
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Eine einfache Folgerung ist:

Korollar 6.6. In (6.6) gelte AT|| X |||H*|| < 1. Dann ist det PU(T,a)P # 0 fiir alle o €
[0, 1].

Beweis. Satz 6.5 und Korollar 4.12. O

Wir geben konkrete Operatoren an, deren Spektrum die erforderlichen Eigenschaften hat, um
das Friedrichs-Integral in Satz 6.5 zu bilden.

Satz 6.7. Hy : D(Hy) — H sei selbstadjungiert und besitze ein vollstindiges Orthonormal-
system aus Eigenvektoren (¢;)jew mit den zugehirigen Eigenwerten:

A <A< Ag<---.

Die orthogonalen Projektoren Py seien definiert durch:

N

Py = (¢j.)¢;

j=1

V i H — H sei symmetrisch und beschrinkt mit 2|V || < An+1 — An fiir ein bestimmtes N.
Schlieflich sei H := Hy + V. Dann sind die Spektren von Hy := PyH Py : ran Py — ran Py
und Hy := (1 — Py)H (1 — Py) : ran(1 — Py) — ran(1 — Py) disjunkt.

Beweis. Da die Py die Spektralprojektoren (und damit die Riesz-Projektoren) von H sind,
reicht es nach Satz 2.13, H; und Hy auf den Rdumen H; := span{¢q,... ,¢on} bzw. Hs :=
span{@n+1, ...} zu untersuchen. Wir betrachten die quadratische Form:

N
(¢, Hip) = (0, PHoPp) + (0, PV Pp) = > Ajl(95,0)° + (0, PV P) < Anlloll” + IV [l 0]
j=1

fiir ¢ € Hy. Da H; selbstadjungiert ist, folgt daraus:

sup < Ay +[|V].
peo(Hy)

Entsprechende Rechnungen zeigen fiir Hs:

inf > A —|V|.
= A= V]

Das ergibt zusammen mit der Voraussetzung an ||V'|| die Behauptung. O

6.2 Storungsentwicklung der Riesz-Projektoren

Wir untersuchen die Riesz-Projektoren von H («) mittels Storungstheorie. Dabei beschréinken
wir unsere Darstellung auf den rein formalen Charakter der Rechnungen und lassen Konver-
genzfragen und #hnliches auBer acht.! Wir definieren die Riesz-Projektoren wie iiblich:

P(a) = = /F(z]l — H(a)) 'dz. (6.7)

27

!Dies ist umso mehr gerechtfertigt, als neuere Untersuchungen des Autors mittlerweile Methoden empfehlen,
die nicht auf der Storungstheorie beruhen. Vgl. auch die diesbeziigliche Fufinote 5 in der Einleitung.
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Hierbei umlauft I das Spektrum von Hy; aber nicht das Spektrum von Hss, was moglich ist,
da wir die beiden Spektren als disjunkt vorausgesetzt haben. Wir nehmen an, dafl auch fiir
alle a € [0,1] stets T' C p(H(c)) ist.? Es gilt P(0) = P. Wir sind an

Py (a) :== PP(a)P : H1 — H; (6.8)
interessiert. Dazu gehen wir aus von der Resolventengleichung:
(21 —H(a)) ' = (21 — H) '+ a(z1 — HYTHY (21 — H(o)) . (6.9)
Iteriert man diese, so erhélt man die Storungsentwicklung;:
(21— H(@) ™ = (z1 - HI) ' 4 21— 7)Y o) [HL(zn - Hll)—l]” . (6.10)
j=1

Diese Reihe ist Grundlage der Storungstheorie und wurde in diesem Rahmen vielfach unter-
sucht (vgl. beispielsweise [14] oder [10]). Wir multiplizieren (6.7) von links und rechts mit P
und setzen die Reihe (6.10) ein. Vertauschung von Summation und Integration fiihrt auf:

PP(a)P = a—,/P(z]l — ) [Hr 1 - B P (6.11)
= 2mi Jr

Aus (6.3) folgt, dal in (6.11) nur jeder zweite Summand von Null verschieden ist; deshalb ist
es fiir das folgende giinstiger, mit den Operatoren Hjj aus (6.5) zu arbeiten:

Pii(a) =1+ ¥, (6.12)
j=1

Dabei ist:

1
Ij:=— [ (21 — Hi1) ' Z(21 — Hy1) " dz, j €N, (6.13)
271 T
mit:
Z = ng(z]l — H22)_1H21(Z]1 - Hll)_lng s ng(zll — H22)_1H21.
In Z kommt (21 — Hao)™! genau j-mal vor. Wir wollen I; abschiitzen. Der Operator
(z1 — Hll)_1 : H1 — 'H; ist endlichdimensional, normal und somit diagonalisierbar. Sei-

en s,...,xy die Eigenwerte von Hi; und FEy, ... , En die zugehorigen Spektralprojektoren.
Dann gilt:

G1—Hy) =Y ——E (6.14)

Diese Zerlegung setzen wir in (6.13) ein:

N Ny 1

I, = . il

J kz:l Z 27m'/p(z—%k1)---(z—%k
=

kjt1=1

X Elem(Z]l — H22)_1H21Ek2H12 s H12(Z]1 — H22)_1H21Ekj+1 dz (615)

1)

2Eine hinreichende Bedingung, unter der dies erfiillt ist, 158t sich aus Satz 6.7 gewinnen.
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Wir betrachten allgemein die folgenden Integrale:

1 1
’ 270 Jp (2 — A1) - (2 — Am) 1R(2) A2 (2)dz, m,n € ( )

1 1
Io = — 1, N. 6.17
0 sz/lﬂ(z—)\l)---(z—)\m) me ( )

Dabei ist R(z) := (21 — Ha) !, und Ay : Ha — Hso sind beschrinkte Operatoren. Die
Identitét in (6.17) ist auf Hy erkldrt. Die A\g, k& € IN, sind beliebige komplexe Zahlen, die
allesamt innerhalb von I' liegen. Man erhélt I; wieder, indem man im wesentlichen Ay = 1
sowie Ao = Ho1 Ey,His u.s.w. setzt.? Aus der Resolventengleichung

R(z) — R(w) = (w — z)R(z)R(w) (6.18)
erhélt man eine Rekursionsformel fiir die I, .
Lemma 6.8. Fir die I, ,, gemdf$ (6.16) und (6.17) gilt:

Im,n = m,n—lAnR()\m) - Im—l,nR()\m)y m,n > ]-7
Im70 = O, m Z 2, Il,n = AlR()\l) e AnR()\l), n 2 1.

Beweis. Fiir den Integranden von I, ,, folgt aus (6.9):

1
(z=A1) (2= Am)AlR(z) - AnR(2)
1
= G ) MRE)  An(BOm) = (2 = An) R R(Am)
1
T )y AE) A R AR ()

_ 1
(2= A1) (2= Am—1)

Integration liefert die behauptete Rekursionsformel.

A1R(2) - A R(2)R(Am).

Fiir n = 0 kommt R(z) im Integranden von I,,, o nicht vor. Die Funktion m hat

nur Pole innerhalb von I' und verhélt sich fiir m > 2 wenigstens wie # fiir |z| — oo. Nach
dem Residuensatz kénnen wir I' in einen Kreis um den Ursprung mit beliebig grolem Radius

r deformieren. » — oo liefert dann I,,, o = 0 fiir m > 2.
Wiederum nach dem Residuensatz ist:

1 1
_27TZ FZ—)\l

Iln

5

AlR(z) tee AnR(z) dz = AlR()\l) e AnR(Al)
Damit ist alles gezeigt. O

Da Hsy selbstadjungiert ist, konnen wir ||R(z)|| berechnen:

1

inf |z —pul’
MEU(H22)| g

IR = (6.19)

®Den Faktor A; haben wir nur hinzugefiigt, um die Indizierung zu erleichtern.
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Wir setzen:
(6.20)

A:= inf |[Ap— pul
mf Ak — pf
pEo(Haz)

6.19) die Abschitzung

—~

Nach Voraussetzung ist A > 0, so dafl wir aus
(6.21)

1
IROWI < 1. ke,

erhalten, die wir mithilfe der Rekursionsformel aus Lemma 6.8 auf I, ,, anwenden koénnen.
Lemma 6.9. Sei A wie in (6.20) erklirt. Wir setzen ap j = ||Ajp1] - ||Anl| fir j <n und
anj =1 fiirn < j. Dann gilt fiir alle m > 2, n > 1:

1 o= an;

I P e A |
j=1

Beweis. Wir fiithren vollstdndige Induktion nach n. Den Induktionsanfang n = 1 liest man

direkt an der Rekursionsformel ab:
Imi = ImoAiR(A\m) — Im—11R(Am) = —I;m—1,1R(Am)-

ai1

1
1l < M-l = S moal)

Also ist mit (6.21):

Wir schlieflen von n auf n + 1:

A 1
el < 2 sl

Apiall 1 & anj 1
- A A T A

- A AL~ AP
7j=1
1 | a
+1,5
< A A:—i—l—]j 1,5l + 1m—1,n+1l
j=1
+1
B ln Cln"rl,j ”_[ ”
A An+i—j IEm=1jll-
j=1

Daraus folgt die Behauptung.

Wir fithren eine Vereinfachung durch.

Lemma 6.10. Die Sy, , seien wie folgt definiert:

n
Sl,n =1, n=>1, Sm,n = Zsm—l,ja m>2n>L
j=1

Dann gilt fiir m,n > 1:
a ,0
[ Lm,nll < ﬁsm,n-
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Beweis. Wir fithren vollstdndige Induktion nach m. Fiir m = 1 ist nach Lemma 6.8 und
(6.21):
QAp 0 [0770)
[Tl < 220 = S0y,
Wir schlieBen von m auf m + 1, wobei wir von Lemma 6.9 ausgehen und a, ja;o = anyp
beachten:

n
1 n,j

||Im+1n|| = A An ]H m]”

n
1 CLnJ' 1 CL]’70

SR A AT AT

a
ATan Sm—i—l n
Das war zu zeigen. O
Schlieflich schétzen wir die S, , ab.
Lemma 6.11. Firm,n > 1 gilt:
1 m—1
Smn < m(m +n) .
Beweis. Wir fiihren vollsténdige Induktion nach m. Der Induktionsanfang m = 1 ist klar:
1 0
Wir schlieflen von m auf m + 1:
n
Sm+1,n = Z Sm,j
j=1
1 < e
i 2" '
j=1
1 n+1 1
(m—l)'/l (x+m)" " dx
1
= l(w+m)m
1
< —|(m +1+n)"

Das ist die Behauptung.

Wir fassen die vorangehenden Lemmata zusammen.
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Satz 6.12. Die I, ,, m,n > 1, seien wie in (6.16) und A wie in (6.20) erklirt. Weiter sei
an = || A1]| -+ | Anl|. Dann gilt:

a 1 _
ol € s gy + )™

Beweis. Folgt sofort aus der Kombination der Lemmata 6.10 und 6.11 mit a, = ao. [l

Diesen Satz konnen wir benutzen, um die Integrale I;, die uns eigentlich interessieren, ab-
zuschétzen. Wir erinnern daran, daffi N = dim H; ist.

Korollar 6.13. Die I; seien gemdff (6.13) und A wie in (6.20) erkldrt. Dann gilt fir alle
JjeN: '
1 (I Hel[Hal\ 1, :
I < o (IRl Y o4y

Beweis. Die Mehrfachsumme in (6.15) besteht aus N7*! Summanden. Jeder Summand hat
die Form:

Ey, H121j11 jHo Ey, (6.22)

J+1
wobei in I; 1 ; die \; jeweils gemé&f

)\l:%kl, l=1,...,7+1,

zu wahlen sind. Weiter ist A; = Ho1 Ey, Hio fiir [ = 2,... und A; = 1. Da die E}, orthogonale
Projektoren sind und somit ||Eg| < 1 ist, konnen wir in Satz 6.12 abschétzen:

aj = [[Av]l - A5 < (1H 2|l Hau )~

Beachten wir noch die zusétzlichen Faktoren Ej, His und H21Ekj+1 in (6.22), so folgt die
Behauptung aus Satz 6.12. O

Schétzt man in Korollar 6.13 die Fakultdt mit der Stirlingschen Formel ab, so erhélt man:
1]l < C¢

mit geeigneten C, ¢ > 0. Fiir hinreichend kleine C, ¢ (und «) folgt dann aus (6.12), dafi P11 («)
invertierbar ist. Damit ist ein Zusammenhang mit Abschnitt 5 hergestellt.
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