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KAPITEL 1

Zahlen(bereiche) und mathematische Symbole

1. Die natiirlichen Zahlen
1.1. Die Menge der natiirlichen Zahlen.
N=1{0,1,2,3,...}

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist die kleinste Menge M mit folgenden
Eigenschaften:

i)yoe M

ii) Es existiert eine bijektive Abbildung M — M \ {0}, m — m/.
Fiir jede natiirliche Zahl m heif3t m’ Nachfolger der Zahl m. Wir definieren
1:=0.

BEMERKUNG 1. Man kann eine Menge durch die vollstdndige Aufzihlung
ihrer Elemente oder durch die Angabe von Eigenschaften beschreiben oder
durch Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt oder Differenz ande-
rer Mengen) beschreiben. Die obigen Eigenschaften, die die natiirlichen Zah-
len definieren, heiflen Peano-Azxiome.[]

1.2. Rechenoperationen. Auf N sind zwei zweistellige Operationen,
also Abbildungen N x N — N, definiert:

Addition: (a,b) — a+b
Multiplikation: (a,b) — ab

Diese beiden Rechenoperationen haben folgende grundlegenden Eigenschaf-
ten.

SAaTz 1 (Rechengesetze). Fiir beliebige a,b,c € N gilt

a+b=b+a Kommuativgesetz der Addition
ab = ba Kommuativgesetz der Multiplikation
(a+b)+c=a+ (b+c) Assoziativgesetz der Addition
(ab)c = a(be) Assoziativgesetz der Multiplikation
a(b+ c¢) = (ab) + (bec)  Distributivgesetz
a+0=a 0 ist neutrales Element der Addition.
a-l=a 1 := 0’ ist neutrales Element der Multiplikation.

a-0=0
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BEMERKUNG 2. Die Rechenoperationen Addition und Multiplikation
knnen induktiv oder durch die Méchtigkeit der diskreten Vereinigung und
des kartesischen Produktes definiert werden:

m+0:=m, m+n :=(m+n), m-0:=0, m-n':=(m-n)+n Vm,n €N
Es seien A, B endliche Mengen mit AN B = {).
|A| 4+ |B|:=|AUB|, |A|-|B]:=]AxB| O

1.3. Ordnungsrelation. Man kann natiirliche Zahlen miteinander ver-
gleichen. Eine natiirliche Zahl a heif3t kleiner als eine natiirliche Zahl b,
falls eine natiirliche Zahl ¢ # 0 mit der Eigenschaft a 4+ ¢ = b existiert. Man
schreibt dann a < b.

Mit Hilfe mathematischer Symbole kann man die Ordnungsrelation , klei-
ner als“ so definieren:

a<b<sdceN:¢c#0Qunda+c=0b

Die Relation ,kleiner als“ ist eine totale, strenge Ordnungsrelation.
D.h. fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b, ¢ gilt

i) genau eine der Beziehungen a < b, a = b oder b < a.
ii) Wenn a < b und b < ¢, dann a < c. (Transitivitét)

LEMMA 1. Wenn a,b € N und a < b, dann existiert genau ein x € N
mit a +x = b.

BEWEIS. Da a < b, existiert nach Definition der Ordnungsrelation ein
c € Nmita+c=0.
Angenommen die Gleichung b = a + = hat zwei verschiedene Losungen.
Dann muss eine der Losungen grofler sein als die andere. Es existieren also
r1,22 € Nmit 1 <29 und b =a + x1 = a + 9.
Da x1 < xo, existiert ein ¢ € N, ¢ > 0 mit 2o = 21 + ¢. Aus dem Assoziativ-
gesetz der Addition folgt b = a+z2 = a+(x1+c¢) = (a+x1)+c¢ = b+c. Dies
bedeutet b > b und ist ein Widerspruch, da < eine strenge Ordnungsrelation
ist. Also ist die Annahme, dass es zwei verschiedene Losungen der Gleichung
a + = = b gibt, falsch. O

BEMERKUNG 3. Zu gegebenen a,b € N besitzt die Gleichung a +z = b
genau dann eine Losung z € N, wenn a < b. Diese Losung ist dann eindeutig.
Mit Hilfe mathematischer Symbole 148t sich diese Tatsache so ausdriicken:

a,b,eNya<b=3AzeN:a+x=0 O
SATZ 2 (Monotonie der Ordnungsrelation beziiglich der Addition).
a<bsa+c<b+c Va,bceN
SATz 3 (Monotonie der Ordnungsrelation beziiglich der Multiplikation).

a<b&sac<be Va,b,ceN,c>0
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1.4. Teilbarkeit. Eine natiirliche Zahl a # 0 heifit Teiler einer natiirli-
chen Zahl b, falls eine natiirliche Zahl ¢ mit ac = b existiert. Man sagt dann
auch a teilt b oder b ist durch a teilbar und schreibt alb.

alb:=3ceN:ac=>b

BEMERKUNG 4. Zu gegebenen a,b € N mit a # 0 besitzt die Gleichung
ax = b genau dann eine Losung € N, wenn alb. Ahnlich wie in Lemma 1
kann man zeigen, dass diese Losung eindeutig ist. Mit Hilfe mathematischer
Symbole 148t sich diese Tatsache so ausdriicken:

a,b,e Nya#0,alb= 3N eN:ar=0 O
2. Die ganzen Zahlen

2.1. Die Menge der ganzen Zahlen. Die Menge der ganzen Zahlen
entsteht aus N durch Hinzunahme der (eindeutigen) Losungen der Gleichun-
gen n+x =0 fir alle n € N, n £ 0.

Z:=NU{-n:neN,n#0}

Da die Losung der Gleichung n+x = 0 fiir alle n € N, n # 0, keine natiirliche
Zahl ist, enthélt der Durchschnitt NN {—n : n € N,n # 0} kein Element,
also NN{-n : n € N,n # 0} = (. Die natiirlichen Zahlen bilden eine
Teilmenge der ganzen Zahlen, N C Z.

2.2. Fortsetzung des Begriffs Teilbarkeit, der Rechenoperatio-
nen und der Ordnungsrelation auf Z. Die auf N definierten Rechenope-
rationen Addition und Multiplikation sind in eindeutiger Weise zu Rechen-
operationen auf Z fortsetzbar, wenn man fordert, dass die Rechengesetze
(Satz 1) fiir beliebige a, b, c € Z gelten und n+ (—n) = 0 fiir alle n € N gilt.

Die Ordnungsrelation ,kleiner als“ kann durch die folgende Definition
zu einer strengen, totalen Ordnung auf Z fortgesetzt werden:

—n<-—-m:=n>m VYVn,méeN

Auch der Begriff der Teilbarkeit ist fiir ganze Zahlen sinnvoll. Fiir a,b €
Z mit a # 0 ist
alb:3ce€Z:ac=">
Fallsa,b € N C Z, so stimmt diese Definition mit der in Abschnitt 1 iiberein.

2.3. Vor- und Nachteile des Ubergangs von N zu Z. Die Re-
chenoperationen auf Z geniigen den Rechengesetzen, d.h. Satz 1 gilt fiir alle
a,b,c € Z. Die Ordnung der ganzen Zahlen ist vertraglich mit der Addition,
d.h. Satz 2 gilt fiir alle a,b,c € Z. Die Gleichung ax = b besitzt fiir gege-
bene a,b € Z, a # 0, genau dann eine eindeutige Losung, wenn alb (siehe
Bemerkung 4).

Fiir beliebige ganze Zahlen a,b € Z existiert immer eine (eindeutige)
Losung der Gleichung a + x = b, ndmlich x = b — a.

Die Ordnungsrelation , kleiner als“ ist nicht mehr monoton beziiglich der
Multiplikation. Statt Satz 3 gilt fiir ganze Zahlen
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SATZ 4. FEs seien a,b,c € Z.
Wenn ¢ > 0, dann gilt
a<b<s ac < be,

Wenn c < 0, dann gilt
a < b<s ac > be,

2.4. Der Betrag. Der Betrag |a| einer ganzen Zahl a ist definiert als

a ,fallsa >0
—a Lfallsa<0’

la| := max{a, —a} = {
Der Betrag misst den Abstand der Zahl zu 0 und vergisst das Vorzeichen.
Fiir alle a € Z gilt |a| > 0 und |a| =0< a = 0.

BEMERKUNG 5. Fiir a,b € Z ist |a — b| der Betrag der Differenz der
Zahlen a und b, also die Entfernung (der Abstand) von a zu b. OJ

SATZ 5. Fiir alle a,b € Z gilt
a? < b* < a| < |b).
BEWEIS.
A<t s 0<t?-a®> <0< (b—a)b+a)

Die beiden Faktoren b—a und b+ a sind ganze Zahlen. Thr Produkt ist genau
dann gréfer als 0, wenn entweder beide Faktoren gréfler als Null sind oder
beide Faktoren kleiner als Null sind.

Falls beide Faktoren grofler als 0 sind, erhélt man

b—a>0undb+a>0<b>aundb>—a < b>|a| >0.
Falls beide Faktoren kleiner als 0 sind, erhélt man
b—a<Oundb+a<0< —b>aund —b>a < —b>|a] > 0.
Zusammengefasst ergibt sich

a?> <b? & b>|a| oder —b > |a| < |b| > |al.

2.5. Lésung von Ungleichungen.

BEISPIEL 1. Gesucht sind alle € Z mit der Eigenschaft |z — 5| < 3,
also die Losungsmenge

L:={x€Z:|z—-5| <3}
Um die Ungleichung zu 16sen, muss man die Betragszeichen auflésen. Dazu
ist eine Fallunterscheidung notwendig.
x >5: |x — 5] = x — 5 und die zu l6sende Ungleichung ist dquivalent zu
r—5<3alsox <8 Li={x€Z:x>5Nx<8}
x <5: |r — 5] = —(x — 5) und die zu losende Ungleichung ist dquivalent
zu—r+5<3,also2<z. Lo={re€Z:x<5Azx>2}
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Zusammengefasst erhdlt man
L=0L,ULy,={5,6,7}U{3,4} ={3,4,5,6,7}.

Man kann diese Ungleichung auch geometrisch 16sen, denn gesucht sind
alle ganzen Zahlen, deren Abstand zu 5 kleiner als 3, also 0, 1 oder 2, ist.
Dies sind die Zahlen 5 (mit Abstand 0), 4 und 6 (mit Abstand 1) und 3 und
7 (mit Abstand 2).

BEISPIEL 2. Gesucht sind die ganzzahligen Losungen der Ungleichung
4n® + 8n +4 > 16.
Da 4n? +8n+4 = 4(n? + 2n + 1) = 2%(n + 1), folgt aus Satz 5
An* 4+ 8n+4>16 & 2n+1)|> 4] & 2n+1] >4 & [n+1] > 2.

Wegen |n + 1| = |n — (—1)| sind die Lésungen der Ungleichung also alle
ganzen Zahlen, deren Abstand zu —1 grofler als 2 ist. Die Losungsmenge ist
{ne€Z:n< -3 odern>1}.

BEISPIEL 3. Gesucht sind die ganzzahligen Losungen der Ungleichung
(n+2)(n+4) > 0.

Bei dieser Ungleichung kann man die Losungen auf zwei verschiedenen We-
gen bestimmen:

o Fiir alle n € Z gilt n +4 > n + 2. Das Produkt (n + 2)(n + 4)
ist genau dann grofler als 0, wenn beide Faktoren grofier als 0 oder
beide Faktoren kleiner als 0 sind. Es gilt

n+4>0undn+2>0n+2>0 6 n> -2
und

n+4<0undn+2<0& n+4<0& n<—4.
Die Losungsmenge der Ungleichung ist also

{n€Z:n>-2odern< -4} =7\ {-2,-3,—4}.

e Esgilt (n+2)(n+4) = n?>+6n+8 =n?+2.3n+32-1 = (n+3)?—1.
Also gilt

n+2)n+4) >0 n+3)? -1>0e n+3)*>1 < n+3[>1.

Die Losungen der Ungleichung sind alle ganzen Zahlen, deren Ab-
stand zu —3 grofler als 1 ist, also weder Abstand 0, wie fiir n = —3,
noch Abstand 1, wie fir n = —4 und n = —2.

BEISPIEL 4. Gesucht sind die ganzzahligen Losungen der Ungleichung
In — 3]+ |n — 1] < 10.

Um die Ungleichung zu 16sen, muss man die Betragszeichen auflésen. Dazu
ist eine Fallunterscheidung notwendig.
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n>3: Dannn—3 > 0und n—1 > 2 > 0 und man kann die Betragszeichen
weglassen. Die zu losende Ungleichung ist dquivalent zu
n—3+n—-1<10
2n < 14
n<T.
Li={n€eZ:n>3An<7}=1{3,4,5,6}
3>n>1: Dann gilt [n —3|=—(n—3) = —n+3 und |n — 1] =n — 1. Die zu
l6sende Ungleichung ist dquivalent zu
—n+3+n—-1<10
2 < 10.
Dies ist eine wahre Aussage und neben der Annahme 3 > n > 1
keine weitere Bedingung.
Lo={neZ:1>n<3}={1,2}
1> n: Dann gilt [n—3| = —(n—3) = —n+3und [n—1| = —(n—1) —n+1.
Die zu losende Ungleichung ist dquivalent zu
—n+3-n+1<10
—2n < 6
n > —3.
Ly={n€eZ:n<1An>-3} ={-2,-1,0,1}
Zusammengefasst erhélt man die Losungmenge

L=LULyULs={6,5,4,3,2,1,0,—1,—2}.

Auch diese Ungleichung htte man geometrische 16sen kénnen. Gesucht sind
alle ganzen Zahlen, fiir die die Summe des Abstandes zu 3 und des Abstandes
zu 1 kleiner als 10 ist.

3. Die rationalen Zahlen

Q:= {p:p,qGZ,q#O}
q o

Eine rationale Zahl ist ein Quotient/Bruch ganzer Zahlen: Briiche, die durch
erweitern und kiirzen ineinander umwandelbar sind, représentieren dieselbe

rationale Zahl, z.B. % = %. Die Aquivalenz zweier formaler Briiche kann man

auch nur mit Hilfe der Rechenoperationen ganzer Zahlen beschreiben:
p1 D2
— ~ = P12 = p2qi
q1 q2

Die ganzen Zahlen sind eine Teilmenge der rationalen Zahlen

Z:{Il—):pEZ}CQ.
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Durch

PL | P2 P1G2 + q1p2 P P2 pip2

—+— i =————und — - — = ——

a1 g2 4192 q Qg2 a1q2
werden die Rechenoperationen auf Z zu Rechenoperationen auf QQ so fort-
gesetzt, dass die Rechengesetze (Satz 1) gelten.

Auch die Ordnungsrelation ,kleiner als“ kann so zu einer strengen, to-

talen Ordnung auf Q fortgesetzt werden, dass die Ordnung mit Addition
und Multiplikation vertraglich ist, d.h. die Sétze 2 und 4 gelten fiir alle

a,b,ceQ:

L q142(p2q1 — q2p1) > 0
q1 q2
Setzt man
p|._ Il
ql  lql’

so ist die Betragsdefinition fiir rationale Zahlen mit der fiir ganze Zahlen
vertréiglich und auch Satz 5 gilt fiir alle a,b € Q.

BEMERKUNG 6. Setzt man in den Definitionen der Addition, Multipli-
kation und Ordnungsrelation rationaler Zahlen q; = g2 = 1, so sieht man
leicht, dass man die entsprechenden Definitionen fiir ganze Zahlen erhélt. [J

Fiir beliebige a,b € Q existiert immer eine eindeutige rationale Lésung
der Gleichung a+x = b. Fiir beliebige a,b € Q mit a # 0 existiert immer eine
eindeutige rationale Losung der Gleichung ax = b. Solche Zahlenbereiche,
die auch die Rechengesetze erfiillen (Satz 1), heilen Kérper.

BEMERKUNG 7. Der Begriff der Teilbarkeit ist fiir rationale Zahlen nicht
mehr sinnvoll. [J

BEMERKUNG 8. Fiir alle a,b € Q mit a < b besitzt die Menge {q € Q :
a < q < b} unendlich viele Elemente. Das bedeudet, dass sich viele Probleme
fiir rationale Zahlen nicht mehr durch Probieren l6sen lassen! [

4. Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind die Vervollstdandigung der rationalen Zahlen,
denn die Menge der rationalen Zahlen besitzt ,, Liicken*.

BEISPIEL 5. Betrachtet man die beiden Mengen
M, :={qeQ:q<0oder ¢*> <2} und My := {g >0 und ¢* > 2},

so gilt Q = My U My, My N My, = 0 und m; < mgo fiir alle my; € M
und my € Ms. Aber es existiert keine rationale Zahl r mit der Eigenschaft
m1 < r < mg fiir alle m; € My und mgo € M. Zwischen den beiden Mengen
My und Ms, deren Vereinigung Q ist, befindet sich also eine Liicke. Diese
wird durch eine reelle Zahl geschlossen, in diesem Fall die Zahl v/2.
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BEISPIEL 6. Fiir die Zerlegung der rationalen Zahlen Q = M; U My
mit My := {qg € Q: ¢ <2} und My := {q € Q : ¢ > 2} gilt ebenfalls
My N My = () und mq < mo fiir alle mq € M; und mo € Ms. Hier hat jedoch
die rationale Zahl 2 die Eigenschaft m; < 2 < my fiir alle mq € M; und
mg € Ms. Die Zahl 2 trennt also die beiden Mengen M und M.

BEMERKUNG 9. Wenn fiir zwei Mengen M; und My gilt M7 N My = 0,
so heiflen sie disjunkt und ihre Vereinigung M := M; U M> disjunkte
Vereinigung. [

Ein technisches Hilfsmittel zur Arbeit mit Zerlegungen von Q wie in
den Beispielen 5 und 6 und Liicken ist der Begriff der Cauchyfolge. Eine
Folge rationaler Zahlen {xz,, : n € N} C Q heiit Cauchyfolge, falls fiir jede
positive, rationale Zahl ¢ € Q, ¢ > 0 eine Index ng exisiert, so dass fiir alle
n,m € N mit n,m > ng gilt |z, — x| < q.

BEMERKUNG 10. Wenn eine Folge reeller Zahlen die Eigenschaften einer
Cauchyfolge hat, so heifit sie konvergent und besitzt einen Grenzwert. Auch
wenn alle Folgenglieder einer Cauchyfolge rationale Zahlen sind, so muss
dieser Grenzwert nicht unbedingt eine rationale Zahl sein. [J

Eine reelle Zahl ist der Grenzwert einer Cauchyfolge. Die reelle Zahl wird
durch eine Cauchyfolge reprasentiert. Es gibt verschiedene Cauchyfolgen, die
den gleichen Grenzwert haben und damit dieselbe reelle Zahl darstellen.

BEISPIEL 7. Die konstante Folge {y, : n € N} mit y,, = 0 fiir alle n hat
den Grenzwert 0. Die Folge {y, : n € N} mit y,, = % fiir alle » > 0 ist auch

eine Cauchyfolge, denn fiir alle ¢ > 0 folgt aus n,m > ng + 1 mit ng := %

1 1 q  q
|mn_$m’:|$n+(_$m)‘§|$n|+|_xm|zﬁ+a<§+§zq

Auch der Grenzwert dieser Cauchyfolge ist 0.

BEMERKUNG 11. Jede rationale Zahl r € Q kann man durch eine kon-
stante Folge {y, : n € N} mit y,, = r fiir alle n € N darstellen. Konstante
Folgen sind Cauchyfolgen, denn |y, — ym| = |r —r| = 0 < ¢ fiir alle ¢ > 0
und alle n,m € N. [J

Fiir beliebige reelle Zahlen x und y, die durch Cauchyfolgen reprisentiert
sind, z = {z,,} und y = {y,}, lassen sich Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division einfach definieren:

Yn

Dabei ist die Division nur fiir y # 0 moglich. Die Cauchyfolge {y,} muss
und kann dann so gewéhlt werden, dass y, # 0 fiir alle n € N.
Die Ordnungsrelation , kleiner als“ auf Q wird durch

X X
sty ot o =y = o — b o 5= o {}

{zn} <{yn} = Ing eN, 7 € Q : 2, < ypVn,m > ng
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zu einer totalen, strengen Ordnung auf R fortgesetzt. Weiterhin gilt |z| :=
{lanl}.

BEMERKUNG 12. Natiirlich muss man zeigen, dass auch die {z,, + yn },
{zn, — yn}, {znyn} und {z,/y,} wieder Cauchyfolgen sind. (]

Die Menge der reellen Zahlen R ist ein vollstindiger, archimedisch
geordneter Korper.
D.h. R ist ein Korper (siehe Abschnitt 3), alle Cauchyfolgen reeller Zahlen
besitzen reelle Grenzwerte (keine Liicken mehr) und die Rechenoperationen
sind mit der Ordnungsrelation vertriglich (Sétze 2 und 4). Auflerdem exi-
stieren zu beliebigen z,y € R mit 0 < x < y eine natiirliche Zahl n mit
nx > y und eine rationale Zahl ¢ mit x < ¢ < y.

4.1. Approximation von /2. Eine positive reelle Zahl x mit der Ei-
genschaft 22 = 2 heifit /2. Wir konstruieren mit Hilfe des Halbierungsver-
fahrens eine Cauchyfolge, die v/2 darstellt, und erhalten damit eine beliebig
gute Niherung fir v/2.

LEMMA 2. V2¢Q

BEWEIS. Wir nehmen an, dass v/2 eine rationale Zahl ist. Dann existie-
ren teilerfremde ganze Zahlen p, ¢ mit der Eigenschaft v/2 = p/q. Es gilt

2
\/5:2(:)2:%<:>2q2:p2:>2\p2:>2]p,

da 2 eine Primzahl ist. Also gilt p = 2m fiir ein m € N. Nun folgt
2¢° = (2m)? & 2¢> = 4m? & ¢® = 2m® = 2|¢* = 2|q,

da 2 eine Primzahl ist. Dies bedeutet aber 2|p und 2|q. Dies ist ein Wider-
spruch, da p und ¢ keine gemeinsamen Teiler haben. Also ist die Annahme
V2 € Q falsch. Wir folgern v/2 ¢ Q. O

Wenn a,b € R und a,b > 0, dann gilt a®> < b> @ a <b. Da 12 =1 <
2=v2 und 22 =4>2 =2, gilt 1 < V2 < 2.
Wir wihlen ag = 1 und by = 2 und wissen ag < v/2 < by. Wir definieren

an + by

(an, ) , falls 22 > 2
Tn =

(T, by) , falls 22 <2

5 (an+17 bn+1) = {

Aus der Defintion folgt a, < ani1 < V2 < bpy1 < by und b, —a, = 27"
fiir alle n € N. Die Folgen (ay,)nen, (Zn)nen und (by,)nen sind Cauchyfolgen,
die gegen v/2 konvergieren, denn fiir alle m > n gilt

’xm - xn’7 |am - a'n|7 ‘bn - bm‘ <b,—a,= 27,
a2 <2 < b2 und

3
bﬁ—ai:(bn—an)(bn+an):bi—2+2—ai327.
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BEMERKUNG 13. Die konstruierte Folge konvergiert sehr langsam gegen
V2. Spiiter lernen wir bessere Approximationsverfahren, z.B. das Newton-
verfahren, kennen. [

4.2. Halbierungsverfahren zur Definition k-ter Wurzeln. Fiir
ke N k>1und a € Q, a > 0 ist die k-te Wurzel aus a eine reelle
Zahl £ mit £ > 0 und 2* = a. Sie wird mit {/a bezeichnet. Mit Hilfe des
Halbierungsverfahrens kann man eine Cauchyfolge erzeugen, die a dar-
stellt. Die Startwerte sind zg,z1 € Q mit xlg < a und xlf >a,zB. xg=0
und z; = max(1, a). Die anderen Folgenglieder werden rekursiv definiert:

Ty, — B2 falls 2F > a
(1) Tp1 = Tp + e, falls k <a
ZTn , falls 2F = a

4.3. Polynome. Ein Polynom in der Variablen £ vom Grad d mit
reellen Koeffizienten aq,...,aq € R, ag # 0, ist ein Ausdruck der Form

adxd + ad,la:d_l + ...+ a1z + ap.
FEine reelle Nullstelle eines Polynoms ist eine Zahl x € R mit der Eigenschaft
adxd + ad_lxdfl +...4+a1x+ay=0.
Besitzen alle Polynome vom Grad d > 0 mit reellen Koeffizienten eine reelle
Nullstelle?
e Falls d = 1 so ist eine Nullstelle gerade eine Losung der Gleichung

a1z + ap = 0. Diese besitzt die eindeutige Losung = = —ag/a;.
e Ein Polynom vom Grad 2 besitzt genau dann eine reelle Nullstelle,

falls )
o\’ a
2a9 T a2

Zum Beispiel besitzt 2% + 1, also ap = ag = 1 und a; = 0, keine
reelle Nullstelle, da einerseits 0 < 1 und 22+ 1 > 1 > 0 fiir alle
z eR.

e Mit Hilfe der Stetigkeit und des Verhaltens von Polynomen fiir z —
Foo werden wir spéter zeigen, dass jedes Polynom von ungeradem
Grad eine reelle Nullstelle besitzt.

o Fiir alle k € N, k£ > 1, und alle a € R, a > 0, besitzt das Polynom
2¥ — a eine Nullstelle, naémlich #/a.

5. Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen sind eine Korpererweiterung der Korpers R um
die Nullstelle des Polynoms z2 + 1, das keine reellen Nullstellen besitzt.

C:={(z,y):z,yeR}={z+iy:z,y € C}

Die komplexen Zahlen bilden einen 2-dimensionalen reellen Vektorraum. Der
Vektor (1,0) wird mit 1 € R identifiziert, der Vektor (0, 1) mit einer Losung
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der Gleichung 22 + 1, die wir 7 nennen. Die Vektoren (1,0) und (0, 1) bilden
eine Basis des reellen Vektorraumes C. Mit dieser Notation ist C = {z + 1y :
x,y € R}. Die reellen Zahlen sind eine Teilmenge der komplexen Zahlen,
R ={(z,0): z € R} C C.

Fiir eine komplexe Zahl z = z + iy heiit x der Realteil und y der
Imaginirteil der komplexen Zahl z. Die Rechenoperationen auf R lassen
sich in eindeutiger Weise zu Rechenoperationen auf C fortsetzen, wenn die
Rechengesetze und i2 = —1 gelten sollen. Fiir alle komplexen Zahlen z; =
x1 4 ty1 und zo = xo + iy gilt

21+ 22 = (1 + iy1) + (22 +iy2) = (x1 + 22) +i(y1 + y2)
z1 — 29 = (21 +iy1) — (22 +iye) = (v1 — 22) +i(y1 — ¥2)
2120 = (w1 +iy1) (22 + iy2) = 2122 + T1iY2 + Y122 + Y17Y2
= 2172 + iT1Y2 + Y12 + CY1Y2 = T172 — Y1y2 + i(T1Y2 + Y172)
21wy 4iyr (@14 dyn) (@ — dy2)
zp watiys (w24 iy2) (w2 — iy2)
_mm Y1y Hi(—T1ye + y172) | T1T2 + Y1y 7Y + Y17

x5+ Y3 x5+ Y3 x3 + Y3

BEMERKUNG 14. Addition und Subtraktion komplexer Zahlen erfolgt
komponentenweise wie Vektoraddition bzw. -subtraktion. Multiplikation und
Division ist in der Vektornotation, d.h. Zerlegung in Real- und Imaginérteil,
umsténdlich. Sie werden in Polarkoordinaten einfacher sein. [J

Fiir jede komplexe Zahl z = x+iy heiflen Z := x—iy die zu z konjugiert
komplexe Zahl und |z| := /22 + y? der Betrag der komplexen Zahl.
Der Betrag misst den Abstand der komplexen Zahl zum Nullpunkt. Die
konjugiert komplexe Zahl Z entsteht aus z durch Spiegelung an der reellen
Achse. Es gilt

und

1 z z
3 S_F_
®) z 2z 2|2

Addition und Multiplikation sind mit dem Ubergang zur konjugiert komple-
xen Zahl vertauschbar:

SATZ 6. Fiir alle z1,29 € C mit z1 = x1 + iy1 und 2o = x5 + iys gilt

(4) Ntm=Z1+%Z und Zi-Z =7 Z.



12 I. ZAHLEN

zw

ABBILDUNG 1. Graphische Darstellung von z, w, z + w, zw

BEWEIS.

21+ z=x1+x2+i(y1 +y2) =21+ 22 —i(y1 +y2) =1 — Y1 + T2 — Y2

=21+ 2z

Z172 = T122 — Y1y2 + i(@x1y2 + Tay1) = 2122 — y1y2 — i(T1y2 + T2y1)
= 2122 — (—y1)(—y2) +i(21) — y2) + 22(~91))
= (1 —iy1)(z2 — iy2) =71 - Z2.
0
BEISPIEL 8. Fiir z = 4+ und w = 2+3¢ gilt z+w = 44+1+2+3¢ = 6+4¢
und 2w = (44+14)(2+3i) =4-2—-1-34+4(1-2+4-3) = 5+ 144. Abbildung 1

zeigt die graphische Darstellung der komplexen Zahlen z, w, z +w und zw
als Punkte bzw. Vektoren in der Ebene.
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ABBILDUNG 2. Graphische Darstellung von z, Z und %

BEISPIEL 9. Fiir z = 2+ gilt [2| = v22 +12=+/5, 2 =2 — i und
1 2—-7: 2 1

P = A
Abbildung 2 zeigt die komplexen Zahlen z, z und 1/z in der komplexen
Zahlenebene.
BrISPIEL 10. Gesucht sind alle z € C mit 22 — 2z + 5 = 0.
22 —2:45=0
22—2241+44=0
(z—1)2=—-4=—-1.2?
z—1==4i-2
z=1+42
Es gibt also genau zwei Losungen der Gleichung, x =1+ 2 und x = 1 — 2.
BEISPIEL 11. Die Losungen der Ungleichung |z — 2i| < 4 sind alle kom-

plexen Zahlen, deren Abstand zu 2i kleiner als 4 ist, also alle Punkte (z,y)
die innerhalb einer Kreises mit Radius 4 um (0, 2) liegen (siche Abbildung

3).
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ABBILDUNG 3. Losungen der Ungleichung |z — 2i| < 4



6. SYMBOLE

6. Symbole

Symbol Bezeichnung oder Sprechweise

{1}

S
M x N

(m,n)

NSOCj Wy gg<wy|™

max
min

Mengenklammern

ist Element der Menge
Produkt der Mengen M und N
M x N={(m,n):me MnecN}
Paar

mit der Eigenschaft
Abbildungspfeil (fiir Mengen)
Abbildungspfeil (fiir Elemente)
es existiert ein Element

fiir alle, fiir beliebige

genau dann, wenn

genau dann, wenn

daraus folgt

es existiert genau ein Element
ist gleich, ist definiert durch
Vereinigung von Mengen
Durchschnitt von Mengen
leere Menge

Teilmenge

Maximum

Minimum

Summenzeichen

15

Bemerkung
Begrenzung der Aufzidhlung
der Elemente einer Menge

Elemente der Menge M x N

zur Definition von Begriffen
in Aussagen

zur Definition von Objekten
z.B. max(2,3,—4) =3

z.B. min(2,3,-4) = —4
2B. Y o2k =4+6+38






KAPITEL II

Formeln, Gleichungen und Ungleichgungen

1. Summenformel der geometrischen Reihe
SATZ 7. Fir allen € N und alle ¢ € C gilt
1-q)(A+q+¢+...+¢")=1—¢""".

BEWEIS. Man kann diese Aussage direkt oder mit vollstindiger Induk-
tion beweisen.

e Direkter Beweis:

n n n
1= +q+¢+...+¢)=01-9> ¢F=> ¢—q¢d> ¢
k=0 k=0 k=0
n n n n+1
=D d =D d =) d =)
k=0 k=0 k=0 =1
n n
:q0+zqk_qu_qn+1:1_qn+1
k=1 =1

e Beweis mit vollstdndiger Induktion: Fiir n = 0 ist die Behauptung
wahr, denn (1 —¢)(¢") =(1—-¢q)-1=1—¢=1—¢'. Nun gilt

n+1 n
1-9)) F=0-9> ¢F+10-gq"
k=0 k=0

-1_ qn+1 + qn+l - qn+2 -1_ qn+2 -1_ q(n—i-l)—i-l.

FOLGERUNG 1. Fiir alle n € N und alle ¢ € C mit ¢ # 1 gilt

+1

n
1—4q"
5 > ff=——.
(5) k_Oq T

FOLGERUNG 2. Fiir alle n,m € N mit m <n und alle g € C mit ¢ # 1
gilt

27‘: K qm _ qn+1

T

k=m q

17
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BEwWEIS.
1— qn+1 1— qm qm o qn+1

n n m—1
k _ k k: _ —

BEISPIEL 12. Fiir ¢ = 1/2 erhilt man fiir alle m < n

1 g, (L 1 1
227— -1 T\em o il < gmet

k=m

2. Gaufische Summenformel

SATZ 8. Fiir alle n € N gilt

1
(6) 1+2+3+...+n:§n(n+1).
BEWEIS. Auch diese Aussage kann man direkt oder mit vollstindiger
Induktion beweisen.

e Beweis mit vollstdndiger Induktion: Fiir n = 0 ist die Behauptung
-0-(0+1). Fiir n =1 ist die Behauptung auch

wahr, denn 0 =
-1-(1+41). Nun gilt

wahr, denn 1 =

DO o=

n+1 n
S k= k+(n—|—1):%n(n—i—l)—i—(n—i—l)z(n-ﬁ-l)(%—l—l)
k=1 k=1

= S D+ 2) = S+ D+ 1)+ 1)

e Direkter Beweis:

Qik:ik+ik:ik+i(n+l—k)
k=1

k=1 k=1 k=1 k=1
=> (k+(n+1-k)=> (n+1)=n(n+1)
k=1 k=1
- 1
k= in(n +1).
k=1
O

3. Dreiecksungleichung
SaTz 9 (Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen). Fiir alle x,y € R gilt
|z +yl < |2+ [yl-

(7)
Bewers. Wenn z+y > 0, dann [z+y| = z+y < |z|+|y|, da x < |z| und
y < ly|. Wenn z +y <0, dann [z +y| = —(z +y) = —z + (=y) < |2[ +[y],
O

da —z < |z| und —y < |y|.
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BEMERKUNG 15. In der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen gilt |z +
y| = |z| + |y| genau dann, wenn x und y das gleiche Vorzeichen haben. [J
SATz 10 (Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen). Fiir alle z1, 29 € C
gilt
(8) |21 4 22| < |z1] + |22].

BEWEIS. Es seien z1 = x1 +iy; und zo = x9 + iy mit x1, 2, y1,y2 € R.
Aus der Schwarzschen Ungleichung (Satz 13) folgt mit a1 = z1, as = 1,
b1 = x9 und by = yo

(z122 + 1192)° < (27 + y1) (23 + 13)

2(z122 + Y1y2) < 24/23 + y%\/iﬁ% + 3

23+ 93+ 2wrza +yiye) + o3+ 93 < 23+ 9+ 2y/ad +yR\fad + oF + a3+ ol

(@1 +22)% + (g1 + y2)* < (\/ﬁ +yi /25 + y§>2
21+ 22* < (21| + |22])?
|21 + 22| < [21] + [22].
O
BEMERKUNG 16. In der Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen gilt

|21+ 22| = |21| + | 22| genau dann, wenn die Vektoren z; und z in die gleiche
Richtung zeigen, also z; = Aze oder zo = Azp fiir ein A € R mit A > 0. I

FOLGERUNG 3 (Verallgemeinerte Dreiecksungleichung). Fir alle zy, ..., z, €
C gilt
|21 4 ...+ 20| <21l + ..o+ |20l

4. Arithmetisches und geometrisches Mittel

SATZ 11 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mit-
tel). Fir alle a,b € R mit a,b >0 gilt

(9) a;bz¢%.
BEwEIs. Fiir alle a,b € R gilt
(a—0)*>>0

a’>—2ab+b>>0
a® + 2ab + b* > 4ab
(a+ b)? > 4ab.
Aus a,b > 0 folgt 4ab > 0 und a+b > 0, also a+b = |a+b| > |2ab| = 2ab. O
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Fiir zwei positive, reelle Zahlen a,b heifit 3(a + b) ihr arithmetisches

Mittel oder Mittelwert und v/ab ihr geometrisches Mittel. Das geometri-
sche Mittel ist die Seitenldange des Quadrates, das den gleichen Flédcheninhalt
hat wie das Rechteck mit den Seitenléingen a und b.

Aus dem Beweis des Satzes 11 folgt, dass in der Ungleichung %(a +0b) >

vab genau dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn a = b.

SATz 12 (Allgemeine Ungleichung zwischen arithmetischem und geome-
trischem Mittel). Fir alle ai,...,a, € R mit ap > 0 fir alle k =1,...,n
gilt

(10) - ) ag =\

BEWEIS. Siehe Beispiel 130. O

5. Schwarzsche Ungleichung

SATZ 13 (Schwarzsche Ungleichung). Fir alle ap,by € R mitk =1,....n
gilt

R )

Beweis. Fiir alle yu, A € R gilt

n

Z()\ak — pbg)? >0
=1

Z()\Qa% — 2\pagby, + p*b3) > 0
k=1

22 Z az — 2\ Z(akbk) + 2 Z b2 >0
k=1 k=1 k=1

N ap ) b > 22y (akby).

k=1 k=1 k=1

Nun setzt man

- \/m  falls 327 (apby) > 0
A= ()02 und  pe= '
2 ~/Si A} falls SR (i) <0
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Dann gilt

(35) (%)
(59) (E)= (o)

falls > p_; ai #0und > p_; b2 # 0.

Esgilt Y 7_, ai = 0 genau dann, wenn aj, = 0 fiir alle k, und Y} _; b2 = 0
genau dann, wenn by, = 0 fiir alle k. In beiden Fillen lautet die zu beweisende
Aussage 0 < 0 und ist wahr. O

BEMERKUNG 17. Mit Hilfe der Begriffe Skalarprodukt und Betrag von
Vektoren 148t sich die Schwarzsche Ungleichung knapp als (a, b)% < ||a||?||b||?
schreiben. Sie vergleicht also das Skalarprodukt zweier Vektoren mit dem
Produkt ihrer Léngen. (siehe Abschnitt 3). O

6. Der binomische Satz

Multipliziert man das Produkt (a + b)™ vollstéindig aus, so erhélt man
Summanden der Form c,a®b™* fiir k = 0,...,n, wobei jeder Koeffizient ¢,
gerade die Anzahl der Moglichkeiten ist, aus den n Faktoren die k Faktoren
auszuwihlen, die einen Faktor a zum Produkt a*v"* liefern. Zum Beispiel

(a+0)*=a*+2ab+b> (co=co=1,¢c1 =2)
(a+0)®=a+3a*b+3ab> +b° (co=c3=1,¢1 = c3 = 3).

Wir wollen eine allgemeine Formel fiir die Koeffizienten ¢ herleiten. Dazu
miissen wir zwei Grundprobleme der Kombinatorik 16sen.

6.1. Permutationen und Kombinationen. Die Anzahl der verschie-
denen Anordnungen von k verschiedenen Elementen wird mit P(k) bezeich-
net und Anzahl der Permutationen von k£ Elementen genannt.

P(k) = |{®:®: M — M bijektiv}|, |[M|=k

BEMERKUNG 18. Hat man k paarweise verschiedene Buchstaben zur
Verfiigung, so ist P(k) gerade die Anzahl der verschiedenen Worter, die nur
diese Buchstaben und jeden dieser Buchstaben genau einmal enthalten. [

Das Produkt der ersten k von 0 verschiedenen natiirlichen Zahlen be-
zeichnet man mit k! und nennt es k Fakultit:
k
Kli=1-2-...-(k=1)-k= [ m. VEeN, (0:=1).

m=1
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SATz 14. Fir alle k € N gilt P(k) = k!.

BEWEIS. Vollstédndige Induktion: Fiir & = 1 gilt P(k) = 1, denn aus
einem Buchstaben kann man nur ein Wort bilden, das diesen Buchstaben
genau einmal enthélt. Auserdem gilt auch 1! = 1. Hat man k+ 1 Buchstaben
und will ein Wort aus diesen bilden, so hat man k& + 1 Moglichkeiten fiir
den ersten Buchstaben des Wortes. Fiir die restlichen k Pldtze im Wort
stehen dann noch die k& anderen Buchstaben zur Verfiigung, also P(k+1) =
(k+1)P(k)=(kE+ 1k = (E+ 1)L O

BEISPIEL 13. Aus den drei Buchstaben I, S und T, also k& = 3 lassen
sich die sechs Worter ITS, IST, SIT, STI, TIS und TSI bilden und auch
P(3)=1-2-3=6.

Die Anzahl k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge heifit

Kombinationen von k& Elementen aus einer Gesamtheit von n Elementen
und wird mit C'(k,n) bezeichnet.

BEMERKUNG 19. Hat man n Personen zur Verfiigung, so ist C(k,n)
gerade die Anzahl der verschiedenen Mannschaften zu k Spielern, die man
aus diesen n Personen bilden kann. [

SATZ 15. Fir allen,k € N mit n > k gilt
nn—1)...(n—k+1)
k! )

BeEweis. Wahlt man die Spieler nacheinander aus, so hat man fiir die
Wahl des m-ten Spielers noch n —m + 1 Moglichekeit, insgesamt also n(n —
1)...(n—k+1) Moglichkeiten. Da es aber auf der Reihenfolge der Auswahl
nicht ankommt, muss diese Zahl durch P(k) geteilt werden. O

(12) Ck,n) =

6.2. Der Binomialkoeffizient.

BEMERKUNG 20. Die Formel fiir C(k,n) in Satz 15 ist sogar fiir k£ > n
sinnvoll. Falls k& > n, so stehen nicht genug Personen zur Bildung einer
Mannschaft zur Verfiigung. Es gibt also keine Moglichkeit, eine regulére
Mannschaft zu bilden. In der Tat taucht im Zahler der Formel fir C(k,n)
ein Faktor Null auf, wenn k > n.

Fir n > k gilt
nn=1)...(n—k+1) Il wrm e ™Ity m)

k! - k! B kl(n — k)!
n!
Okl (n— k)
Die GréBe C(k,n) wird auch Binomialkoeffizient genannt und mit (})
bezeichnet:

n!
(n) ::n(n—l)...(n—k+1): ooy o fallsn >k Vn.k €N
k k! 0 ,falls n < k
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SATZ 16 (Binomischer Satz). Fir alle a,b € R und n € N, n > 0, gilt

(13) (a+b)" = f: (Z) bk,

k=0
BEWEIS.
(a+b)" =3 Clk,n)a*p"* =Y <Z> akpnk
k=0 k=0
Man konnte diesen Satz auch mit vollstndiger Induktion beweisen. ([l

BEMERKUNG 21. Der Begriff des Binomialkoeffizienten kann sinnvoll fiir
n € R verallgemeinert werden, so dass eine entsprechende binomische Formel
auch fiir reelle Exponenten gilt. [

BrispieL 14. Es gilt (3) = 3 = 3.

LEMMA 3. Fir alle n € N gilt

(14) <g> —1= <Z> wnd (7;) —n= <n " 1) —n, falls n > 0.

BEWEIS.
n\ n! _1 n\ n! _1
0) 0m-0! 7 \n/ nln-—n)

und falls n > 0

()= () e

O

LEMMA 4. Fir alle n,k € N mit n > k gult

n n
) ()= (")
BEWEIS.
(n) B n! B n! B n! B < n >
k Eln—k)! (n—=Kk% (n-—FK(n—(n-—Fk)! n—k

O

BEMERKUNG 22. Lemma 4 kann man auch anschaulich beweisen, denn
die Anzahl der Moglichkeiten aus n Personen k fiir eine Mannschaft aus-
zuwéhlen ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten aus n Personen n — k
auszuwéhlen, die nicht mitspielen.
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6.3. Rekursionsformel.

SATZ 17 (Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten). Fir allen,k € N
mat k > 0 gilt

) () =)+ ()

BEwEIs. Falls £ > n + 1, so sind alle auftretenden Terme Null. Falls
k=n+1, so gilt ("Zl) = (kﬁl) =1 und (Z) = 0. Falls k£ < n, so gilt

(Z) * <k . 1) - k!@ni DIRRCE 1)!(nni *—1))!

n! n!
T =R k= Dln—k1 1)
B n! o (n+1) 1
k:!(n—k+1)!(n_k+1+k)k!(n+1—k)!( k )
U
Mit Hilfe der Rekursionsformel wird das Pascalsche Dreieck aufgebaut:
n=20: (8) 1
1. 1 1
n=1: NG 141
n=2: 3(3)3(%)@@)3 14241
n=3: L0+ ()16 16 1434341
n=d: (o) £ () + () + () + () 144461441
n=5: )+ M+ +E)+@+6E) 145410410451

BEMERKUNG 23. Um fiir ein festes n € N alle Binomialkoeffizienten (Z)

zu berechnen benétigt man

e mit der Formel (}) = W fiir jedes k < n genau 2(k —

1) + 1 Multiplikationen, also insgesamt (k = 0,n werden weggelas-
sen)
n—1 n—1
d@k+1)=20)_k+n-1)=n-1)(n+1)
k=1 k=1
Multiplikationen.
e mit der Rekursionsformel

Additionen.

Da eine Multiplikation auch aufwendiger ist als eine Addition, ist die Be-
rechnung der Binomialkoeffizienten mit Hilfe der Rekursionsformel effktiver.
O



7. BERNOULLISCHE UNGLEICHUNG 25

6.4. Summenformeln fiir Binomialkoeffizienten. Setzt man in die
binomische Formel spezielle Werte fiir @ und b ein, so erhélt man Summen-
formeln fiir Binomialkoeffizienten.

FOLGERUNG 4. Fiir allen € N gilt
" /n
1 = 2"
(17 > (}) -2
k=0
BEWEIS. Fiir a = b =1 folgt aus der binomischen Formel (Satz 16)

n

2" = (14 1)" = Zn: <:> 1hnh = 37 <:>

k=0 k=0
O
FOLGERUNG 5. Fliir allen € N, n > 0, gilt
n/2 n (n—1)/2 n
1 = =21
) > ()= X ()
k=0 k=0
BEwEs. Fir a = 1, b = —1 und n € N mit n > 0 folgt aus der
binomischen Formel (Satz 16)
k
k=0
n n n
-5 ()5
2|k 2k
n/2 n (n—zli/Q
=3 (a)- % (ah)
— 21 pre 20+ 1
und
nz/% n _1” n _}2n_2n71
2k) 2 k) B
k=0 k=0
O

7. Bernoullische Ungleichung

SaTz 18 (Bernoullische Ungleichung). Fir alle n € N und x € R mit
x> —1 gilt

(19) (14+x)" > 1+ nx.

BEWEIS. Wir beweisen diese Aussage mit vollstdndiger Induktion.
n=0: (1+z)"=1+2)°=1und1+nz=1+0-7=1also (1 +z)" >
1+ nz.
n=1 (1+x)"

=(1+a2)=1+zundl+nz=1+1-2=1+x also
(1+z)">1

—+ nx.
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n — n + 1: Fir den Induktionsschritt von n nach n + 1 betrachten wir
(142)"™ = (1+2)"(142) > (1+nz)(1+2) = 1+z+nz+nz? > 1+z(n+1),

da 14z > 0 und na? > 0 fir alle z, n.
O

8. Qualitatives Wachstum von Potenzen und Fakultiten

Wir beobachten n*, a™ und n! fiir festes k € N, k # 0, a € R, a > 1 und
fiir beliebige n € N.

Eine Folge {x;, }nen heifit monoton wachsend, falls z, 1 > x, fiir alle
n € N. Sie heifit streng monoton wachsend, falls z,,1 > x, fiir alle n € N.
Eine Folge {zy, }nen heift monoton fallend, falls 2,41 < z), fiir alle n € N.
Sie heifit streng monoton fallend, falls x, 1 < z,, fiir alle n € N.

LEMMA 5. Fiirallek € N, k> 1, und alle a € R, a > 1, sind die Folgen
{n*}nen, {a"}nen und {n!}en monoton wachsend.

BEWEIS. Aus n+1 > n folgt (n+1)* > n* fiir alle n € N. Wegen a > 1
gilt auch a"*! = a"a > a™ fiir alle n € N. Es gilt 0! = 1! = 1. Fiir n > 0 gilt
(m+1)!'=(n+1)n! >nl O

Eine Folge {z,, },en heiit nach oben beschriinkt, falls ein S € R mit
x, < S fir alle n € N existiert. Die Zahl S ist eine obere Schranke der
Folge. Eine Folge {z;, }nen heifit nach unten beschrinkt, falls ein S € R
mit z,, > S fir alle n € N existiert. Die Zahl S ist eine untere Schranke
der Folge.

LEMMA 6. Fiir alle k € N, k > 1, und alle a € R, a > 1, besitzen die
Folgen {n*},en, {a"}nen und {n!}nen keine obere Schranke.

BEWEIS. Wir zeigen, dass die Ungleichungen n* > S, a™ > Sund n! > S
fiir beliebige S € R Losungen besitzen.

Es gilt genau dann n* > S, wenn S < 0 oder n > ¥/S. Es gibt natiirliche
Zahlen, die groBer als /S sind (Archimedisches Axiom).

Da a > 1 ist, gilt a = 1 + z fiir ein x > 0. Aus der Bernoullischen
Ungleichung (Satz 18) folgt ™ = (14+x)™ > 14+nz. Es gilt 1+nz > S genau
dann, wenn n > (S —1)/z. Fiir alle n > (S — 1) /x folgt ™ > 1 +nz > S.

Es gilt 0! = 1! = 1. Fiir n > 2 gilt n! > 2"~!. Da die Folge {2"} keine
obere Schranke besitzt, ist auch die Folge {n!} nicht nach oben beschrénkt.

O

BEISPIEL 15. Fiir welche n € N gilt 2" < n3? Wir testen, ob diese
Ungleichung fiir kleine n gilt und formulieren und beweisen dann eine allge-
meine Aussage.

n
2n

0 1 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2

n3 0 1
> >

8§ 16 32 64 128 256 512 1024
27 64 125 36-6 49-7 64-8 81-9 1000
< < < < < < < >

2n 7 3

Al ool x| o
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Mit vollstandiger Induktion folgt 2% > n? fiir alle n > 10, denn fiir
n > 10 gilt 2"t = 2.2" > 2p3 (Induktionsvoraussetzung) und, wegen
n/3 >3,
2 3
(n+1)®=n+3n*+3n+1 <n3+gn2+%n+%l = 2n°.
Die Ungleichung 2" > n? gilt also fiir n = 0,1 und fiir alle n > 10.

SATZ 19. Fiir alle a € R mit a > 1 existiert ein ng € N, so dass a™ > n
Vn > ng.

BEWEIS. Da a > 1 ist, gilt a = 1 4+ « fiir ein > 0. Fiir n > 2 folgt aus
der binomischen Formel (Satz 16)

1 1
a"=(142z)">14nx+ in(n —1D)a? > nx + in(n —1)2°.

Fiir n > 0 gilt

1 1
nx+§n(n—1)x2>n<:>$+§(n—1):1c2>1

2 — 20+ a2

2+ n—12°>>2en> 5

x
Nun sei ng die kleinste natiirliche Zahl, die grofer als (2 — 2z + x2) /2 ist.
Dann gilt @™ > n fiir alle n > nyg. O

FOLGERUNG 6. Fir alle a € R mit a > 1 und alle k € N existiert ein
no € N, so dass a™ > nF ¥n > ny.

BEWEIS. a” > nF genau dann, wenn a" > n. Wenn a > 1, dann
a > 1. O

FOLGERUNG 7. Fiir allea € R mit a > 1, alle k € N und alle c € R
existiert ein ng € N, so dass a™ > en® Yn > ng.

BEWEIS. Fiir alle n > ¢ gilt enf < n#t1. Folgerung 6 liefert ein n; € N
mit der Eigenschaft a” > nF*t! fiir alle n > n;. Nun gilt a” > nF+1 > enk
fiir alle n > max(c,n1), also ng = max(c,ny). O

Das folgende Lemma bedeutet, dass das qualitative Wachstumsverhalten
von Polynomen durch den fithrenden Term dominiert wird.

LEMMA 7. Fiir alled € N, d > 0, alle ¢, € R mit cq # 0 und alle e > 0
existiert ein ng € N, so dass
d
(20) (cqg—e)n? < Z cxnt < (cq+e)nd Vn > ny.
k=0
BEwEIs. Es gilt
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Da lim, oo n * = 0 fiir alle k& € N, k£ > 0, existiert ein Index ny, zum
Beispiel ng := dmax(|cg| : £ =0,...,d — 1), mit

d—1
Cd—1 C1 Ck
*5<T+...+W:ZW<€ VTLZTLO
k=0
Nun folgt
d—1 c
d d k d
n“(cqg—e) <n®|cqg+ —— | <n%cg+¢€) Vn > ng.
(ca —¢) (d kz—o”d_k> (ca+e) > ng

]

FOLGERUNG 8. Fliir jedes Polynom P(n) mit reellen Koeffizienten und
alle a € R mit a > 1 existiert ein ng € N, so dass a™ > P(n) Vn > nyg.

BEwEIS. Wenn P ein Polynom vom Grad k ist, dann existieren nach
Lemma 7 ein Index n; € N und eine Konstane ¢ € R mit P(n) < cn” fiir
alle n > ny. Nach Folgerung 7 existiert ein Index ny € N mit a” > en®
Vn > ng. Fiir alle n > max(n1, ns) gilt nun a® > cenf > P(n), also ng =
max(ny, ng). O

BEMERKUNG 24. Beachtet man, dass a” = e®™%, so besagt Folgerung
8, dass die Exponentialfunktion stérker /schneller wichst als jedes Polynom.
Deshalb bevorzugt man Losungsalgorithmen, deren Laufzeit polynomial und
nicht exponentiell von der Linge der Eingangsdaten abhéingen. Es ist jedoch
moglich, dass dieser ,, Laufzeitvorteil” erst fiir sehr grofie Eingangsdaten auf-
tritt. So gibt es zum Beipiel fiir das Problem der linearen, diskreten Op-
timierung zwei Losungsalgorithmen, den Simplexalgorithmus und den El-
lipsoidalgorithmus. Der Simplexalgorithmus besitzt (im ungiinstigsten Fall)
exponentielle Laufzeit. Er ist aber relativ leicht zu programmieren. Der El-
lipsioidalgorithmus besitzt polynomiale Laufzeit, allerdings mit grofien Ko-
effizienten. Die Programmierung des Ellipsoidalgorithmus’ ist relativ auf-
wendig. Obwohl der Ellipsoidalgorithmus qualitativ besser ist als der Sim-
plexalgorithmus, wird in der Praxis oft der Simplexalgorithmus bevorzugt,
weil er einfacher umzusetzen ist, fiir grofle (aber nicht zu grofie) Datenmen-
gen schneller ist als der Ellipsoidalgorithmus und der ungiinstigste Fall, der
zur exponentiellen Laufzeit fiihrt, nur selten eintritt. [

BEISPIEL 16. Fiir welche n € N gilt n! > 37 Wir testen, ob diese Unglei-
chung fiir kleine n gilt und formulieren und beweisen dann eine allgemeine

Aussage.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n! 1 1 2 6 24 120 720 > 5000 > 40000
3" 1 3 9 27 81 243 729 <2400 < 7500
nl?73 = < < < < < < > >

Mit vollstdndiger Induktion folgt n! > 3" fiir alle n > 8, denn fiir n > 8
gilt (n+1)! = (n+ 1)n! > 33" = 37! Die Ungleichung n! > 3" gilt also
fir allen > 7.
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SATZ 20. Fiir alle a € R existiert ein ng € N, so dass n! > a™ fiir alle
n > ng.

BEwEIs. Wir brauchen die Voraussetzung a > 1 nicht, weil o < 1 fiir
alle @ mit |a| < 1 und a” < |a|™ fiir alle a € R gilt.
Sei ny; € N mit ny > 2a. Fiir alle k > ny gilt 7 < % und damit

a” — moty, — moty, 1
o [1 o I1 % I1 Bl S 11 % | gn—mte
k=1 k=1 k=n1 k=1
Hat man @ und k; gewéhlt, so ist der Faktor § := H;”:_ll 7 konstant. Wir
wissen schon, dass die Folge 2" unbeschrankt wichst. Also existiert ein Index
nog > ni, so dass 2"+ > G fiir alle n > ng. Fiir alle n > ng gilt nun
an—T < 1, also a™ < nl. O






KAPITEL III

Primzahlen

Eine natiirliche Zahl p > 1 heifit Primzahl, falls sie nur durch 1 und
sich selbst teilbar ist. Wenn p eine Primzahl ist, so folgt aus a € N und alp,
dass a =1 oder a = p ist.

SATZ 21 (Existenz der Primzahlzerlegung). Jede natirliche Zahl n > 1
laft sich als Produkt von Primzahlen schreiben oder ist selbst eine Primzahl.

BEWEIS. Diese Aussage beweist man mit vollstdndiger Induktion. Die
Zahl 2 ist eine Primzahl. Fiir n > 2 gilt entweder n ist eine Primzahl,
oder n ist keine Primzahl. Im ersten Fall ist nichts weiter zu zeigen. Im
zweiten Fall existieren a,b € N mit 1 < a,b < n und n = ab. Da sich
nach Induktionsvoraussetzung a und b selbst Primzahlen oder Produkte von
Primzahlen sind, ist auch n = ab ein Produkt von Primzahlen. U

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 existieren also Primzahlen p; < ps <
... <pmund k; €N, k; > 1, so dass
Tk
ki k - j
(21) n=pi'ph* - pir =[] p;7
j=1
Die Zerlegung in ein Produkt nennt man Primzahlzerlegung.
LEMMA 8. Wenn p eine Primzahl ist und plab, dann gilt pla oder p|b.

BeEwEls. Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir eine Primzahl p nicht
fiir alle a, b gilt. Sei p die kleinste Primzahl, fiir die Behauptung nicht gilt.
Dann gibt es a < b € N mit plab und p fa und p fb. Wir wihlen a und b so,
dass das Produkt minimal wird.

Wenn plab, dann p|(a — mp)(b — np) fiir alle m,n € N, und wenn p Jfa
und p /b, dann p f(a —mp) und p f(b— np) fir alle m,n € N. Also kénnen
wir 0 < a,b < p annehmen.

Wenn plab, dann ab = ¢p fiir ein ¢ € N. Wegen 0 < a,b < p, folgt
1 < ¢ < a, da p eine Primzahl ist. Nun ist aber auch c eine Primzahl oder
Produkt von Primzahlen. D.h. es gibt eine Primzahl ¢ mit g|ab. Aus der
Minimalitit von p folgt g|a oder ¢|b. Es gibt also Zahlen o’ und b’ mit p|a’t/,
p fa', p f/ und &'t = ¢p/q < ab. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitét
von ab. ([

SaTz 22 (Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung). Die Primzahlzerlegung
ist eindeutig.

31
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BEwEIS. Wir miissen zeigen, dass aus
m T

ki _ lj

[Ir7 =119
j=1 I=1

fiir Primzahlen p1 < ... <pm, q1 < ... < ¢ und kj,l; > 0 folgt, dass m = r,
p; = qj und k; = [; fiir alle j. Dies kann bequem mit vollsténdiger Induktion
gezeigt werden. Da es nur eine Primzahl < 2 gibt, folgt 2 = 2!, also m = 1,
p1 =2 und k; = 1. Wenn

m T
k; 2
n=][r/ =1lg"
j=1 =1
so folgt pi|n und damit p; = ¢; fiir einen Index ¢ und

m
m = [0 = [ <n.
j=2 I#i
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt ¢« = 1, p; = g fiir alle j, k1 —1 =1 -1
und k; = [; fiir alle j > 1. ([l
SATZ 23. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
BeEweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen gibt.
Diese sind p1,...,pn. Nun sei n := Hgilpk + 1. Dann gilt n [py fiir alle

k. Also ist n eine Primzahl. Andererseits gilt n > p, fiir alle k. Dies ist ein
Widerspruch. O

FOLGERUNG 9. Fine natirliche Zahl n mit der Primzahlzerlegung n =
m | kj
[IL,p;” hat

(22) [k +1)

m
j=1
Teiler.

BeEwEIS. Wenn m|n, dann [; < k; fiir alle j in der Primzahlzerlegung
m:HTzlpy, also [; € {0,1,2,...,k;} fur alle j. O



KAPITEL IV

Zahldarstellungen beziiglich verschiedener Basen

Firb € N, b # 0,1, und Symbole ai, € {0,1,...,b—1} heifit (amam—1...a1a0)p
die Darstellung der Zahl » ;" apb® zur Basis b:

(23) (amam_1 . alao)b = Z akbk

1. Darstellung zur Basis b fiir natiirliche Zahlen

SATZ 24. Fiir alle b € N mit b # 0,1 besitzt jede natiirliche Zahl eine
eindeutige Darstellung zur Basis b.

BeEwEIs. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit und dann die Existenz ei-
ner Darstellung zur Basis b.

Wenn n = (amam—1...a1a0)y = (a,al,_;...a}a()y, dann sei d der
grofite Index mit aq # a;. Nun gilt

(@mm—1 - ..a1ap)y = (al,al, 1 ...a\ay)s

Zm:akbk = Zm:akbk
Zakbk—i— Z arb® —Zakbk—&- Z ah bk

k=d+1 k=d+1
Zakbk Za bk
d—1
(ag — aly)b® = Z:(a§€ — ap)b".
k=0

Da ag,aj, € {0,1,...,b— 1} fiir alle k, folgt |a) —aj| < b—1 fiir alle k. Nun
folgt

d—1 d—1 d—1
(af, — ap)b*| < lah, — ap|b® <) (b —1)p*
k=0 k=0 k=0
d—1 1 bd
=(b-1 V=0b-1)—=p"—1<p?
GEE . <
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Daraus folgt aq = a).

Wihlt man a; € {0,1,...,b — 1} fiir £ = 0,...,m beliebig, so kann
man 2™ verschiedene natiirliche Zahlen < 2™*+1 — 1 darstellen. Es gibt
aber genau 27t! — 1 natiirliche Zahlen < 2™+! — 1. Darum besitzt jede
natiirliche Zahl eine Darstellung zur Basis b. O

Fiir natiirliche Zahlen erhélt man die Darstellung zur Basis b mit Hilfe
des Euklidischen Algorithmus, der auf der Division mit Rest beruht. Fiir n €
N und b # 0 existieren eindeutige natiirliche Zahlen m, r mit n = mb+r und
r < b. Fiir n € N erhélt man die Darstellung zur Basis b, (amam—1 - .. a1a0)p,
rekursiv. Man setzt ng = n und definiert n; und a; durch die Gleichung

(24) ng = ngp1b+ar  mit ngyi,a; € Nund 0 < ap <b
bis 141 = 0 ist.

BEIsPiEL 17. Wir suchen die Bindrdarstellung, also b = 2, der Dezimal-
zahl 327.

ng=327T=163-2+1, ap=1
ny=163=81-24+1, a3 =1
ng=81=40-2+4+1, ax=1
ny3=40=20-24+0, a3=0
ng=20=10-2+0, a4 =0
ns=10=5-240, a5=0
ng=5=2-2+1, ag=1
n=2=1-2+0, ay=0
ng=1=0-24+1, ag=1

Also gilt (327)10 = (101000111)5.

2. Darstellung zur Basis b fiir reelle Zahlen

Firz € Rmitz > 0gilt x = [z]4+2o mit 0 < xp < 1 und [z] € N. Dabei
ist |x] die groBte natiirliche Zahl < z. (0,a_1a—3...)y ist eine Darstellung
der reellen Zahl z¢ mit 0 < zg < 1 zu Basis b, falls a_j € {0,1,...,b— 1}
fiir alle k und >3, a_xb~* = .

Die a_;, konnnen wieder rekursiv berechnet werden durch

(25) bk = ag—1 + xp—1 mit ap—1 € {0,1,...,b—1} und 0 < 31 < 1.

BEISPIEL 18. Fiir # = (0,25)19 = § = 55 muss « = (0,01) gelten.

Auch der Algorithmus liefert 229 = 0,5, also x_1 = 0,5 und a_; = 0, und
2x_1=1,alsoa_9s =1 und x_o = 0.
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BrispieL 19. Fiir z = % bricht der Algorithmus zur Umwandlung in
eine Bindrzahl nie ab. Er liefert aber eine periodische Binédrzahlentwicklung.

, 1 2 g2

3_37 a_1 = ,$71—3
2 2_14 1+1 1 L
f—_—= - = —_ a_o = €TrT_o = —
3 3 35 2 ’ 2 3

1 2 2

2. —=- 3=0,2_3= 2

3 37 a—3 y -3 3
2 4 1 1
2. 2="=142-, a4=124=-.
3 3 +37 a_4 y X—4 3

Daraus folgt a_g, = 1 und a_op_1 = 0 fiir alle k € N, d.h. (1/3)19 = (0,01)a.

3. Schriftliches Rechnen im Binirsystem

Schriftliches Rechnen zur Basis b funktioniert (mit dem richtigen Ubert-
rag) wie im Dezimalsystem.

BeispIEL 20. Wir berechen (13)19 + (7)10 = (20)10 und (13)10(3)10 =
(39)10 im Binédrsystem. Es gilt (13)19 = (1101)2, (7)10 = (111)2, (1101)2 +
(111)2 = (10100)2, (3)10 = (11)2 und (1101)5(11)5 = (100111)s, denn

1101 1101-11
+ 111 - 1101
Thertrag 1110 4 41101 °
10100 100111
Die Subtraktion von Binérzahlen kann auf die Addition zuriickgefiihrt
werden. Es seien a = (ayy, . . alao)g und b = (b, blbg)g zwei m+ 1-stellige

Binsrzahlen. Wir definieren b := (b, ...b1bg)2 mlt b = 1 — by, fiir alle k.
Das Komplement b entsteht also aus b durch Vertauschung der Nullen und
Einsen. Nun gilt

7 k k _ k _ _ +1
btb=> b2P+) (1-b)2" =) "2 =5 =" -1
k= k=0 k=0
~b=0b+1-2mt
a—b=a+b+1-2""1

Da a und b nur m+ 1 Stellen haben, bedeutet die Subtraktion von 2! nur
die Streichung der fithrenden 1.

BEISPIEL 21. Wir berechen (13)10 — (7)10 = (6)10. Es gllt a = (1101)2
und b = (0111),, also m = 3. Nun folgt

b = (1000),
a+b=(10101)y
a+b+1=(10110),
a+b+1—2%=(0110)5 = (6)10.






KAPITEL V

Funktionen — Grundbegiffe

Eine (reellwertige) Funktion ist eine Abbildung f : R D D — R die
jedem Element x € D eine reelle Zahl f(x) zuordnet. Die Teilmenge D heifit
Definitionsbereich der Funktion f.

BEMERKUNG 25. Formal ist eine Abbildung f : X — Y von einer Menge
X in eine Menge Y definiert durch eine Teilmenge I'y C X x Y mit der
Eigenschaft

Ve e X ly € Y mit (z,y) € T'y.
Dann f(x) :=y, wobei (z,y) € I'y. O

BEISPIEL 22. Fiir die kinetische Energie F gilt £ = %mvz. Dabei sind
m die Masse und v die Geschwindigkeit des Korpers. Nimmt man an, dass
die Masse konstant ist, m = mg € R, so kann man die kinetische Energie
als Funktion der Geschwindigkeit auffassen: E(v) = %mon, E:R — R. Die
Geschwindigkeit v wird als unabhéngige Grofle, die konstante Masse mg als
Parameter und F als abhingige Grofle angesehen.

BEISPIEL 23. Das Ohmsche Gesetz besagt RI = U.

Nimmt man an, dass der Widerstand konstant ist, R = Ry € R, so kann
man die Stromstéirke als Funktion der Spannung auffassen: I(U) = RLOU,
I:R —R.

Nimmt man an, dass die Spannung konstant ist, U = Uy € R, so kann
man die Stromstérke als Funktion des Widerstandes auffassen: I(R) = UO%,
I : {x > 0} — R. Hier darf die unabhéngige Gréfie R nur von Werte

annehmen, die gréfler als 0 sind.

Eine Funktion, deren Definitonsbereich N ist, heifit Folge. Man bezeich-
net die Funktionswerte als Folgenglieder x,, := f(n) und schreibt {z, },en
oder (zp)nen statt f: N = R, f(n) = z,.

Wir haben in Abschnitt 8 die Folgen {n*}, {a"} und {n!} untersucht.

BEMERKUNG 26. Die Folge f(n) = n* kann sinnvoll zu einer Funktion
f: R — R fortgesetzt werden, nimlich f(z) = z* fiir 2 € R. Auch wenn
die urpriingliche Grofe, die hinter der unabhéngigen Variablen n steckt, nur
natiirliche Werte annehmen kann, so ist es doch oft sinnvoll, den Definitions-
bereich der Funktion zu vergréoflern, um Werkzeuge aus der Differentialrech-
nung, z.B. zur Extremwertbestimmung, anwenden zu kénnen. Wir werden
spiter a® und z! fiir x € R definieren. [J

37
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Fiir a,b € R mit a < b heifit (a,b) := {z € R : a < = < b} offenes
Intervall und [a,b] ;= {x € R : a < z < b} abgeschlossenes Intervall.
Diese Bezeichnungen kann man auch mischen, [a,b) = {z € R : a < z < b},
oder fiir a = —oo0 bzw. b = 0o verwenden, z.B. (0,00) = {z € R : 0 < z}.
Fine Teilmenge D C R heifit offen, wenn sie Vereinigung beliebig vieler
offener Intervalle ist, z.B. (), (0,1) U (1,2) oder R.

1. Graphische Darstellung einfacher Funktionen
Der Graph I'y einer Funktion f : D — R ist die Punktmenge

T;:={(z, f(z)): x € D} C R~

Will man den Graph einer Funktion skizzieren, so muss man sich fiir einen
charakteristischen, aussagekriftigen Ausschnitt der Ebene R? entscheiden.
Fiir einfache Funktionen, wie in den Beispielen dieses Abschnitts, reicht es
oft aus

e spezielle Funktionswerte auszurechnen und Nullstellen zu bestim-
men,

e die Steigung (siehe Abschnitt IX) in wichtigen Punkten auszurech-
nen

e und die berechneten Funktionswerte in den Stetigkeitsbereichen
(siche Abschnitt VI) so zu verbinden, dass der Graph die richti-
ge Steigung hat,

um eine grobe Skizze des Funktionsgraphen anzufertigen.

1.1. Konstante Funktionen. Fiir ¢ € R bezeichnet f = ¢ die Funk-
tion f: R — R mit f(z) = c fiir alle x € R.

1.2. Lineare Funktionen. Falls f(x) = ax + b fiir a,b € R, so heifit
f R — R lineare Funktion. Es gilt f(0) = b. Der Anstieg der Funktion f
ist konstant a.
Der Graph I'y der Funktion f ist also die Gerade durch die Punkte (0,b)
und (1,a + b).
Falls a # 0, so ist der Graph I'y die Gerade durch die Punkte (0,b) und
(=b/a,0).
Abbildung 1 zeigt den Graph der Funktion f(x) = %x +bfirb=1,b6=0
und b = —1.

Wenn a = 0, so ist f = b eine konstante Funktion. Wenn a # 0, so
nimmt f jede reelle Zahl genau einmal als Funktionswert an.

1.3. Die Funktionen f(z) = az?. Fiir alle a # 0 hat die Funktion
f:R = R, f(z) = ax?, genau eine Nullstelle, z = 0. AuBlerdem gilt
f(£1) = a. Falls @ > 0, so gilt f(x) > 0 fir alle x € R. Falls a < 0, so
gilt f(z) < 0 fir alle z € R. Abbildung 2 zeigt den Graph der Funktion
f(z)=az? fira=1,a=1/2und a = —1.
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A A

Y

=Y

ABBILDUNG 1. %x+b ABBILDUNG 2. az?
fir b= —1,0,1 fira=1,3,—1
A
y
« > 0 : ﬁ >
0 X0 1 2 x
X

ABBILDUNG 3. Sprungfunktion ABBILDUNG 4. Rechteckfunktion

1.4. Die Funktion f(x) =1/x. Wir betrachten f(x) = 1/z fiir z # 0,
also auf dem Definitionsbereich R \ {0}.

Es gilt f(1) = L, f(2) = 1/2, f(4) = 1/4, f(1/2) = 2, J(1/4) = 4,

limy, 00 f(n) = limy 00 1/ = 0 und lim,,, f(1/n) = lim,,—0o n = 0.

1.5. Die Sprungfunktion. Fiir jedes g € R hat f: R — R mit
1 ,fallsxz > xp
flz) =
0 ,falls x < xo
eine Sprungstelle in z = xg. Abbildung 3 zeigt den Graph einer Sprungfunk-
tion mit Sprungstelle .
2. Verkniipfung von Funktionen

Es seien f,g: D — R zwei Funktionen. Dann kann man durch Anwen-
dung der Rechenoperationen auf die Funktionswerte f(z) und g(z) neue
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Funktionen bilden, ndmlich die Summe f + g, das Produkt fg und, falls
g(z) # 0 fiir alle x € D, auch den Quotienten f/g:

(26) (f +9)(2) = f(z)+g(x), (f9)(z):= f(x)g(z), (D )= ﬁg

BEISPIEL 24. Betrachtet man Stromstérke /(¢) und Spannung U(t) als

zeitabhingige Funktionen, so ist die Leistung P(t) als zeitabhédngige Funkti-
on das Produkt der Funktionen U und I, also P = U1 und P(t) = U(t)I(t).

BEMERKUNG 27. Der Wert der Funktionen f + g, fg und f/g an einer
Stelle zp héngt nur von den Funktionswerten f(zg) und g(xo) ab. O

BEMERKUNG 28. Durch Addition und Multiplikation kann man aus den
Funktionen g = c fiir beliebiges ¢ € R und f(x) = x alle Polynome kon-
struieren. Die Funktionen, die man aus der Identitit f(z) = z und den
konstanten Funktionen g = ¢ durch Addition, Multiplikation und Division
bilden kann, heiflen rationale Funktionen. []

Sind f: Dy — R und ¢ : D; — R zwei Funktionen mit g(z) € Dj fiir
alle z € D1, so heifit die Funktion

(27) fog:D1 =R, (fog)(x):= f(g(x)),
die Verkettung bzw. Hintereinanderausfithrung der Funktionen f und g.

BEISPIEL 25. Fiir g : R — R mit g(z) =z +2 und f : R — R mit
Fa) =2 gilt (f o g)(x) = flg(@)) = f(r+2) = (& +2)? = a? + 4z + 4.

BEISPIEL 26. Fiir jedes a € R ist die Verkettung der Funktionen g :
R — R, g(z) =  — a, mit der Sprungfunktion f: R — R,

1 ,fallsz>0
f(x)_{o fallsz <0’

die Funktion

1 ,fallsz>a
0 ,falsz<a’

(f 0 9)(&) = £(g(e)) = £z — a) = {

Die Verkettung f(x — a) verschiebt die Sprungstelle x = 0 von f nach z = a.
Fiir alle a,b € R mit a < b erhélt man die Rechteckfunktion als

0 ,fallsx<a
flx—a)—flx—b)=<1 ,fallsa<z<b.
0 ,fallsb<zx

Abbildung 4 zeigt den Graph einer Rechteckfunktion mit Sprungstellen a
und b.
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3. Die Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp : R — R, z — €%, kann auf mehrere Arten
definiert werden:

e als Reihe

=1
x . - .n
e’ = g i
n=0
e als Grenzwert einer Folge
n
¢ = lim (1 + f)
n

n—oo
e als Losung der Differentialgleichung 3/ = y mit y(0) =1

Jeder der drei Zugénge hat seine Vor- und Nachteile. In jedem Fall benotigt
man mathematische Sétze, um die Existenz des durch eine Reihe, Folge
bzw. Differentialgleichung definierten Objektes ,, Exponentialfunktion® zu
zeigen und seine Eigenschaften, z.B. die Potenzgesetze e®t? = e%?, zu er-
mitteln.

BEMERKUNG 29. Wir definieren die Exponentialfunktion hier als Losung
einer Differentialgleichung mit Anfangsbedingung, weil dies der klassischen
Definition entspricht und Differentialgleichungen, neben den Gleichungen
wie in den Beispielen 22 und 23, ein Hilfsmittel sind, um Zusammenhéinge
zwischen physikalischen Groflen zu beschreiben. [J

BEMERKUNG 30. Die Differentialgleichung v’ = y ist eine der einfach-
sten Differentialgleichungen der Form ¢y’ = f(y) und ein Spezialfall der Dif-
ferentialgleichungen 3’ = ky mit dem Parameter k. Die Differentialgleichung
y' = ky beschreibt fiir & > 0 Wachstumsprozesse und fiir k¥ < 0 Zerfallspro-
zesse. [

Die Exponentialfunktion ist die Lésung der Differentialgleichung 3/ = y
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.
Wir benutzen die Bezeichnung e := y(z). Es gilt also ¢’ = 1 und (e*)’ = ¢?.

SaTz 25 (Funktionalgleichung). Fir alle a,b € R gilt e* > 0 und
(28) e = el

BEWEIS. Wenn e® = 0 fiir ein a € R, so héitte das Anfangswertproblem
y' = y mit y(a) = 0 zwei Losungen, ndmlich e” und y = 0. Da jede Anfangs-
wertaufgabe zur Differentialgleichung 4/ = y eindeutig lésbar ist, e =1 > 0
und die Exponentialfunktion als differenzierbare Funktion stetig ist, folgt
e* > 0 fiir alle x € R.

Wir betrachten die Hilfsfunktion h(x) = eg;ra. Diese ist wohldefiniert,
da e® > 0 fir alle x € R. Da die Exponentialfunktion eine Lésung der
Differentialgleichung 3’ = y ist, folgt

(eera)/e:r _ ea:Jra(eac)l B eerae:B _ eerae:B

b (z) = =0.

eret - erer
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f(x)=ex

ABBILDUNG 5. Die Exponentialfunktion

Aus B/ = 0 folgt h = ¢ fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen h(0) = 2—; = ¢e% und
e? =1, folgt c = e?, also e*1? = e%e fiir alle a,x € R. ([

Da die Exponentialfunktion die Differentialgleichung 3’ = y erfiillt, gilt
(e™) = e, (e*)" = (e*) = e” usw. In jedem Punkt (z, e”) ist der Anstieg der
Tangente an den Graph der Exponentialfunktion e”. Insbesondere hat die
Tangente im Punkt (0, 1) an den Graph der Exponentialfunktion den Anstieg
1. Da (e®)” > 0 fiir alle z € R, liegt der Graph der Exponentialfunktion
immer iiber den Tangenten.

BEMERKUNG 31. Fiir den Beweis der Funktionalgleichung braucht man
den Existenz- und Eindeutigkeitsatz fiir die Losung von Anfangswertpro-
blemen, den Begriff der Ableitung, die Ableitungsregel fiir Quotienten, den
Satz ,,Wenn h' = 0, dann ist h konstant“, den Begriff der Stetigkeit und
den Zwischenwertsatz. Um den Graph der Exponentialfunktion zu skizzie-
ren brauchten wir die geometrische Bedeutung der ersten und der zweiten
Ableitung. O

Abbildung 5 zeigt den Graph der Exponentialfunktion (blau), spezielle
Funktionswerte (schwarz) e und Tangenten an den Graph in diesen Punkten
(rot) fir 2 =0,z = —-1/2, v = —1 und = = —3/2.

4. Die Winkelfunktionen

Die Differentialgleichung 3’ +y = 0 ist der Spezialfall ¥ = 1 der Schwin-
gungsgleichung v’ + ky = 0 fiir k € R, k¥ > 0, die die Bewegung eines
Federpendels oder auch den zeitlichen Verlauf der Stromstéirke in einem
elektrischen Schwingkreis beschreibt.

Wir definieren die Funktionen sin und cos als Losungen dieser Differen-
tialgleichung mit speziellen Anfangsbedingungen.

Die Sinusfunktion ist die Losung der Differentialgleichung

y" +y = 0 mit y(0) =0 und y'(0) = 1.
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Es gilt also (sinz)” +sinz =0, sin0 = 0 und sin’ 0 = 1.
Die Kosinusfunktion ist die Losung der Differentialgleichung

y" +y =0 mit y(0) = 1 und y'(0) = 0.
Es gilt also (cosz)” + cosz =0, cos0 = 1 und cos’ 0 = 0.

BEMERKUNG 32. Jede Losung der Differentialgleichung 3" + y = 0 ist
von der Form asinx + bcosz fiir a,b € R. O

4.1. Ableitungen der Winkelfunktionen.
SATZ 26. Fir alle x € R gilt
(29) (sinz) = cosx und (cosx) = —sin .

BEWEIs. Fiir die Hilfsfunktion h(z) := (sinz)’ gilt h'(z) = (sinz)” =
—sinz und A”(z) = —(sinz)’ = —h(z). Die Funktion h ist also auch ei-
ne Losung der Differentialgleichung v + y = 0. Es gilt hA(0) = sin’0 = 1
und A/(0) = —sin0 = 0. Die Funktion h erfiillt also die gleichen An-
fangsbedingungen wie cos. Daraus folgt h(z) = cosx. Weiterhin folgt aus
cosx = (sinz)’ sofort (cosz)’ = (sinz)” = —sinzx. O

4.2. Kreisgleichung.

SATZ 27. Fiir alle x € R gilt

2

(30) sin?x + cos®z = 1.

BeEwEIS. Fiir die Hilfsfunktion h(x) := sin® x + cos? z gilt
h'(x) = 2sinx(sinz)’ + 2 cosz(cosx)’ = 2sinx cosz — 2 cos zsinz = 0.

Daraus folgt, dass h eine konstante Funktion ist. Da h(0) = (sin0)? +
(cos0)? =1, gilt h = 1. O
4.3. Beschrinktheit.

FOLGERUNG 10. Fir alle x € R gilt |sinz| <1 und cosx < 1.

Eine Funktion f : D — R heifit (auf D) beschrinkt, falls ein S € R
mit |f(x)| < S fiir alle x € D existiert.
Die Funktionen sin und cos sind auf R beschrénkt.
Eine Funktion f : D — R heifit (auf D) nach oben beschrinkt, falls ein
S € R mit f(z) < S fiir alle z € D existiert.
Eine Funktion f : D — R heifit (auf D) nach unten beschrinkt, falls ein
S € R mit f(z) > S fiir alle x € D existiert.
Beschrénkte Funktionen sind sowohl nach unten als auch nach oben be-
schréankt.

BEISpIEL 27. Die Funktion f(z) = 3z + 1 ist auf R nicht beschrénkt.
Aber sie ist z.B. auf dem Intervall [—2, 1] beschrankt, denn aus —2 <z <1
folgt —5 < 3z + 1 <4, also |f(z)| <5 fiir alle z € [-2,1].
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BEISPIEL 28. Die Funktion f(x) = 1/x ist auf der Menge {x > 0} nach
unten beschrinkt, denn 1/x > 0 fiir alle x > 0. Sie ist auf der Menge {z > 0}
nicht nach oben beschrinkt, denn lim,_,g1/2 = co. Jedoch ist die Funktion
f(x) = 1/x auf dem Intervall [1, c0) beschriankt, denn 1/z <1 fiir alle z > 1.

4.4. Symmetrie.

SATz 28. Fir alle x € R gilt

(31) sin(—z) = —sinz und cos(—x) = cosz.

BEwEIs. Fiir die Hilfsfunktion h(z) = sin(—z) gilt h'(z) = — cos(—x)
und h’(x) = —sin(—z) = —h(z). Die Funktion h erfiillt die Differential-
gleichung 3" + y = 0. Da h(0) = sin(—0) = 0 und A'(0) = —cos0 = —1
folgt h(x) = —sinz, da auch —sinz die Differerentialgleichung und diese
Anfangsbedingungen erfiillt.

Leitet man die Gleichung sin(—z) = — sin x ab, so erhélt man — cos(—z) =
—COS . ]

Eine Funktion f : R — R heifit gerade, falls f(—x) = f(x) fiir alle
x € R gilt.
Eine Funktion f : R — R heifit ungerade, falls f(—x) = —f(z) fir alle
x € R gilt.

BEISPIEL 29. Die Funktionen cos, f(z) = 22 und jede konstante Funk-
tion g = ¢ sind gerade, denn cos(—x) = cosx (siehe 28), f(—x) = (—x)% =
(—1)?2? = 2® = f(z) und g(—2) = c = g(x).

BEIsPIEL 30. Die Funktionen sinz und f(z) = z sind ungerade, denn
sin(—x) = —sinx (siehe Satz 28) und f(—z) = —z = —f(z).

Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch beziiglich Spiege-
lung an der y-Achse. Der Graph einer ungeraden Funktion ist symmetrisch
beziiglich Drehung um 180° um den Koordinatenursprung. Der Graph einer
ungerade Funktion bleibt unverdndert, wenn man ihn erst an der x-Achse
und dann das Bild an der y-Achse spiegelt.

4.5. Additionstheoreme.
SATZ 29. Fir alle x,y € R gilt
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
BeEwEIs. Fiir jedes a € R besitzt die Hilfsfunktion
h(z) := sin(z + a) — sinz cosa — sina cos x
folgende Eigenschaften: h(0) = 0,
h'(x) = cos(x + a) — cosx cosa + sinasin z,
h'(0) = cosa — cos0cosa + sinasin 0 = 0,

h"(x) = —sin(z + a) + sinz cosa + sinacosz = —h(z).
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Die Funktion h erfiillt die Differentialgleichung y” +vy = 0 und die Anfangs-
bedingungen y(0) = ¢'(0) = 0. Daraus folgt h = 0 und A’ = 0. O

FOLGERUNG 11. Fiir alle x,y € R gilt
(32) sin(2x) = 2sin(z) cos(z), cos(2r) = cos®x —sin?x = 2cos?x — 1.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz 29 mit x = y und der Gleichung

sin2x =1 — cos? . O

LEMMA 9. Die Funktion cosx besitzt eine Nullstelle.

BEwEIS. Wir nehmen cosz # 0 fiir alle z € R an. Dann gilt cosxz > 0
fiir alle x € R, weil cos0 = 1 > 0 und cosx stetig ist. Daraus folgt, dass
sin z monoton wachsend ist, weil (sinz)’ = cosx > 0. Daraus folgt sinx > 0
fiir alle x > 0, weil sin0 = 0 und sin’ 0 > 0. Also ist cosz monoton fallend
fiir > 0, da (cosz)’ = —sinz < 0.

Da cos eine nichtkonstante Funktion ist und cosz < 1 fiir alle x € R
gilt, existieren ein zg € R und ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 und coszg = ¢q. Da
cos(xz + zp) = cosxcosxg — sinzsinzg < gceosz fir alle z > 0, folgt mit
vollstandiger Induktion cos(nzg) < ¢". Daraus folgt lim,_,~ cosz = 0 und
damit lim, .., sinz = 1. Es existiert also ein 1 € R mit sinxzy = cosz;.
Nun gilt cos(2z1) = cos 1 coszy — sinz sinz; = 0. O

(33) g := kleinste positive Nullstelle der Funktion cosz
SATZ 30 (Spezielle Funktionswerte). Es gilt
(34) sin (g) =1,sinm =0, cosm = —1, sin(27) = 0 und cos(2w) = 1.

BEWEIS. Aus cos?z + sin?z = 1 folgt sin(n/2) = £1. Da sinz fiir z €
[0, 7/2] monoton wachsend ist, gilt sin § = 1. Aus den Additionstheoremen
fiir den doppelten Winkel folgt

sin7rzsin<—)—2sm( )cos( ) 0
cos T = cos (2 >—cos Og)—sm ( )=-1

sin(27) = 2sin(7) cos(m) =
cos(2m) = cos?(m) — sin?(7w) = 1.
([

Aus dem Additionstheorem fiir den doppelten Winkel folgt auch, dass =
die kleinste positive Nullstelle der Funkion sin z ist.

Abbildung 6 zeigt die Graphen der Winkelfunktionen auf dem Intervall
[0,7/2]. Die speziellen Funktionswerte sin0, sin(r/2), cos0 und cos(7/2)
und die Tangenten (schwarz) an den Graph der Funktionen in den Punkten
x = 0 und x = 7/2 sind eingezeichnet. Sie liefern einen Anhaltspunkt fiir
das Aussehen der Graphen.
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8 coslx sinlx co! x' ’," os /\
/\ 0,51 0,251 o 0,35m 0,pm
ABBILDUNG ABBILDUNG 7. Gerade
6. sin und cos bzw. ungerade Fortsetzung
auf dem Intervall auf das Intervall
[0> 7/2] [_71—/27 7T/2]

Abbildung 7 zeigt die gerade Fortsetzung der Funktion cos z und die un-
gerade Fortsetzung der Funktion sin z vom Intervall [0, 7/2] auf das Intervall

[_71—/27 7T/2]
SATz 31 (Verschiebung und Periodizitéit). Fir alle x € R gilt

(35) sin (a: + g) =cosx, sin(r+m)= —sinz,
(36) cos <a: + g) = —sinz, cos(z+m) = —cosz,
(37) sin(x 4+ 2m) =sinx, cos(x + 2mw) = cosx.

BEWEIS. Aus den Additionstheoremen folgt mit y = 7/2

. ™ . ™ . s
sin (a: + 5) = sin(z) cos <§) + sin <§> cos(z) = cosx

(w+ 3) = costedcos (3) —sin () sin(e) = s
— = — —S1mm | — 11 = — Sin
cos (2 + 3 cos(z) cos 5 ) —sin (5 ) sin(z sinz,
mit y =m
sin (z + 7) = sin(z) cos(7) + sin(m) cos(x) = —sinz
cos (z + m) = cos(x) cos(m) — sin(m) sin(x) = — cos x,
und mit y = 27
sin (z + 27) = sin(z) cos(27) + sin(27) cos(z) = sinx
cos (z + 2m) = cos(z) cos(2m) — sin(27) sin(x) = cos .

]

Abbildung 8 zeigt die Fortsetzung der Funktionen sinz und cosz vom
Intervall [—7/2,7/2] auf R mit Hilfe der Beziehungen sin(z + 7) = —sinz
und cos(z + 7) = —cos x.
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ABBILDUNG 8. Die 27-periodischen Funktionen sinz und cos x

5. Injektivitit, Monotonie und Umkehrfunktion

Fiir eine Funktion f : D — R heiflit die Menge aller Funktionswerte
f(D):={f(z) :x € D} das Bild von f bzw. der Menge D unter f.

BErisPIEL 31. Das Bild der Funktion f : R — R mit f(z) = 22 ist das
Intervall [0, 00), denn x? > 0 fiir alle € R und zu jedem y > 0 existiert VY

und f(/y) = y.

BEIsPIEL 32. Das Bild der Funktion f: {z > 0} — R mit f(z) = 1/z
ist das offene Intervall (0,00), denn 1/z > 0 fiir alle x > 0 und zu jedem
y > 0 existiert 1/y und f(1/y) = y.

BEISPIEL 33. Das Bild der Funktion f: R — R mit f(x) = cos ist das
abgeschlossene Intervall [—1, 1], denn |cosz| < 1 fiir alle x € R, cos0 = 1,
cosm™ = —1 und cos z ist als differenzierbare Funktion stetig, nimmt also alle
Werte im Intervall [—1, 1] als Funktionswerte an (siche Abschnitt 3).

BEISPIEL 34. Das Bild der Sprungfunktion f: R — R mit

1 S fallsz >0
J) = {0 , falls x < 0

besteht nur aus zwei Elementen f(R) = {0,1}, denn diese Sprungfunktion
nimmt nur die Funktionswerte 0 und 1 an.

BEIsPIEL 35. Das Bild der Funktion f: R — R mit

T ,falls z <0
flz) =
r+2 ,fallsx >0

ist die Menge (—o0, 0] U (2, 00).

Fiir eine Funktion f : D — R heifit eine Funktion g : f(D) — R
Umkehrfunktion der Funktion f auf D, falls f(z) = y < ¢(y) = « fiir alle
x € D. Die Umkehrfunktion wird auch mit f~! bezeichnet.

Eine Funktion f : D — R heiflt injektiv auf D, falls fiir alle 1,29 € D

gilt: f(z1) = f(22) = 21 = 22.
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SATZ 32. FEine Funktion f : D — R besitzt genau dann eine Umkehr-
funktion auf D, wenn f auf D injektiv ist.

BewEIs. Durch ¢(f(z)) := « ist eine Funktion ¢ : f(D) — R wohldefi-
niert, da es zu jedem y € f(D) genau ein € D mit f(x) = y gibt. O

BEMERKUNG 33. Man erhilt den Graph der Umkehrfunktion f~! durch
Spiegelung des Graphen von f an der Geraden y = z, falls beide Koordina-
tenachsen linear und gleich skaliert sind. [J

BEISPIEL 36. Die lineare Funktion f : R — R mit f(z) = az + b mit
a,b € R und a # 0 ist injektiv auf R, denn die Gleichung y = ax + b 148t
sich nach z umformen = = (y — b)/a, da a # 0. Die Umkehrfunktion ist

9(y) =(y—1b)/a

BEISPIEL 37. Die quadratische Funktion f : R — R mit f(z) = 22 ist
nicht injektiv auf R, denn f(—z) = (—2)? = 22 = f(2) fiir alle z € R und
—z # x fiir alle x # 0. Jedoch ist f(x) = z? injektiv auf D = [0,00). Es
gilt f(D) = [0,00). Die Umkehrfunktion ist g : [0,00) — R mit g(y) = \/y.
Die Abbildung 10 zeigt den Graph der Funktion f(z) = 22 fiir > 0 und
den Graph der Umkehrfunktion g(x) = 1/ fiir > 0 und die Spiegelgerade
Yy =x.

BEIsPIEL 38. Die Funktion f : (0,00) — R mit f(z) = 1/x ist injektiv
auf D = (0,00), denn die Gleichung y = 1/x la8t sich nach & umformen
x=1/y,day e f(D) = (0,00). Die Umkehrfunktion ist g(y) = 1/y.

BEISPIEL 39 (Definition arccos). f : R — R mit f(z) = cosx ist, wie
jede periodische Funktion, auf R nicht injektiv, weil cos(z + 27) = cosx fiir
alle z € R und x # x + 27.

Aber die Funktion cosz ist auf dem Intervall [0, 7] injektiv, denn wenn
cosxy] = coszo fiir 0 < x1 < 29 < 7, dann gilt sinz; = sinxo, da sinz > 0
fiir alle z € [0, 7], und sin(xy — 1) = sinxz; cosxe — sinxg cosx; = 0, also
To = x1, weil die o = m und 1 = 0 wegen cos 0 # cos 7 ausscheidet.

Die Umkehrfunktion zu cos : [0, 7] — R wird arccos genannt. Thr Defini-
tionsbereich ist das abgeschlossene Intervall [—1,1]. Da arccos als Umkehr-
funktion definiert ist, gilt arccosy € [0, 7] fiir alle y € [—1, 1]. Die Abbildung
9 zeigt den Graph der Funktion f(x) = cosz fir x € [0,7] und den Graph
der Umkehrfunktion g(x) = arccosz fiir x € [—1,1] und die Spiegelgerade

Yy =2

6. Polarkoordinaten der komplexen Zahlen
Fir ¢ € R definieren wir
(38) €'® 1= cos ¢ + isin ¢.

Jeder reellen Zahl ¢ wird also eine komplexe Zahl zugeordnet, némlich
cos ¢ + i sin ¢.



6. POLARKOORDINATEN DER KOMPLEXEN ZAHLEN 49

A a A
.

%4

.
.
.
, 7
, .
, .
7’ l/
” .
y it Y3 ‘
, .
7z //
arccos X ’ ’
7z /’
4 2
i 7
.
.
s ,,

"
— |
,0/ p > T
X
cos X - >
10 1
X
ABBILDUNG 9. cos ABBILDUNG 10. /z
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BEMERKUNG 34. Die Zuordnung ¢ +— cos ¢ + isin ¢ ist ein Beispiel fiir
eine komplexwertige Funktion einer reellen Variablen. [J

SATZ 33. Fiir alle ¢ € R gilt |e'?| = 1.

BEWEIS. Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy mit z,y € R gilt |2]?> =
22 + y%. Nun folgt aus Satz 27

2
e?| =|cos¢+ising|? = cos ¢ +sin? ¢ = 1.

SATZ 34. Fiir olle k € Z und alle ¢ € R gilt
(39) ei(z) _ ei(¢>+2k7r)

BEWEIS. Da ¢ (®t2k7) — cos(¢ + 2kn) 4 isin(¢ + 2kn) folgt die Behaup-
tung, weil sin und cos beide 2m-periodische Funktionen sind. O

SATZ 35. Fiir alle r,¢ € R gilt rei® = re™®.

BEWEIs. Es gilt

rei® =1 cos ¢+ irsin g = r cos ¢ —irsin ¢ = r cos(—p) +ir sin(—@) = re ",
da cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist. O

6.1. Die komplexe Zahl €' fiir spezielle Winkel. Aus den speziel-
len Funktionswerten sin(km) = 0, sin(7/2+42kw) = 1, sin(37/2+ 2k7m) = —1
fiir k € Z und cos(x) = sin(z + 7/2) fiir alle x € R folgt

e = cos0+isin0 =1
eim/2 — cos(m/2) +isin(r/2) =0+i-1=1
€™ = cos(m) +isin(r) = —1+i-0=—1
™2 = cos(3/2) +isin(3m/2) =04 (—1) = —i.



50 V. FUNKTIONEN - GRUNDBEGIFFE
Aus dem Additionstheorem fiir den doppelten Winkel cos(2x) = 2 cos?(z)—1
folgt mit z = 7 /4
0 = cos(7/2) = 2cos?(w/4) — 1, also cos(m/4) = L 1\/5,
V2 o2

weil cosz > 0 fiir alle x € [0,7/2). Nun ergibt sich aus dem Additionstheo-
rem sin(2z) = 2sinz cosz fir x = 7/4

1 1
= ~V2.

1 =sin(7/2) = 2sin(nw/4) cos(n/4), also sin(w/4) = 2cos(m/4) 2

Zusammen erhalten wir mit Hilfe der Beziehungen sin(7 —z) = sin z, sin(r+
x) = —sinz, sin(2r — z) =sin(r + (7 — z)) = —sin(r — ) = —sinz

, 1
ez7r/4 — 5\/5(1 + Z)
, 1
et = L a1 4)
. 1 4
ez57r/4 — 5\/5(_1 o Z) — 67237r/4
. 1 .
ez77r/4 — 5\/5(1 o Z) — e*lﬂ'/4'
LEMMA 10 (Additionstheorem fiir den dreifachen Winkel). Fiir alle x €
R gilt
(40) sin(3z) = 3sin(z) — 4sin3(z).
BEWEIS. Aus den Additionstheoremen und sin? z + cos? z = 1 folgt
sin(3z) = sin(z + 2z) = sin(x) cos(2z) + sin(2x) cos(x)
= sin(z)(cos?(x) — sin’(x)) + 2sin(z) cos(z) cos(z)
= —sin®(z) + 3sin(z) cos?(x)
= —sin®(x) + 3sin(z)(1 — sin®(z)) = 3sin(x) — 4sin’(z).

O

Mit x = w/3 erhalten wir aus dem Additionstheorem fiir den dreifachen

Winkel
3

0 = sin7 = sin(7/3)(3 — 4sin?(7/3)), also sin(n/3) = \Qf,

weil sinz > 0 fiir alle z € (0, 7). Es folgt cos?(7/3) = 1 — sin?(7/3) = 1/4,

also cos(m/3) = 1/2, da cosx > 0 fiir alle z € [0,7/2). Aus sin(7/2 — x) =

cosz folgt wegen w/2 = 7/3 4+ 7/6 sofort sin(7/6) = 1/2 und cos(7/6) =

v/3/2. Durch Ausnutzung der Symmetrien der Winkelfunktionen erhalten
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wir
/o V3 L e L V3
2 2 2 2
(i5m/6 _ V3 n A gimys _ 1 I Z@
2 2 2 2
STT/6 _ V3 L iamps 1 Z@
2 2 2 2
Gi1m/6 _ @ B zl i57/3 _ 1 Z@
2 2 2 2

BEMERKUNG 35. Man kann die Sinus- und Kosinuswerte fiir spezielle
Winkel auch durch elementargeometrische Uberlegungen an gleichseitigen
bzw. gleichschenkligen Dreiecken herleiten. [J

BEMERKUNG 36. Mo&chte man die Werte sinz und cos z fiir beliebige

x € R (ndherungsweise) bestimmen, so kann man die Taylorreihen (siehe
Abschnitt 2)

= 2n+1

(=" o~ (=D
sinz = Z 7'x2”+1, coST = Z 2"
( ) n=0
benutzen oder zwischen tabellierten Werten interpolieren (siehe Abschnitt
4). 0
6.2. Funktionalgleichung.

SATZ 36. Fiir alle ¢1, 92 € R gilt
(41) l(P1+d2) _ i i

BEWEIS. Aus der Defintion von €, der Multiplikation komplexer Zah-
len und den Additionstheoremen fiir die Winkelfunktionen folgt

€i?1¢1%2 = (cos ¢y + i sin ¢y )(cos o + i sin By)
= COS ¢1 COS @2 + 7 Sin o cOS P1 + 2 sin P1 cos o — sin @1 sin P2
= (oS (1 €Os g — sin ¢1 sin Pg) + i(sin Pg cos Py + sin @1 cos P2)

= cos(¢1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)
— pilerte2)

Fir z € C mit z = x 4+ ¢y mit x,y € R definieren wir
(42) eF = e .= %W,
BEMERKUNG 37. Diese Definition der Exponentialfunktion fiir komple-

xe Argumente ist eine natiirliche Fortsetzung der Exponentialfunktion fiir
reelle Argumente. Mit dieser Definition gilt die Funktionalgleichung auch
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fiir komplexe Zahlen z1, z9 € C, denn falls z1 = x1 + iy1 und zo = 9 + Yo,
so gilt

eA1tze — pritaati(yi+yz) 1422 i(y1+y2) T1 82 Y1 Y2

=€ = e e €

xr1 lyl T2 'Ly2

= ePleWleh2eW2 = T1TW1pT2H12 — 21022 [

6.3. Existenz und Eindeutigkeit der Polarkoordinaten. Es sei
z € C. Wenn z = re'® fiir ein 7 € R mit » > 0 und ein ¢ € R gilt, so heifit
z = re'® eine Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahl z. Die
Zerlegung in Real- und Imaginirteil ist dann z = re’® = rcos ¢ + irsin ¢.
Da €' # 0 fiir alle ¢ € R, gilt

(43) re®=0or=0 VYr,¢cR.
LEMMA 11. Fiir alle r1,72,¢1, 02 € R mit r1,79 > 0 gilt
(44) re?t = rye'®? o 1 = ry und ¢o = ¢ + 2k fiir ein k € Z.

BEWEIS. Es reicht = zu zeigen. Da |re?| = |r| = r, folgt aus r1e!®t =
ro€'®2 gofort r; = ro. Wenn nun e®t = 92 , so gilt cos¢; = cos @y und
sin ¢1 = sin ¢9. Daraus folgt sin(¢y — ¢2) = sin ¢y cos 2 — sin Py cos 1 = 0,
also ¢1 — ¢o = km fiir ein k € Z. Nun folgt aus dem Additionstheorem mit
sin(kr) = 0 und cos(km) = (—1)F fiir alle k € Z sofort cos ¢ = cos(pz +
k) = cos ¢ cos(km) = (—1)* cos ¢3. Da die Bedingung aber cos ¢; = cos ¢
lautet, muss k gerade sein. O

SATZ 37. Fir jede kompleze Zahl z € C existieren r,¢ € R mit r > 0
und z = re'®. Falls z # 0, so gilt z = re'® fiir

(45)
arctan ¥ (x >0)
z > Yy
o] und 6= arccos 7 ) (y >0) b, 71r—i— arctan 2 (z < 0) .
—arccos £ (y <0 5T (x =0,y >0)
S (x=0,y <0)

Die Polarkoordinatendasrstellung einer komplexen Zahl z # 0 ist eindeutig,
wenn man ¢ € [0,27) fordert.

BEwEIS. Wenn z = 0, so gilt z = 7€'® fiir r = 0 und beliebiges ¢ € R.
Wenn z = x + iy # 0, so gilt r = |z| > 0,
2 2
Fotyi =B o s T Y e e (B) 4 (4) =
ror r r r rr r r

Die Funktion arccos ist als Umkehrfunktion (siehe Abschnitt 5) des cos auf
dem Intervall [—1,1] definiert und liefert Werte im Intervall [0,7]. Wenn
¢ = +arccos(z/r), dann gilt

sing = +v/1—cos2 ¢ = £1/1 — (x/r)2 = £/(y/r)2 = + -

Wenn ¢ = arccos(z/r), dann sin¢ > 0, da ¢ € [0, 7]. Falls y > 0, so gilt also
sin(arccos(x/r)) = y/r.
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Wenn ¢ = — arccos(z/r), dann sin ¢ < 0, da ¢ € [—m,0]. Falls y < 0, so gilt
also sin(— arccos(z/r)) = y/r. O

6.4. Multiplikation und Potenzen in Polarkoordinaten.

SATZ 38. Fir alle z1, 29,2 € C mit 21 = 1191, 29 = 19€'92, 2 = re'®
und n € Z gilt

(46) 2129 = r1reeP1102) ypd o — pneing

BEWEIS. In Polarkoordinaten folgt aus der Funktionalgleichung

ip1,, ip2 i1 pit2 i(p1+¢2)

Z1%9 = TI'1€ o€ = Tr1ra€ = T1ro€ .

Mit vollstéandiger Induktion folgt fiir z = 21 = 29 die Behauptung z" =
re™® fiir alle n € N. Da r~te™®re'® = 1 fiir alle r > 0 gilt, folgt 27! =
r~le”™ fiir alle z # 0. Wiederum folgt mit vollstandiger Induktion die
Behauptung 2" = r~"e~ ™ fiir alle n € N. O

6.5. n-te Einheitswurzeln. Fiir n € N, n > 0 wird eine komplexe
Zahl z € C mit der Eigenschaft z" = 1 eine n-te Einheitswurzel genannt.
Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass das Polynom z" — 1 genau n
Nullstellen besitzt. Eine n-te Einheitswurzel ist zgp = 1, denn zj = 1 fiir alle
n € N. Wir bestimmen alle n-ten Einheitswurzeln.

SATZ 39. Die n-ten Einheitswurzeln sind
(47) o= "W mitk=0,1,...,n— 1.

BEWEIS. Wir betrachten z in Polarkoordinaten, also z = re’® mit r, ¢ €
R und ¢ € [0,27). Da 0™ # 1, gilt » > 0. Nun folgt
=1 e’ =1. ¢

< r" =1 und n¢ = 2k fiir ein k € Z
2
@r:1mﬂ¢:k£fmankez

da r € R und r > 0. Aus der Bedingung ¢ € [0,27) folgt k € {0,1,...,n —
1}. O

BEISPIEL 40. Die komplexen Losungen der Gleichung 2% = 1 sind

§ 2T 1 \/g 221 PR 1 \/g

i-02% ;
p=¢€e"3 =1, z1=€3 =——+4+1—, =3 =3 =—— —i—.

2 2 2 2
Abbildung 11 zeigt die dritten Einheitswurzeln.

6.6. n-te Wurzeln. Fiir jedes a € C mit a # 0 und alle n € N mit n >
0 besitzt die Gleichung 2" = a genau n verschiedene komplexe Losungen.
Diese lassen sich einfach mit Hilfe einer Losung der Gleichung 2" = a und
den n-ten Einheitswurzeln konstruieren.
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ABBILDUNG 11. Die dritten Einheitswurzeln

SATZ 40. Wenn a = r9e'® € C mit ro > 0 und n € N mit n > 0, so hat
die Gleichung 2™ = a genau die n Ldsungen
27

i( 20
(48) zk:\”/roel<"+ ")mz’tk:(),l,...,n—l.
BEwEIs. Es gilt
. n .
(\”/roez%)> = roe'? = q.

¢
Wenn 2z eine Losung der Gleichung 2" = a ist und b := p rOeZTO, dann ist
z/b eine n-te Einheitswurzel, denn

G

Aus Satz 39 folgt

. T . . T ) ¢7 Fus
2= bt = p roel%oe’k% =3 roel( ’?+k2”)
fir k=0,1,...,n— 1. O
BEISPIEL 41. Da —8 = 8¢'™, ergeben sich die komplexen Lsungen der
Gleichung 2z* = —8 mit n = 3, ro = 8 und ¢ = m:
x 1 3
20 = V83 =2 <2+i\2[) =1+14V/3

Zl = \Zi/gez(g—{-%") = 267:7.( = —2

Abbildung 12 zeigt die Losungen der Gleichung 23 = —8.
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ABBILDUNG 12. Losungen der Gleichung 23 = —8
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KAPITEL VI

Stetigkeit

Eine Funktion f: D — R heifit stetig im Punkt xzg € D, falls fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass |f(z) — f(xo)| < € fur alle z € D mit
|x — xo] < 0 gilt. Eine Funktion f : D — R heifit stetig auf D, falls f in
allen Punkten x € D stetig ist.

BEMERKUNG 38. Anschaulich ist eine Funktion stetig, wenn man ihren
Graph zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen. Aber es gibt auch andere
Unstetigkeitsphdnomene (siehe Beispiel 51).

BEISPIEL 42 (Stetigkeit der konstanten Funktion). Die Funktion f :
R — R mit f = c ist auf R stetig, denn fiir jeden Punkt zg und alle € > 0
gilt |f(x) — f(zo)] = |c — ¢| =0 < ¢ fiir alle z € R, also § = co.

BEISPIEL 43 (Stetigkeit der Funktion f(z) = x). Die Funktion f: R —
R mit f(x) = x ist auf R stetig, denn fiir jeden Punkt z¢p und ¢ > 0 gilt
|f(z) — f(zo)| = |x — 20| < e fiir alle x € R mit [z — xo| < &, also § = .

BEISPIEL 44 (Unstetigkeit der Sprungfunktion). Die Funktion f: R —

R mit
1 ,fallsz >0
J(@) = {0 , falls x < 0

ist stetig in allen Punkten zg # 0, denn |f(x) — f(zo)| = 0 fiir alle x mit
|x — x| < |xo| = 6. Die Funktion ist in xg = 0 nicht stetig, denn fiir ¢ = 1/2
findet man kein § > 0 mit |f(z) — f(0)| < 1/2 fur alle |z| < §, weil fiir alle
x<0gilt |f(z)—1] = 1.

1. Folgen

Eine Folge {z,} reeller Zahlen ist eine Funktion N — R, n — x,, zum
Beispiel {n?} oder {1/n} oder {3"}.

Eine Folge {x,} heifit konvergent, falls ein ¢ € R existiert, so dass fiir
alle € > 0 ein Index ng € N mit |z, — ¢| < € fiir alle n > ng existiert.
Die Zahl ¢ heifit Grenzwert der Folge. Man schreibt lim,, .., z,, = c. Eine
konvergente Folge mit lim,, .. z, = 0 heifit Nullfolge.

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn zu jedem ¢ > 0 ein ng € N
mit |z, — x| < ¢ fiir alle n,m > ng existiert. Eine Folge konvergiert genau
dann gegen den Grenzwert ¢, wenn die Folge {x,, — ¢} eine Nullfolge ist.

57
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BEIspiEL 45. Die Folge {x,} mit x,, = 1/n fiir n > 0 ist eine Nullfolge,
denn fiir jedes € > 0 gilt |z, — 0| = |z,| = 1/n < & genau dann, wenn
n > 1/e. Also kann man ng als kleinste natiirliche Zahl, die gréfler als 1/e
ist, wéihlen.

BEISPIEL 46. Die konstante Folge {z,,} mit =, = c fir alle n € N
konvergiert gegen ¢, denn |x,, —c¢| = |¢ — ¢| = 0 < € fiir alle £ > 0 und alle
n € N.

SATZ 41. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

BewEIls. Wenn lim,,_,~ 2, = ¢, dann existiert ein ng € N mit |z, — | <
1 fiir alle n > ng. Aus der Dreiecksungleichung folgt |z,| = |z, — c+ ¢| <
|z, — | + |c| < ¢+ 1 fiir alle n > ng. Die endlich vielen Folgenglieder
X0, - .., Tny—1 sind beschrankt, also |z,| < S fiir alle n < ng. Daraus folgt
|z,| < max(S, |c| + 1) fiir alle n € N. O

BEISPIEL 47. Fiir alle £ € N mit £ > 0 und alle a € R mit a > 1
konvergieren die Folgen {n*} und {a™} nicht, denn sie sind nicht beschrinkt
(siehe Abschnitt 8).

SATZ 42 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Wenn {zy} und {y,}
konvergente Folgen sind, so sind auch die Folgen {x, + yn} und {x,y,}
konvergent und fiir die Grenzwerte gilt

(49) lim (z, + ypn) = ( lim mn) + ( lim yn)
n—0o0 n— o0 n—00

und
(50) lim (zpyn) = ( lim mn) ( lim yn) .

n—oo n—oo n—0o0
Falls limy, o0 yn # 0, so konvergiert auch die Folge {x,/y,} und es gilt
(51) lim <w) _ limp o0 2

n=00 \ Yn limy, 00 Yn

BEwEIs. Mit den Bezeichnungen limy, o , = a und lim, sy, = b
gilt
[(xn +yn) = (@+b)| = [zn —a+yn —b| < |zn —al + |yn — b.
Zu gegebenem ¢ > 0 existieren ny,n2 € N mit |z, —a| < ¢/2 fiir alle n > n;
und |y, — a| < e/2 fiir alle n > ngy. Daraus folgt |(x, +y)n — (a+b)| < e fir

alle n > ng := max(ni, na).
Fiir die Produktfolge {x,y,} betrachten wir

‘xnyn - ab| = ’xnyn — aYyn + aYn — ab| < ‘yonn - a| + |a|’yn - b|

Da {y,} konvergiert, ist {y,} beschrinkt, |y,| < S fir alle n € N. Zu
gegebenem ¢ > 0 existieren ny,ny € N mit |z, —a| < ¢/(25) fiir alle n > n;
und |y, — a| < €/(2|a|) fiir alle n > ny. Daraus folgt |x,y, — ab| < ¢ fiir alle
n > ng := max(ng, ng).
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Fiir die Quotientenfolge {x,y,} betrachten wir

T, a

Yn b

Tnb — Yna
Ynb

Tpb — ab — yna + ab ctn—a |yn — bl|al
Ynb - S Sl

da |y,| > S fiir alle n > ny. Zu gegebenem e > 0 existieren ny,ng € N mit
|zn, — a| < Se/2 fur alle n > ny und |y, — a| < S|ble/(2]a]) fir alle n > no.
Daraus folgt |z, /yn — a/b| < € fiir alle n > ng := max(ni, n2, n3). O

BEISPIEL 48. Fiir alle k € N mit & > 0 ist die Folge @, = 1/n* = (1)*
eine Nullfolge.

LEMMA 12 (Sandwich-Lemma). Wenn fir die Folgen {ay}, {xn} und
{A,} ein ng € N existiert, so dass a, < x, < A, fir alle n > ng und
limy, 00 @y, = limy, 00 Ay, = ¢, dann ist ¢ auch Grenzwert der Folge {x,}.

BEWEIS. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein ny € N mit |a, — ¢| < ¢ fiir alle
n > np und ein ny € N mit |4,, — ¢| < ¢ fiir alle n > ng. Daraus folgt

|zn, — ¢ < max(|An —¢|,|an —¢|]) <€
fiir alle n > max(n1, n2). O
BEISPIEL 49. Die Folge {z,} mit x, = 1/(n? + 3n) ist eine Nullfolge,
denn
1 1 1 ) 1 3 ) 1 1
—_— = —FF —_— m — = —— =
n?+3n  n? 1437 noocon? n=o00 M n—oo 1+ 3 140
Alternativ kann man mit Lemma 12 argumentieren, weil 3n? > n?+3n > n?

fiir n > 3. Damit

1
3p2 S S

wobei 1/(3n2) und 1/n? Nullfolgen sind.

LEMMA 13. Wenn {z,} eine Nullfolge und {yn} beschrinkt ist, dann ist
auch {xnyn} eine Nullfolge.

Bewers. Wenn |y,| < S fiir alle n € N, dann |z,y,| < |z,]S. Zu gege-
benem ¢ > 0 existiert ng € N mit |z, | < /5 fir alle n > ng. Daraus folgt
|xnyn| < e fir alle n > ny. O

2. Folgenstetigkeit

SATZ 43. Eine Funktion f : D — R ist genau dann in xg € D stetig,
wenn,

Jim f(zn) = f(zo) = f (nli_{go :vn)

fiir alle Folgen {z,} C D mit lim,,_, 0 x,, = x¢ gilt.
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BEwEIs. Wenn f in z( stetig ist und die Folge {z,} C D gegen xg
konvergiert, dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass | f(z)— f(z0)| <
e fiir alle x mit |x — xg| < 0. Da lim, 00 x, = X0, so existiert ein Index
no € N mit |z, — x| < d fir alle n > ng. Also gilt fiir alle n > ng auch
|f(zn) — f(x0)| < e. D.h limy oo f(xn) = f(20)-

Wenn fiir jede Folge mit lim,, o x,, = x¢ auch lim,, o f(z,) = f(z0)
gilt und € > 0, dann muss es ein 6 > 0 mit |f(z) — f(zo)| < ¢ fiir alle
|z — x| < 0 geben. Anderenfalls beféinde sich fiir jedes 6 = 1/n im Intervall
(xro—1/n,zo+1/n) einen Punkt z,, mit | f(z,)— f(xo)| > €. Diese Punktfolge
konvergiert gegen xg, aber |f(x,) — f(xo)| > ¢ fiir alle n € N. O

BEMERKUNG 39. Die Beschreibung der Stetigkeit mit Hilfe von Folgen
ist besonders hilfreich, wenn man zeigen mochte, dass eine Funktion f in
einem Punkt xg nicht stetig ist. Es geniigt dann némlich, eine gegen xg kon-
vergente Folge {x,,} mit lim,,~ f(2z,) # f(zo) anzugeben (siehe Beispiele
50 und 51). O

BEISPIEL 50. Die Sprungfunktion f: R — R mit f(z) =1, falls z > 0,
und f(z) = 0, falls < 0, ist in xg = 0 nicht stetig (siche Beispiel 44). Fiir die
Folge {z,} mit z,, = —1/n gilt lim, 00 x,, = 29 = 0 aber lim, oo f(x,) =
lim, 400 0 =0 # 1 = f(x0), da z,, = —1/n < 0 fiir alle n € N.

BEISPIEL 51. Die Funktion f: R — R mit

_)sin(l/z) L fallsz #0
J) = {0 ,falls x =0

ist in zp = 0 nicht stetig, denn fiir die Folge {x, } mit

gilt lim z, =29 =0

Tn = 2nm + /2 n—00

und
nlgEO flxy) = nlLIEO f(sin(2nm +7/2)) =1 # 0= f(xo).

BEMERKUNG 40. Die Beispiele 50 und 51 sind typisch fiir Unstetigkeits-
stellen.
In Beispiel 50 liegt in g = 0 eine Sprungstelle vor, d.h. fiir alle Nullfolgen
{zn} mit z,, > 0 fiir alle n € N existieren die Grenzwerte lim,, o f(xo+y)
und lim,, o f(xg — x,). Sie sind jedoch verschieden voneinander oder vom
Funktionswert f(xq).
Die Ursache fiir die Unstetigkeit im Beispiel 51 ist eine in der Néhe der
Unstetigkeitsstelle immer schneller oszillierende Funktion (mit konstanter
Amplitude). O

BEISPIEL 52. Die Funktion f: R — R mit

xsin(l/z) ,fallsz #0
O
0 , falls x =0
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|
i

ABBILDUNG 1. sin(1/xz) ABBILDUNG 2. zsin(1/x)

ist in zg = 0 stetig, denn fiir alle z # 0 gilt
[f(z) = f(0)] = |zsin(1/z) — O] = [x[|sin(1/z)| < |x].
Zu gegebenem ¢ > 0 gilt | f(z) — f(0)| < ¢ fiir alle z € R mit |z| < § :=e.

3. Eigenschaften stetiger Funktionen

Fiir eine Funktion f : D — R und eine Menge U C R heifit die Menge
f~YU):={x € D: f(z) € U} das Urbild von U unter f.

LEMMA 14. FEine Funktion f : D — R ist genau dann stetig auf D, wenn
fiir jede offene Menge U C R das Urbild f~*(U) eine offene Menge in D
15t.

BEWEIS. Es seien f : D — R eine stetige Funktion und U C R eine
offene Menge. Fiir jedes yo € U existiert eine > 0 mit {y : |[y—yo| < e} C U.
Fiir jedes zg € D mit f(xg) = yo existiert ein dy, », > 0 mit | f(z)—f(zo)| < e
fir alle |z — 20| < dyg,z0- Alle Mengen Vy, 5, = {x : |2 — xo| < 0y .00} sind
offene Intervalle. Es gilt f~1(U) := Uyyev Vi mo- Darum ist f~1(U) offen.

Es sei f : D — R eine Funktion mit der Eigenschaft f~1(U) ist offen
fiir alle offenen Mengen U C R. Wenn yy € f(D), dann ist {y : |y — yo| <
e} =: Uy eine offene Menge fiir jedes ¢ > 0. Daraus folgt, dass f~(Up) eine
offene Menge ist. Da zg € f~1(Up) fiir alle x9 € D mit f(zo) = yo, existiert
zu jedem xg ein Oy, mit f(z) € Up fur alle 2 mit |z — zg| < 0y,. O

SATZ 44 (Zwischenwertsatz). Wenn eine Funktion f auf dem Intervall
(a,b) stetig ist und f(z1) < f(z2) fir z1,x2 € (a,b) gilt, dann enthdlt das
Bild von f das Intervall [f(z1), f(x2)], also [f(z1), f(x2)] C f([z1,22]) C
f((a,b)).

Bewers. Wenn yo € [f(z1), f(z2)] und yo & f((a,b)), dann sind die
Intervalle U_ = (—o0,yo) und Uy = (yo,00) offene Mengen. Nun sind
f~HU-) und f~1(U,) offene Mengen mit (a,b) = f~Y(U_) U f~}(U;) und
FHU_)N f~YUy) = 0. Dies bedeutet, dass (a, b) nicht zusammenhiingend
ist. Aber jedes Intervall ist zusammenh#ngend. ([
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BEIsSPIEL 53. Fiir die Funktion f : {z # 0} —» R mit f(z) = 1/z gilt
f(=1) = =1 und f(1) = 1. Jedoch ist das Intervall [—1, 1] nicht vollstdndig
im Bild enthalten, denn f(z) # 0 fiir alle  # 0. Das Definitionsgebiet
{z # 0} ist nicht zusammenhéngend, es besteht aus den zwei Komponenten

{z <0} und {z > 0}.

SATZ 45 (Existenz von Extremwerten). Wenn f : [a,b] — R stetig, dann
existieren xo,x1 € [a,b] mit f(xo) < f(z) < f(x1) fir alle x € [a, b].

BEwEIs. Entscheidende Voraussetzung fiir den Beweis ist die Kompakt-
heit des abgeschlossenen Intervalls [a, b]. O

BEISPIEL 54. Die Funktion f : {z > 0} — R, f(z) = 1/z, ist auf
{z > 0} stetig. Sie besitzt jedoch kein Maximum, denn lim,_,o f(z) = oc.
Das Definitonsintervall (0, c0) ist nicht abgeschlossen.

Wenn f(z¢) < f(x) fiir alle z € [a, b] fiir ein zg € [a, b], so heifit der Funk-
tionswert f(z¢) Minimum der Funktion f auf dem Intervall [a,b]. Wenn
f(z1) > f(x) fir alle x € [a, b] fiir ein 21 € [a, b], so heiit der Funktionswert
f(z1) Maximum der Funktion f auf dem Intervall [a,b]. Jedes = € [a,b]
mit f(z) = f(xo) oder f(z) = f(z1) heilt Extremstelle der Funktion f
auf dem Intervall [a, b].

BEISPIEL 55. Die Funktion f(z) = 22 besitzt auf dem Intervall [—1, 2]
das Maximum f(2) = 4 und das Minimum f(0) = 0. Die Extremstelle
xr = 2 liegt am Rand des Intervalls, die Extremstelle x = 0 im Inneren
des Intervalls. Die Funktion f(z) = 22 besitzt auf dem Intervall [1,2] das
Maximum f(2) = 4 und das Minimum f(1) = 1. Beide Extremstellen, z = 1
und z = 2 liegen am Rand des Intervalls.

FOLGERUNG 12. Wenn f : [a,b] — R stetig, dann ist f auf [a,b] be-
schrinkt, d.h. es existiert ein S € R mit |f(z)| < S fir alle x € [a,b].

4. Verkniipfung stetiger Funktionen
Aus den Sétzen 43 und 42 folgt sofort:

SATZ 46. Wenn f,g: D — R auf D stetige Funktionen sind, dann sind
auch f+ g und fg auf D stetige Funktionen.
Wenn zusdtzlich g(x) # 0 fir alle x € D, dann ist auch f/g auf D stetig.

FoLGERUNG 13. Alle Polynome sind stetig auf R.

BEWEIS. Jedes Polynom entsteht durch die Verkniipfung Addition und
Multiplikation aus den stetigen Funktionen g = ¢ mit ¢ € R und f(z) =
x. U

FOLGERUNG 14. Wenn p und q zwei Polynome sind, dann ist der Quo-
tient p/q auf D .= {x € R : q(x) # 0} stetig.
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SATZ 47 (Stetigkeit verketteter Funktionen). Wenn fir zwei Funktionen
fyg gilt, dass g stetig in xo und f stetig in g(xo) ist, dann ist f o g stetig in
Zo-

BEWEIS. Fiir jedes € > 0 existiert ein 6; > 0 mit | f(g(z))—f(g(z0))| < €
fiir alle z mit |g(z) — g(zo)| < 01, da f in g(zo) stetig ist. Da g in z stetig
ist, existiert zu diesem d; ein § > 0 mit [g(z) — g(zo)| < d; fiir alle x
mit |z — 20| < d. Zusammen gilt |f(g(z)) — f(g(x0))] < e fiir alle x mit
| — xo| < 6. O

BEISPIEL 56. Die Funktionen sin(3z+5) und ¢*” sind als Verkettung der
Funktionen f(r) = sinz und g(z) = 3z + 5 bzw. f(x) = €* und g(z) = 2*
stetige Funktionen.

Mochte man eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D nur
auf der Teilmenge M C D betrachten, so schrinkt man die Funktion auf

diese Teilmenge M ein. Man schreibt f|p; um anzudeuten, dass man nur
Argumente aus M betrachtet.

LEMMA 15. Es seien f und g zwei Funktionen, deren Definitionsbereich
das offene Intervall (a,b) enthdlt.
Wenn flap) = 9lap) und g auf (a,b) stetig ist, dann ist auch f auf (a,b)
stetig.

BEWwEIs. Fiir alle § > 0 und alle 29 € (a,b) ist {x : |z — zo| < d} N (a,b)
wieder eine offene Menge, die zy enthilt. Darum existiert ein § > ¢’ > 0 mit

({z: ]z — 20| <} N (a,b) D{x: |z — x| <&}
[l
BEISPIEL 57. Die Funktion f: R — R mit

sin(1/x) , fallsx #0
o) = {300
0 ,falls x =0
ist in allen Punkten xo # 0 stetig, denn auf den offenen Intervallen (—oo,0)

und (0, c0) stimmt sie mit der Funktion sin(1/x) iiberein, die fiir z # 0 als
Verkettung der stetigen Funktionen sinz und 1/x stetig ist.

LEMMA 16. Wenn die Funktion f : (a,b) — R auf (a,b) stetig ist und
eine Umkehrfunktion besitzt, dann gilt entweder f(x1) < f(x2) fir alle a <
x1 < x9 < b oder f(x1) > f(x2) fir allea <z < x9 < b.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass fir a < 1 < x < 29 < b immer

f(x1) < fz) < flz2) oder f(x1) > f(x) > f(z2) gilt.
Wenn f(z1) > f(z) < f(x2), so folgt aus Satz 44

[f (@), min(f(21), f(22))] C f((z1,2)) und [f(z), min(f(z1), f(22))] C f((z,22)).
Wenn f(z1) < f(x) > f(x2), so folgt aus Satz 44

max(f(x1), f(22)), f(2)] C f((z1,2)) und [max(f(z1), f(z2)), f(2)] C f((2,22)).
Dies widerspricht der Injektivitdt der Funktion f. O
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SATZ 48 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Wenn die Funktion f : (a,b) —
R auf (a,b) stetig ist und eine Umkehrfunktion besitzt, so ist die Umkehr-
funktion stetig.

BewEIs. Wenn yo € f((a,b)), dann gilt yo = f(xo) fiir 2o := f~(yo).
Fiir € > 0 existieren 1,22 € [a,b] mit xg — e < 1 < 29 < x2 < x¢ + &. Aus
dem Zwischenwertsatz folgt

Yo € [f(z1), f(z2)] C f([w1,22]), falls fz1) < f(22),
oder

Yo € [f(z2), f(z1)] C f([21,22]), falls f(x2) < f(21).
Aus der Injektivitit der Funktion f folgt f~1(y) € (w1,z2) fiir alle y mit
ly — yol <& <min(yo — f(z1)],[vo — f(22)]). O

FOLGERUNG 15. Die Funktion g : [0,00) — R, g(z) = &z, ist fiir alle
ke N mit k > 0 stetig.

BEwEIS. Die Funktion f : R — R mit f(z) = z¥ ist stetig auf R und
injektiv auf [0, 00). Thre Umkehrfunktion ist g. O

5. Nullstellen von Polynomen

Eine Funktion p : R — R mit

d
p(z) = agz® +ag_ 12 '+ .+ az+ag= Z anpx” mit a, € R,aq #0
n=0
heifit reelles Polynom bzw. Polynom mit reellen Koeffizienten vom Grad
d. Jedes reelle Polynom ist stetig auf R. Ein Polynom vom Grad 0 ist eine
konstante Funktion.

5.1. Lineare Funktionen (d = 1). Jedes Polynom vom Grad 1 ist
injektiv auf R. Die Umkehrfunktion zu p(x) = ax + b mit a # 0 ist die

lineare Funktion p~!(y) = (y — b)/a. Das lineare Polynom p hat genau eine
Nullstelle, p~1(0) = —b/a.

5.2. Quadratische Polynome (d = 2). Es geniigt Polynome vom
Grad 2 mit as = 1 gut zu verstehen, denn

a a ) a a
asz? +ar1z4ag = as (m2 + Lo+ 0) = ap(2® +pz+q) mit p = —1,q "y
a2 a2 a2 az
Fiir das quadratische Polynom f(z) = 2 4+ px 4+ ¢ mit p,q € R gilt
2 2 2 2
) p _ .2 p p p _ ( p) p
=22+ 2l g=a?+ 28+ 2 2 4o b -
flz) =2+ 2x+q x° + 2:c+4 4+q :E—|-2 +q 1

Daraus folgt:
e f(—p/2) = q — p?/4 ist das Minimum der Funktion f.
o f(—p/2+ )= f(—p/2 —z) fur alle x € R, d.h. f ist symmetrisch
beziiglich Spiegelung an der Geraden x = —p/2.
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e f besitzt genau dann eine Nullstelle, wenn D := p? — 4¢ > 0. Diese
sind 12 = (—p + @)/2

5.3. Polynome héheren Grades (d > 2). Wenn a4 = 1, dann gilt

ag— a a
p(x) = 2%4aq_1297 . . Farztag = 2¢ (1 + % +...4+ xdil + x—g) = 2%h(x).

Fiir |z| > 2dmax(|ag_1], ..., |ao|) gilt 3 < h(z) < 3 und damit

2

3
5 < f(z) < ixd, falls x > 0 oder 2|d
und
Z'd 3 d
5> f(z) > 2% falls z < 0 und 2 /d,
Daraus folgt
lim f(z) = oo, falls d gerade ist,

r—+o0
und

lim f(z) =00, lim f(x)= —o0, falls d ungerade ist.
T—r00 T—r—00

Aus dem Zwischenwertsatz folgt

SATZ 49. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades besitzt mindestens eine
reelle Nullstelle.

BEISPIEL 58. Das reelle Polynom z* + 1 hat Grad 4 und besitzt keine
reelle Nullstelle, denn z* +1 > 1 > 0 fiir alle = € R.

5.4. Zerlegung in lineare und quadratische Faktoren.

BEISPIEL 59. Wir betrachten das reelle Polynom f(z) = 2% —8x+3. Wir
suchen Nullstellen und Intervalle, die Nullstellen der Funktion f enthalten.
Es gilt f(0) = 3 > 0. Um schnell, d.h. mit wenigen Rechenoperationen,
Funktionswerte f(x) auszurechnen, ist es sinnvoll, den Term z3 — 8z + 3
folgendermaflen zu schreiben:

flz) =23 - 82 +3=3+2(-8+ (0 +x(1)))

Nun gilt
F(0) =3+ 0(=8+0(0+0(1))) =3 >0
F1)=3+1(-8+10+1(1)) = -4<0
F(-1)=3-1(-8—1(0—1(1))) =10 > 0
F(2)=3+2(-8+2(0+2(1) = -5<0
F(=2)=3-2(-8—2(0—2(1))) =11 >0
£(3) =3+3(~8+3(0+3(1))) =6 >0
F(=3) =3 —3(—8 —3(0 — 3(1))) = 0.
Die Funktion f hat also die Nullstelle g = —3. Da f(0) > 0 und f(1) < 0,

befindet sich eine weitere Nullstelle im Intervall (0, 1), weil f stetig ist. Da
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ST

¢
/ \ f00=x31-8x+3 ZZ

ABBILDUNG 3. Polynom dritten Grades

f(2) < 0 und f(3) > 0, befindet sich eine weitere Nullstelle im Intervall
(2,3), weil f stetig ist. Ein reelles Polynom vom Grad 3 kann hochstens drei
reelle Nullstellen besitzen, also f(z) < 0 fiir alle z < —3 und f(z) > 0 fiir
alle x > 3. Anhand der berechneten Funktionswerte 148t sich der Graph der
Funktion f skizzieren (siehe Abbildung 3).

Polynomdivision liefert f(z) = (z — (=3))(2? — 3z + 1) = (z + 3)(2? —
3x + 1), denn

2 —8x+3= (v +3)2? - 32> -8z +3
322 —8x+3=(x+3)(—3z)+2+3
z+3=(r+3)1+0.

Die Koeffizienten des Quotienten ¢(z) := f(x) : (z + 3) erhélt man auch
bei der schrittweisen Auswertung der Klammern in f(—3) von innen nach
auflen:

F(=3)=3—-3(-8 —3(0—3(1))) =3 — 3(~8 — 3(=3)) = 3 — 3(1) = 0.

Der Wert in der innersten Klammer ist der fithrende Koeffizient im Polynom
q(z). Die reellen Nullstellen von g sind z; > = (3 + v/5)/2. Daraus folgt

fz)=23 -8z +3=(x+3) (m—3+\/5> (x_g_\/5>.

2 2

Das Polynom f(z) 1a8t sich als Produkt von Linearfaktoren schreiben.

SATz 50. Wenn p ein reelles Polynom vom Grad d > 0 ist und p(x¢) = 0
fiir ein xg € R gilt, dann existiert ein reelles Polynom q vom Grad d—1 mit

p(z) = (z — z0)q(x).
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BeEwEIS. Wenn p(z) = ZZ:O apz™ mit a, € R und a4 # 0, dann gilt
d
p(x) = p(z) — 0 = p(x) Zanm =) anaf
n=0

I
Fﬁ
IIM&

damo—ajgzl—l:().
Falls z¢p = 0, so gilt p(x¢) = ap = 0, also

d d d—1
x) = Z apt" =1x Z anx =1z Z ap+12" = zq(r) mit g(z g pi1x".
n=1 n=1 n=0

Falls xg # 0, so folgt aus der geometrischen Summenformel

k=0
n—1
(x—x0) Y afal 17F =gn — o
k=0
und
d
Zanx_xozxknlk x_xOZaanknlk
n=1
d—1
(x — o) Zxk< Z anzy ™t k) = (x — z9)q(x) mit
k= n=k+1
d—
q(z) = Z ( Z anzy k)
k=0 n=k+1

O

BEMERKUNG 41. Das Polynom ¢(x) in Satz 50 berechnet man in konkre-
ten Féllen durch Polynomdivision oder Berechnung der Klammern in p(xg)
wie in Beispiel 59 und nicht mit der expliziten Formel. [J

BEMERKUNG 42. Der Satz 50 gilt dhnlich auch fiir komplexe Nullstellen,
also zgp € C mit p(zg) = 0. Jedoch besitzt der Quotient ¢(z) := f(x)/(x—2p)
dann komplexe Koeffizienten und ist kein reelles Polynom mehr. [J

Da jedes nichtkonstante Polynom eine komplexe Nullstelle besitzt, exi-
stieren zu jedem Polynom p(x) vom Grad d komplexe Zahlen Aj,...,\; € C
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mit p(z) = (x — A1) ... (z — \g). Hat das Polynom p(x) nur reelle Koeffizi-
enten, ist es also ein reelles Polynom, so treten die komplexen Nullstellen
immer paarweise auf.

SATZ 51. Wenn p eine reelles Polynom ist und p(zo) = 0 fiir ein zg € C
gilt, dann ist auch Zg eine Nullstelle von p, also p(Zp) = 0.

BeEwers. Wenn p(z) = ZZ:O apz™ mit a, € R und p(z9) = 0, dann
folgt p(z0) =0 = ZZ:O anzy genau dann, wenn

d d d d
0= Zanz{f 0= Zanz{)‘ & 0= Z@%@O: Zanfo"@O:p(%).
n=0 n=0 n=0 n=0

Fiir diese Umformungen benétigt man die Rechenregeln z1 + 29 = zZ1 + 22
fiir alle 21,290 € C, z1 - 22 = Zz1 - 22 fiir alle 21,29 € C und T = x fir alle
z € R. U

FOLGERUNG 16. Fiir jedes reelle Polynom p(x) = ZZ:O anx™ mit a, €
R wund ag = 1 existieren x1,...,2, € R und \,...,A\p, € C\R mit d =
r =+ 2m und

T

(52)  pz) = [J(@—2p) [[ (@) fiir qe(z) == 2® — 2R(\p)z + | Ael .
k=1 k=1

BEWEIS. Ist 2y € R eine reelle Nullstelle, so gilt p(x) = (x — x¢)q(x) fiir
ein reelles Polynom ¢ mit kleinerem Grad. Wiederholt man diese Abspaltung
von Linearfaktoren x —zy, so erhélt man p(x) = ¢(z) [[_, (z—x)) wobei ¢(x)
eine reelles Polynom ohne reelle Nullstellen ist. Die komplexen Nullstellen
von ¢ treten paarweise auf. Fiir alle A € C gilt

(x =Nz =X) =22 —z(A+X) + A\ = 22 — 22R(\) + |\
Fiir diese Umformungen braucht man z + z = 2R(z) und 2z = |z|? fiir alle
z € C. O

BEMERKUNG 43. Die Linearfaktoren x — x; und die quadratischen Fak-
toren gi(z) in Gleichung 52 sind bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.
Die reellen Nullstellen x; und die quadratischen Faktoren ¢; miissen nicht
paarweise verschieden sein (siehe Beispiel 61). [

BEISPIEL 60. Das Polynom p(z) = z* + 1 hat keine reellen Nullstellen,
denn z* +1 > 1 fiir alle z € R. Es existieren also zwei reelle, quadratische
Polynome ¢; und ¢2 mit p = ¢q1¢2. Man kann diese quadratischen Faktoren
mit einem Ansatz oder mit Hilfe der komplexen Nullstellen bestimmen:

e Mit dem Ansatz q;(z) = 22 + ax + b und q2(z) = 22 + czx + d fiir
a,b,c,d € R erhalt man

a2t +1 = (22 + ax + b)(2? + cx + d)
=zt + (a+e)2® + (b+ ac + d)2® + (ad + be)x + bd,
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alsoa+c=0,b+ac+d =0, ad+bc = 0 und bd = 1. Aus
der ersten und der letzten Bedingung folgt cpa und d = 1/b. Die
restlichen beiden Gleichungen werden dann zu

1 1
0:b—a2+bund0:a<b—b>.

Da b+1/b # 0 fiir alle b € R, gilt a # 0 und damit 1/b—b = 0, also
b= +1. Wegen a? = b+ 1/b, muss b = 1 und a? = 2 sein. Daraus
folgtb:dzlunda:ﬁ:—codera:—ﬁ:—c, also

1= (2?2 + V22 +1)(2® —V2r +1).

e Die komplexen Nullstellen des Polynoms z% + 1 sind die Losungen
der Gleichung z* = —1. Da —1 = €' folgt aus der Losungsformel

A = (FHR3) k=0,1,2,3.
Es gilt
Mo = e/ = ¢im/4 = GTT/4 — Ny und Ay = /4 = ~i3T/4  gibT/4 _ s,
denn fiir alle ¢ € R gilt
(53) €i® = oS+ isSing = cosp — ising = cos(—¢) +isin(—¢) = e,
da cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist. Nun folgt
mit R(No) = v2/2, R(\1) = —v/2/2 und |\;| =1 fiir k =0,1,2,3
241 = (22=2R(No)z+| X2 (22 —2R (A1) 2+ M ) = (22 —V22+1) (22 +v22+1).

BEISPIEL 61. Das reelle Polynom p(z) = %+ 223 + 222 4222 + 1 besitzt
die reelle Nullstelle 1 = —1, denn

fl@)y=14+z2+x(2+ 22+ z(1))))
f(=1)=1-12-1(2-1(2-1(1))))
=1-12-1(2-1(1))=1-1(2-1(1))=1-1(1) =0.
Es folgt p(z) = (z — (-1))(@3 + 22 + 2 + 1) = (x + 1)h(z) mit h(z) =
2>+ 22+ 2+ 1 und
h(z) =1+ x(14+ z(1 + z(1)))
f(-1)=1-11-11-1(1))=1-11-1(0))=1-1(1) =0,
also h(z) = (x + 1)(2%2 4+ 1). Da 22 + 1 keine reellen Nullstellen hat und
ein quadratisches Polynom ist, hat man die Zerlegung p(x) = x* + 223 +

222 4+ 22241 = (2 +1)(z+1)(2? + 1) gefunden. Der Linearfaktor = 4 1 tritt
doppelt auf.






KAPITEL VII

Differenzierbarkeit

Eine Funktion f : (a,b) — R heiit im Punkt g € (a,b) differenzier-
bar, falls ein A € R existiert, so dass

lim M = A =: f'(z0).
T—T0 Tr — X0
Der Grenzwert heifit Ableitung von f in xg und wird mit f’(z() bezeichnet.
Eine Funktion f ist genau dann in z( differenzierbar mit f'(x¢) = A,

wenn fiir jede Folge {z,,} mit lim,, o =, = o gilt

(O ORI
n—00 Ty — T
Der Grenzwert ist also von der gewihlten, gegen xo konvergenten Folge {x,,}
unabhéngig.
Eine Funktion f ist genau dann in zy differenzierbar mit f’'(z¢) = A,
wenn eine Funktion 7 : (a,b) — R mit

f(z) = f(zo) + A(z — o) + r(x) und lim @) =0

T—To T — :];‘O

existiert. Fiir z &~ x¢ gilt also f(z) = f(z¢) + A(x — x¢) und der Fehler r(z),
den man bei dieser Approximation macht ist so klein, dass er stirker gegen
0 konvergiert als die Differenz x — zy der Argumente.
Der Graph der Funktion g(z) = f(zo) + A(z — ) ist die Tangente an (den
Graphen der Funktion) f im Punkt z.

Abbildung 1 zeigt den Graph der Funktion f(x) = 2 und die Tangente
(blau) an diesen Graph im Punkt zp = 2. Man sieht deutlich, dass die
Tangente fiir  ~ 2 fast mit dem Graph von f iibereinstimmt.

BEMERKUNG 44. Anschaulich ist eine Funktion differenzierbar, wenn ihr
Graph keine Knicke besitzt. Die Abbildungen 2 und 3 zeigen zwei Funkti-
onsgraphen, die Knicke besitzen. Fiir manche Funktionen ist es aber auch
unmoglich, den Graph zu skizzieren, so dass man nicht entscheiden kann, ob
,Knicke“ vorhanden sind (sieche Beispiel 65). O

BEISPIEL 62 (Ableitung konstanter Funktionen). Fiir jedes ¢ € R ist
die konstante Funktion f = c fiir alle zg € R differenzierbar und es gilt
f'(zo) = 0 fiir alle zp € R, denn

f@) = flwo) ec—c 0

T — X0 r — X0 T — X0 T—T0

71
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\ F)=x? //

g2(x)=4+4(x-2)
Tangente an f in x) =2

7

ABBILDUNG 1. f(x) = 22 mit Tangente

y
f0k x| fx)=(Ix|+1)/2
f(x)=x2
0 )
Knicke¢ in x, =-1|und x, = 1
IKnicK in x4 =0 0 0
ABBILDUNG 2 ABBILDUNG 3

BEISPIEL 63 (Ableitung von x). Die Funktion f(x) = z fiir alle 29 € R
differenzierbar und es gilt f'(z¢) =1 fiir alle 2y € R, denn

fle) = flzo) _w—xo _, |
T — X0 Tr — X0 T—T0

BEISPIEL 64 (Ableitung von x?). Die Funktion f(z) = 22 fiir alle zp € R
differenzierbar und es gilt f’(zg) = 2z fiir alle xy € R, denn
f(x) — f(zo) _ 22 —a (v —z0)(x + 20)

= =x+4+ 20 — 20+ T0 = 270.
Tr — X r — X0 r — X0 T—T0o

BEISPIEL 65. In Beispiel 52 wurde gezeigt, dass die Funktion

{x sin(1/x) , fallsx #0

J(@) = 0 , falls x =0
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in xg = 0 stetig ist. Die Funktion f ist in g = 0 aber nicht differenzierbar,

denn
f(x) — f(zo) xsin(l/x) -0 wsin(l/z)

T — X0 n z—0 n x
und die Funktion sin(1/x) ist in 29 = 0 nicht stetig (siehe Beispiel 51). Zum
Beispiel gilt

= sin(1/x)

1 1
nh_}rr;o sin(1/z,) = 0 fir z,, = Eund nh_g)lo sin(1/z,) =1 fir z,, = Dy ——t
BEISPIEL 66 (Betragsfunktion). Die Funktion f(x) = |z| ist in allen
Punkten xq # 0 differenzierbar, denn f|(_ 0y(7) = —z und f|(g,«)(z) = =,
also f'(z) = —1 fiir alle z < 0 und f'(x) = 1 fiir alle z > 0. Die Funktion
f(z) = |z| ist in z¢p = 0 nicht differenzierbar, denn

lim M = lim L/n’ =1 fir x, = 1
n—oo X, —0 n—oo 1/n n
und
i 2@ = FO) 2V M, = L
n—00 Ty, —0 n—00 —1/n n—00 —1/n n

SATZ 52 (Stetigkeit differenzierbarer Funktionen). Wenn f in xy € (a,b)
differenzierbar ist, dann ist f in xg stetig.

Bewels. Fiir jede Folge {x,} mit lim, . x, = x¢ gilt

f(an) — f(20)

R e
= lim flan) = F(wo) lim (z — x) = f'(x9) - 0 =0,
n—oo T — X n—o0o
also limy, o0 f(zn) = f(x0). O

BEMERKUNG 45. Die Eigenschaft , differenzierbar® ist also stérker als
die Eigenschaft ,stetig”. Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit. [J

1. Ableitungsregeln

Nur fiir einfache Funktionen 148t sich die Ableitung mit Hilfe der Defi-
nition bestimmen. Die Berechnung der Ableitung komplizierter Funktionen
fiihrt man mit Hilfe der Ableitungsregeln auf Ableitungen der Grundfunk-
tionen (siehe Beispiele 62 und 63) zuriick.

Satz 53. Wenn f,g : (a,b) — R differenzierbar in xog € (a,b), so sind
auch f+ g und fg in xg differenzierbar und es gilt

(54) (f +9) (w0) = f'(w0) + g'(w0)

und

(55) (f9)(x0) = f'(z0)g(xo) + f(z0)g'(x0) (Produktregel).
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Ist zusdtzlich g(x) # 0 fir alle x € (a,b), so gilt

7\ _ f'(wo)g(x0) — f(20)g (20)
(3) =

Quotiententregel).
9(x0)? ( gel)

(56)

BEWEIS. Es gilt

(f+9) (@) = (f+9)(x0) _ fz) +9(x) = (f(20) + g(20))

T — X0 T — X0

- [l | SR Z980) 1) 4/ (o)

(f9)(@) — (fg)(xo) _ fx)g(x) — f(0)g(x0)
T — X €T — Xo

_ f(@)g(x) = f(zo)g(x) + f(x0)g(x) — f(z0)g(20)

T — X0

T =0 ) 4 2= 0020)

s
=2 f'(@0)g(z0) + f(z0)g (z0)

Zo

<f> (2) — (f) (z0) flz) g(wo)) _ f(@)g(xo) — g(x) f(z0)

g g ~g(z) gl g9(x)g(xo)
_ f(@)g(xo) — f(w0)g(x0) + f(x0)g(wo) — g(x)f (x0)
g(x)g(wo)
_ (f(@) — f(z0))g(x0) — f(z0)(g(x) — g(x0))
g(x)g(wo)
(fl9)(@) = (f/lg)(xo) 1 f@) = flo) o 9(@) = g(xo)
T — g — g(x)g(xo) ( T — g 9(@o) = flzo) ) >
f'(20)g(x0) — f(20)g' (20)
@0 9(w0)g(zo)
|

BEISPIEL 67 (Ableitung von 1/z). Die Funktion h(x) = 1/x ist fur alle
xo # 0 differenzierbar, denn h = f/g mit f = 1 und g(x) = z. Aus der
Quotientenregel folgt mit f’(x¢) = 0 und ¢'(z) = 1 (siehe Beispiele 62 und
63) fiir alle zg # 0

f'(@0)g(x0) — flwo)g/(w0) _ 0 wo—1-1 1 _
9(0)? I

W (xo) =
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BEISPIEL 68 (Ableitung von z™). Fiir jedes n € N ist die Funktion
h(zx) = z™ fiir alle 2o # 0 differenzierbar und es gilt h'(z¢) = na{ !, denn

M) —hizo) 2" —af 1= (2)" (22"
r—x—0 T — T —% =\
n—1
-1 E _ n—1
v xg ,;_0 (1)" =nay™ .

Man kann diese Ausage auch mit vollstindiger Induktion beweisen. Fiir
n =1ist h(z) = 2" = 2 und W' (z) = 1 = 2° (Induktionsanfang). Fiir den
Induktionsschritt benutzt man die Produktregel h = fg mit f(z) = = und
g(x) = & Mit f'(z0) = 1 und ¢'(wo) = naf " folgt h'(xo) = f'(z0)g(x0) +
f(x0)g (v0) = 1-2f + 20 -naf ™ = (n+ 1)z},

BEISPIEL 69 (Ableitung von cf(x)). Fiir jedes ¢ € R und jede Funk-
tion f, die in xz¢ differenzierbar ist, gilt (cf) (zg) = cf’(xp), denn mit
g(z) = cund ¢'(z¢) = 0 folgt aus der Produktregel (cf) (zo) = (9f) (z0) =
f'(xo)g(xo) + f(z0)g (x0) = cf'(w0) + f(zo) - 0 = cf'(20).

BEISPIEL 70 (Ableitung von 1/z™ mit Quotientenregel). Die Funktion
h(z) = 1/2™ ist fiir alle zg # 0 differenzierbar, denn h = f/g mit g(z) = 2"
und f = 1. Aus der Quotientenregel folgt mit f’(z¢) = 0 und ¢'(z¢) = nzj
fiir alle zg # 0

F(0)g(wo) = fzo)g'(wo) 0-af —1-nag!

h/ = =
(@) o(x0)? P
1
_ .%'g _ 1 —n—1
= —N :L%n = 77’1’3:-67""'1 *nl’o

Mit Hilfe der Ableitungsregeln und der Beispiele 68 und 69 kann man
beliebige Polynome differenzieren.

FOLGERUNG 17. Fiir alle m,n € Z und alle ar € R ist die Funktion

flx)=>"0_, ara® fir alle 7o € R (baw.xg # 0, falls ay # 0 fiir ein k < 0)
differenzierbar und es gilt

(57) f(xo) = (Z akwk) = Z kapaht
k=m k=m

SaTz 54 (Kettenregel). Wenn g in xg und f in g(xo) differenzierbar ist,
dann ist f o g in xg differenzierbar und es gilt

(58) (f ©9)'(z0) = f'(9(z0))g' (z0).

T=x0
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/

1 T~
N
N
| - N
N\, 7 <
\ ; N
= 4 Ry
Y / \
- ; N
N G
o, /
\ /
N

=
o
P

sin(x+1/3)

ABBILDUNG 4. Ableitungen von f(x) und f(x 4 b)

BEWEIS. Da g in xq stetig ist, folgt

(fog)(®) — (fog)(xo)  [flg(z)) — flg(x0))

T — a T — I
flg(x)) — flg(x0)) g(x) — g(xo)

=T gl aay e d 6(@0) (o).

O

BEISPIEL 71 (Ableitung von 1/z™ mit Kettenregel). Die Funktion h(x) =
1/2™ ist fiir alle zy # 0 differenzierbar, denn h = f o g mit g(z) = 2™ und
f(z) = 1/x. Aus der Kettenregel folgt mit f’'(xg) = —1/2% und ¢'(z0) =
na:g_l fiir alle zg # 0
1 1 1 1

n— n—
ne = — ne = —n—-.
0 n AT 0 n+1
LoLo Ty

W' (o) = f'(g(w0))g'(x0) = = ywo)?

BEISPIEL 72 (Ableitung von e~*” mit Kettenregel). Die Funktion h(z) =
e~ ist fiir alle o € R differenzierbar, denn h = f o g mit g(x) = —? und
f(z) = e*. Aus der Kettenregel folgt mit f’(xg) = €™, denn mit dieser
Eigenschaft wurde die Exponentialfunktion definiert, und ¢'(x¢) = —2x fiir
alle zg € R folgt

W (w0) = '(9(x0))g/ (o) = e900) (—220) = —2wge "0

Verkettungen einer Funktion f mit g,(x) = = + b oder g,(x) = az mit
a,b € R mit a # 0, treten héufig auf. Es gilt (f o gp)(z) = f(x + b) und
(foga)(z) = f(ax). Wegen g;(x) = 1 und g,,(x) = a folgt aus der Kettenregel
(fog)'(z) = f'(x+b)-1= f/(x+b) und (foga)(x) = f'(az) -a = af'(ax).
Abbildung 4 zeigt die Graphen der Funktionen sin(x+7/3) und sin z und die
Tangenten in ausgewéhlten Punkten z¢ (an sin(x +7/3)) und g+ 7/3 (an
sin ). Abbildung 5 zeigt die Graphen der Funktionen sin(2z) und sin z und
die Tangenten in ausgewihlten Punkten z( (an sin(2x)) und 2z( (an sinz).
Fiir g(z) = (950 gu)(z) = az + b gilt damit ¢/(z) = a, (f 09)(z) = f(az + b)
und (f o g)'(z) = af'(ax + b).
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A N :
AN . ~ SIin X
. . N
W Y <

I N
’ N

sin(2x)

ABBILDUNG 5. Ableitungen von f(z) und f(ax)

BEMERKUNG 46. Der Graph der Funktion f o g ist der um b nach links
verschobene Graph der Funktion f. Man erh#lt den Graph der Funktion
f 0 ga durch Anderung der Skala auf der z-Achse im Graph der Funktion f.
Die x-Werte werden a-mal schneller durchlaufen.

2. PHospitalsche Regel

SATZ 55. Wenn die Funktionen f und g in xq differenzierbar sind und
f(xo) = g(wo) = 0 gilt, dann

falls ¢'(xo) # 0.

BEwEIs. Da f und ¢ in xg differenzierbar sind, existieren Funktionen
rg,rg mit f(z) = f(zo) + f'(z0) (& — m0) + r4(2), g(x) = g(z0) + ¢ (z0)(x —
x) + r¢(z) und

lim 777(37) = lim ng)
T—=T0 T — X T—=To T — X

Da f(zo) = g(zo) = 0 folgt

f@) _ fo) + f'(@o) (@ —xo) + rp(x) _ f(wo)(x — o) +74(x)

(o)

9(x)  g(xo) + ¢'(x0)(x — wo) +74(x)  g'(20)(x — o) +1g(x)
(o)
(o)

=0.

Zo

ry(z)

_ Fwo) + 255 @) +0 _ [0
oo+ 2y 5 T +0 )
falls dieser Quotient existiert, also ¢'(xg) # 0. O

BEISPIEL 73. Fiir f(z) = e* — 1 und g(z) = =z gilt f(0) =0, g(0) =0,
F(2) = e, F(0) = 1, ¢/(x) = 1 und ¢/(0) = 1, also

. ef =1 fl(0) 1
lim = =-
=0 X g(0) 1
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BEMERKUNG 47. Wenn f’(z¢) # 0 und ¢’(0) = 0, so ist fé )) fiir x — xo
unbeschrankt. [

BEMERKUNG 48. Mit Hilfe von Taylorpolynomen (siehe Abschnitt 2)
1aBt sich gut beschreiben, wie oft man die ’'Hospitalsche Regel auf Aus-
driicke f/g anwenden darf und muss, um den Grenzwert lim,_,~ f(z)/g(x)
zu berechnen. [

Ist eine Funktion f : (a,b) — R in allen = € (a,b) differenzierbar, so
wird durch die Zuordnung z — f'(z) eine Funktion f’: (a,b) — R definiert.
Sie heifit Ableitung der Funktion f. Ist die Funktion f’ stetig auf (a,b), so
heifit f stetig differenzierbar.

BEISPIEL 74 (Nicht stetig differenzierbare Funktion). Die Funktion

x?sin(1/x) , falls z # 0
fla) = (1/x) f
0 , falls z =0

ist differenzierbar mit f’(z) = 2z sin(1/z) — cos(1/x) fiir x # 0 und f/(0) =
lim, 0z sin(1/x) = 0. Da lim,_,o cos(1/z) nicht existiert, ist f’ in zg = 0
nicht stetig.

SATz 56 (Mehrfache Anwendung der I'Hospitalschen Regel). Wenn die

Funktionen f und g stetig differenzierbar auf (a,b) sind und f(zo) = g(xo) =
0 fir ein xo € (a,b) gilt, dann

lim M = lim (=)

A g(x)  w g(a)
falls ¢'(x) # 0 fiir alle x # xo und der rechte Grenzwert existiert.

)

Bewers. Falls ¢/(zg) # 0, so folgt die Behauptung aus der Stetigkeit der
Funktionen f” und ¢’ und Satz 55. Falls

f'(=)
z=a0 ¢ (2)
so existieren zu jeden £ > 0 ein 6 > 0 mit ¢'(z) # 0 fiir alle z # ¢ mit
|z — x0|] < 6 und
f'(=)
g'(x)
Da f(x0) = g(z¢) = 0, folgt mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung (siehe )

fl) [ )—ag( ) _ () = f(@0)) — alg(x) — g(x0))

=a €R,

<e V|z—mo| <6, also |f'(z)—ag' ()| < e|g' (x)| V|z—20| <.

—a

g@) g(x)

- ( / ree-a [ g©i) = [ (71 - as©)
1 €

'f(@_

g9(z)

)~ ag/ (€)1 < = / 9(©)lde
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Falls ¢'(x) > 0 fiir z > g, so |¢'(§)| = ¢'(§) und g(z) > 0 fiir alle g < £ < x
und

'gg; - a' < ——(g(z) — g(0)) = ——g(x) = .

|g(x)] l9(z)]
Falls ¢/(x) > 0 fiir < g, so |¢'(§)] = ¢'(§) und g(x) < 0 fiir alle x < & < 29
und
@_ ° —g(x x = c —g\r)) =
Falls ¢'(z) < 0 fiir z > 0, so [¢'(§)] = —¢'(§) und g(z) < 0 fiir alle
z9 < € < z und
f(=) ° (—g(z 20)) = —(—g(x)) =
Falls ¢'(z) < 0 fir x < zp, so |¢'(§)] = —¢'(§) und g(z) > 0 fir alle
x < €& < x9und
M—a c z) — g(z0)) = — x)=¢
7 | < o)~ tend = et =<

BEMERKUNG 49. Der Beweis des Satzes 56 benutzt Ergebnisse aus Ka-
pitel VIII. OJ
3. Monotonie

Das Vorzeichen der Ableitung f’(x) einer Funktion f im Punkt z be-
schreibt das Wachstumsverhalten der Funktion f in der Ndhe des Punktes
ZQ-

LEMMA 17. Wenn f'(xg) > 0, dann existiert ein § > 0 mit f(x1) <
f(x) < f(xe) fiir allex — 6 < x1 < x <9 < T+ 0.

BEWwWEIS. Da f in xg differenzierbar ist, existiert eine Funktion r mit

r(z)

= ! — d li = 0.
f(x) = f(zo) + f(20)(x — x0) + r(x) un LA ——
Es existiert also ein § > 0 mit
! /
riz) < fao) V|z—x0| < 9, also |r(z)] < mkﬂ—x(ﬂ V|z—z0| < 4.
T — X0 2 2

Fiir 29 4+ 6 > 29 > 20 folgt r(29) > —1 f'(x0) (22 — 2¢) und damit

f'(@0) (2 — m0)
2

flx2) > f(xo) + f'(zo) (w2 — o) —

f'(20) (w2 — 20)
2

= f(zo) +

da x9 — 29 > 0 und f'(zg) > 0.

> f(20),
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Fiir mg — 0 < 21 < 20 folgt r(z1) < —3 f(z0)(z1 — z0) und damit

f(@1) > fwo) + f'(wo)(x1 — xo) — f'(zo) (a1 — o)

2
f'(20) (w1 — 20)
2

= f(wo) +

da x1 — 29 < 0 und f'(zg) > 0.

> f(mO)v

FOLGERUNG 18. Wenn f'(x¢) < 0, dann existiert ein 6 > 0 mit f(x1) >
f(z) > f(ze) firalex —0 <z <x <x9 <T+0.

BEWEIS. Fiir die Funktion g(z) := —f(z) gilt ¢'(z0) = —f'(zo) > 0,
9(x) > g(wo) & f(2) < f(wo) und g(z) < g(wo) < f(z) > f(o)- O

Eine Funktion f heiffit streng monoton wachsend auf dem Intervall
(a,b), falls f(z1) < f(x2) fur alle x1, 22 € (a,b) mit x; < 2.

Eine Funktion f heifit streng monoton fallend auf dem Intervall (a, ),
falls f(x1) > f(z2) fiir alle 21,22 € (a,b) mit 1 < z2.

FOLGERUNG 19. Wenn f'(z) > 0 fiir alle x € (a,b), dann ist f streng
monoton wachsend auf (a,b).
Wenn f'(x) < 0 fiir alle x € (a,b), dann ist [ streng monoton fallend auf

(a,b).

BEMERKUNG 50. Das Monotoniekriterium in Folgerung 19 ist nicht not-
wendig. Zum Beispiel ist die Funktion f(x) = 23 streng monoton wachsend,

aber f'(r) = 322 und f'(0) = 0. O

FOLGERUNG 20. Es sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b].
Wenn f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), dann ist f(a) das Minimum und f(b)
das Maximum von f auf [a,b).
Wenn f'(x) < 0 fir alle z € (a,b), dann ist f(a) das Mazximum und f(b)

das Minimum von f auf [a,b].

BEISPIEL 75. Die Funktion f(x) = 22 besitzt die Ableitung f'(z) = 2z.
Fiir alle z € [1,2] gilt f'(z) > 0. Darum ist f(1) = 1 das Minimum und
f(2) = 4 das Maximum der Funktion f auf [1,2]. Es gilt f(-1/2) =-1<0
und f(1/2) = 1 > 0. Auf dem Intervall [—1,2] wird das Minimum der
Funktion #? nicht am Rand angenommmen.

BEMERKUNG 51. Eine Funktion f : [a,b] — R kann ihre Extremwerte
auch am Rand annehmen, wenn sie nicht monoton ist. In Abschnitt 4 wird
die Bestimmung der Extremwerte einer differenzierbaren Funktion bespro-
chen. [J

FOLGERUNG 21. Wenn f'(x) > 0 fiir alle z € (a,b) oder f'(x) <0 fiir
alle © € (a,b), dann besitzt f auf (a,b) eine Umkehrfunktion.

BEMERKUNG 52. Das Kriterium fiir die Existenz einer Umkehrfunkti-

on in Folgerung 21 ist nicht notwendig. Zum Beispiel besitzt die Funktion
f(z) = 23 die Umkehrfunktion f~!(x) = &z. Jedoch gilt f/(0) =0. O
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BEMERKUNG 53. In Abschnitt 5 wird die Ableitung der Umkehrfunktion
bestimmt. [

4. Extemwerte

Sei f : [a,b] — R eine stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion.
Wenn f(zp) ein Maximum, also f(z) < f(z¢) firr alle € [a,b], oder ein
Minimum, also f(xz) > f(zo) fir alle € [a,b], dann ist f(zo) auch ein
Extremwert der Funktion f im Vergleich zu Funktionswerten f(z) fiir Ar-
gumente x, die in der Néhe von xg liegen. Diese lokalen Extremstellen, lassen
sich mit Hilfe der Ableitung einfach charakterisieren.

Der Funktionswert f(xg) heifit lokales Maximum, falls ein § > 0 mit
der Eigenschaft f(z) < f(z¢) fiir alle z mit |z — zo| < § existiert. Der Funk-
tionswert f(xo) heifit lokales Minimum, falls ein 6 > 0 mit der Eigenschaft
f(z) > f(zo) fir alle z mit |x — xo| < ¢ existiert. Wenn f(x() ein lokales
Minimum oder ein lokales Maximum ist, dann heiffit das Argument x( lokale
Extremstelle.

SATZ 57. Wenn x¢ € (a,b) eine lokale Extremstelle der auf (a,b) dif-
ferenzierbaren und auf [a,b] stetigen Funktion f : [a,b] — R ist, dann

f’(xo) =0.
BEwEISs. Die Behauptung folgt aus Lemma 17 und Folgerung 18. (|

Die Eigenschaft f’(z) = 0 ist nicht hinreichend dafiir, dass z eine lokale
Extremstelle ist. Zum Beipiel besitzt f(z) = 23 keine lokalen Extremstellen,
aber f’(0) = 0. Betrachtet man aber das Vorzeichen der Funktion f’ in der
Nihe eines Punktes xo mit f(z¢) = 0, so kann man entscheiden, ob x( eine
lokale Extremstelle ist.

SATZ 58. Es sei f'(xg) = 0.
Wenn ein § > 0 mit f'(x) > 0 fir xo —§ < x < zo und f'(x) < 0 fiir
ro < x <o+ 6, dann ist xg ein lokales Maximum.
Wenn ein 6 > 0 mit f'(x) < 0 fir xo —§ < x < xo und f'(x) > 0 fiir
ro < x <z + 6, dann ist xg ein lokales Minimum.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Lemma 17 und Folgerung 18. (]

Wenn f(z) ein Extremwert der Funktion f auf [a,b] ist, dann ist x eine
lokale Extremstelle oder es gilt x = a oder x = b.

BEISPIEL 76. Die Funktion f(z) = 22% + 322 — 362 + 7 ist auf dem
Intervall [—4, 4] stetig und auf (—4, 4) differenzierbar. Wir bestimmen zuerst
die lokalen Extremstellen und -werte und vergleichen diese dann mit den
Funktionswerten am Rand des Intervalls, also mit f(—4) und f(4). Es gilt

f'(x) = 62% 4 62 — 36 = 6(z* + = — 6) = 6(z + 3)(x — 2),

also sind z = —3 und x = 2 die Nullstellen von f’(z). Da f/'(z) > 0 fiir
x < =3, f(x) <0 fir -3 <z <2und f'(z) >0 fir z > 2, sind z = -3



82 VII. DIFFERENZIERBARKEIT

und =z = 2 lokale Extremstellen, f(—3) ein lokales Maximum und f(2) ein
lokales Minimum. Da

f(x) =74+ 2(-36+2(3+ x(2)))
f(=4)=7—4(-36 —4(3 —4(2))) =71
f(=3)=7-3(-36—-3(3—3(2))) =88

f(2)=74+2(-36+2(3+2(2)) =-37

f(4)=7+4(-36+4(3+4(2))) =39

ist f(2) das globale Minimum und f(—3) das globale Maximum der Funktion
f auf dem Intervall [—4, 4].

5. Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

In Folgerung 21 wurde gezeigt, dass eine streng monotone Funktion eine
Umkehrfunktion besitzt. In diesem Abschnitt berechnen wir die Ableitung
der Umkehrfunktion f~! mit Hilfe der Ableitung der Funktion f.

SATZ 59 (Ableitung der Umkehrfunktion). Wenn f'(z) > 0 fir alle
x € (a,b) oder f'(x) <0 fir alle x € (a,b), dann ist die Umkehrfunktion fir
alle yo € f(a,b) differenzierbar und es gilt

Ly —71 ur = f(x
(59) (f7) (o) = o) fiir yo = f(xo).

BeEwEls. Es gilt

FH) =M yo) @) = (@) @ — o

Y — Yo f(x) = f(z0) ~ f(x) = f(xo)
1 1
= T@ I yoye f(z0)’

da f~! eine stetige Funktion ist (siehe 48) und aus y — yo auch x — xq
folgt. O

BEISPIEL 77. Die Funktion f(z) = 2* ist fiir alle k € N, k > 0, auf dem
Intervall (0, c0) differenzierbar und streng monoton wachsend, denn f'(x) =
kzF=1 > 0 fiir alle > 0. Die Umkehrfunktion f~! = i/ (0,00) = R ist
also auch differenzierbar und es gilt

(& ),_ 1 1 1 1 k1 1 1
Yo) = f/($0) - kngl - k\k/%k‘fl - k y(;c%l - kyo - k?/o )
also
1\’ 1 LR
(60) (m) = Zat ! fiir alle 2 > 0.

[Ableitung der Wurzelfunktionen]
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FOLGERUNG 22. Fir alle n,m € N mit m # 0 gilt
T / n
(61) (;UW) = Dt fir alle x > 0.
m
BEWEIS. Die Funktion h(z) = 2™/™ ist Verkettung f o g der Funktionen

f und g mit g(z) = zY/™ und f(z) = 2™ Aus f'(z) = nz" ' und ¢'(z) =
%x_(m_l)/ ™ folgt mit Hilfe der Kettenregel

n\/ n=11 _ma
(+%) = Flg@)g @) =n (e)" —a
N n-1 _m-1 n n-—m n n_q
= —ox m I m = —r m = —Im .

m m m

O

BEISPIEL 78 (Ableitung von arccos). Die Funktion cos ist auf dem
Intervall (0,7) differenzierbar und streng monoton fallend, also injektiv,
denn (cosz) = —sinz < 0 fiir alle 0 < 2z < 7. Die Umkehrfunktion
arccos : (—1,1) — (0,m) ist differenzierbar. Da arccos(cosz)) = z, folgt
aus der Kettenregel

1 = arccos(cos(x)) = arccos’(cos z)(cos ¥)’ = —(sin ) arccos’(cos ).

Wegen sin? 4+ cos? 2 = 1 folgt sinz = v/1 — cos2 z, dasinz > 0 fiir 0 < & <

7. Das bedeutet
1

b
V1 —cos?zx

arccos’ (cosx) = —

also (mit © = y = cos )

1
(62) (arccosr) = ———= fiir — 1<z <1

Vv1—22

6. Mittelwertsatz

SATZ 60 (Satz von Rolle). Wenn f differenzierbar auf (a,b) und f(x1) =
f(z2) fir 1,22 € (a,b) mit x1 < z2, dann existiert ein x € (x1,x2) mit

f'(z)=0.

BeEweIs. Die Funktion f ist auf dem Intervall [z1, z2] stetig und besitzt
deshalb ein Maximum und ein Minimum auf [a,b]. Wenn das Maximum
oder das Minimum von f auf [z}, 2] in einem inneren Punkt angenommen
wird, also fiir g € (x1,x2), so ist z( eine lokale Extremstelle und es gilt
f'(xo) = 0. Wenn f(z1) = f(x2) Minimum und Maximum der Funktion f, so
gilt f(z) = f(xy) fiir alle x € (21, 22), also f'(z) = 0 fiir alle z € (x1,22). O

Abbildung 6 illustriert den Satz von Rolle, zwischen zwei Nullstellen
einer differenzierbaren Funktion befindet sich (mindestens) ein lokales Ex-
tremum, also ein zp mit f/(xg) = 0, d.h. die Tangente an den Graph von f
im Punkt x( ist parallel zur z-Achse.
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A

X Xg=713 |, xJ-3

bl
X4=1 =11/ X X510

ABBILDUNG 6 ABBILDUNG 7. Mittelwertsatz

SATZ 61 (Mittelwertsatz). Wenn f differenzierbar auf (a,b) und x1,xs €
(a,b) mit x1 < x2, dann existiert ein x € (z1,x2) mit
flz2) — f(x
T2 — X1

BEWEIS. Die Funktion
) i= 1) = (o) + o =)

ist die Differenz der Funktion f und der Geraden f(z1) + %, die

durch die Punkte (z1, f(z — 1)) und (x9, f(x2)) verlduft. Da h eine stetige
und differenzierbare Funktion ist und h(z1) = 0 und h(x2) = 0 gilt, existiert

ein zg € (r1,2) mit h'(zg) = 0. Es gilt A/ (z) = f'(z) — %, also
f(x2) — f(z1)

f(z2) — f(x1)
To — I T2 — 1

M)

X9 — I

0= h'(z0) = f'(x0) — , doh. fi(wo) = =

O

Abbildung 7 illustriert den Mittelwertsatz, zwischen zwei Argumenten
r1 < xzo einer differenzierbaren Funktion befindet sich ein Punkt, dessen
Ableitung mit dem Anstieg der Geraden durch (z1, f(z1)) und (z2, f(x2))
iibereinstimmt.

FOLGERUNG 23. Wenn f'(z) = 0 fir alle x € (a,b), dann ist f auf
dem Intervall (a,b) konstant, d.h. es ezistiert ein ¢ € R mit f = ¢ auf dem
Intervall (a,b).

BEWEIS. Fiir beliebige x1 < xy existiert ein x € (x1, z2) mit

f’(:c) _ f(x2) — f(l‘l).

Tro9 — X1
Aber es gilt f'(x) = 0. Daraus folgt f(z1) = f(z2). O



KAPITEL VIII

Das Riemann-Integral

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R mit positiven Funktionswerten

soll das Integral f: f(z)dz den Inhalt A der Flidche messen, die durch den
Graph der Funktion f, die z-Achse und die Geraden x = a und * = b
begrenzt wird. Fiir einige Funktionen ist dieser Fldcheninhalt einfach zu
berechnen, z.B.

e A= (b—a)c fiur jede konstante Funktion f = ¢ € R, da die Fliche
ein Rechteck mit den Seitenléngen b — a und c ist (siehe Abbildung
1).

o A= 1(b? - a?) fiir die Funktion f(z) = , da die Fliche ein Tra-
pez ist (siehe ), also den Flécheninhalt (b + a)(b — a) hat (siehe
Abbildung 2).

Auf jeden Fall 148t sich der Flacheninhalt abschéitzen. Wenn m das Minimum
und M das Maximum der Funktion f auf dem Intervall [a,b] ist, so gilt
U<A<OmitU=(b—-amund O = (b—a)M fir den Flidcheninhalt
A (siehe Abbildung 3). Diese Abschiitzung kann sich verbessern, wenn man
das Intervall [a,b] in Teilintervalle zerlegt. Abbildung 4 zeigt die gleiche
Funktion wie Abbildung 3, jedoch eine Zerlegung des Intervalls [a, b] in drei
Teilintervalle. Es gilt Uy + Uy + Us < A < O1 4+ Oz + Os.

Hinter der Definition des Riemann-Integrals steckt die Idee, dass die
Differenz der Fliacheninhalte der den Funktionsgraph iiberdeckenden Recht-
ecke und der Rechtecke unter dem Funktionsgraph sehr klein wird, wenn
man das Intervall [a,b] nur in geniigend viele sehr kurze Teilintervalle zer-
legt. Um diese Idee in eine Definition zu verwandeln, muss man sicher sein

f(x)=x

A=(b+a)(b-a)/2

X

ABBILDUNG 1. [?cdx ABBILDUNG 2. [’ zdx

85
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ABBILDUNG 3 ABBILDUNG 4

konnen, dass es immer Rechtecke gibt, die den Graph iiberdecken bzw. sich
unter dem Graph befinden.

1. Definiton des Riemann-Integrals

1.1. Supremum und Infimum. Essei M C R eine beschrankte Men-
ge. Es existieren 5,5 € Rmit S > y fiiralley € M und s < y fiir alley € M.
Die Zahl S ist eine obere Schranke und die Zahl s eine untere Schranke fiir
die Menge M. Wenn S obere Schranke und Element der Menge M ist, so ist
S ein Maximum der Menge M. Wenn s untere Schranke und Element der
Menge M ist, so ist s ein Minimum der Menge M.

Es gibt Mengen, z.B. {y € R : —1 < y < 3}, die zwar beschrénkt sind,
aber kein Minimum oder Maximum besitzen. Diese Liicke wird durch die
Begriffe Infimum und Supremum gefiillt.

Das Supremum einer nichtleeren, nach oben beschriankten Menge M
ist die kleinste obere Schranke der Menge. Sie wird mit sup M bezeichnet.
Es gilt genau dann S = sup M, wenn S eine obere Schranke der Menge M
ist und jede kleinere Zahl als S keine obere Schranke der Menge M ist.

Jede nach oben beschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen besitzt ein
Supremum. Ist die Menge M nicht nach oben beschriankt, so schreiben wir
sup M = oo.

Das Infimum einer nichtleeren, nach unten beschrinkten Menge M ist
die grofite untere Schranke der Menge. Sie wird mit inf M bezeichnet. Es
gilt genau dann s = inf M, wenn s eine untere Schranke der Menge M ist
und jede grofere Zahl als s keine untere Schranke der Menge M ist.

Jede nach unten beschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen besitzt ein
Infimum. Ist die Menge M nicht nach unten beschrénkt, so schreiben wir
sup M = —o0.

BEISPIEL 79. Die Menge M = {z € R : —1 < x < 3} ist beschrénkt.
Es gilt supM = 3 und inf M = —1. Das Supremum ist gleichzeitig ein
Maximum der Menge. Das Infimum ist kein Minimum der Menge, da —1 &
M.
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BEISPIEL 80. Die Menge M = {—1,1} besteht nur aus zwei Elementen.
Es gilt sup M = max M = 1 und inf M = min M = —1. Die Folge {z, }nen
mit z, = (—1)" nimmt auch nur zwei Werte an. Sie konvergiert aber nicht,
besitzt also keinen Grenzwert.

1.2. Zerlegung. Eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] ist durch Zwi-
schenpunkte zy € [a,b] mit a = xg < z1 < ... < z, = b gegeben. Das Inter-
vall [a,b] ist damit in die n Teilintervalle Iy := [zx_1,z,] mit k = 1,...,n
zerlegt.

Das Teilintervall I} hat die Lange |Ij| := xp — x—1. Das Feinheitsmafl
|Z| der Zerlegung Z definiert als |Z| := max{|I| :==1,...,n}.

Eine Zerlegung Z,, des Intervalls [a, ] in n Teilintervalle heifit &quidi-
stant, falls alle n Teilintervalle gleich lang sind, also die Linge (b — a)/n
haben. D.h.

b—a

rr=a+k fuirk=1,...,n.

n

1.3. Ober- und Untersummen. Essei f : [a,b] — R eine beschrink-
te Funktion.

Fr eine Zerlegung Z wie in Abschnitt 1.2 seien m; das Infimum und My
das Supremum der Funktion f auf dem Intervall I, also

my = inf{f(x) : x € [xg_1,xk]} und My :=sup{f(x) : = € [xx_1,xk]}-

Die Obersumme Oz und Untersumme Uz der Funktion f auf dem In-
tervall [a, b] beziiglich der Zerlegung Z sind

n n
(63) OZ ::ZMk(-rk_xkfl); Ug ::ka(a:k—xk,l).
k=1 k=1
Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit auf dem Intervall [a,b]
Riemann-integrierbar, wenn das Infimum aller Obersummen gleich dem

Supremum aller Untersummen ist. Dieser Wert wird mit f; f(z)dx bezeich-
net und bestimmtes Intergal der Funktion f auf dem Intervall [a,b] ge-
nannt:

b
/ f(z)dz := inf{Oz : Z Zerlegung} = sup{Uz : Z Zerlegung}

BEISPIEL 81 (Integral der konstanten Funktion). Fiir jede konstante
Funktion f = ¢ € R und alle a < b € R gilt my = My = c fiir alle
Zerlegungen Z, also

Uz = ka(aﬁk —Tp_1) = Z c(xp —xp—1) = c(b—a)
k=1 k=1
und
Oz = ZMk(iUk —xp-1) = ) c(xp —xp-1) = c(b—a)
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Aus {Oz : Z Zerlegung} = {Uz : Z Zerlegung} = {c(b — a)} folgt f; cdr =
¢(b — a). Dies stimmt mit der Motivation des Integrals als Flidcheninhalt
(siehe Abbildung 1) iiberein.

BEMERKUNG 54. Das Integralzeichen [ erinnert an den Buchstaben
»9“ und damit daran, dass integrieren etwas mit ,,Summieren® zu tun hat.
Die Bezeichnung dx macht deutlich, dass man zur Definition des Integrals
das Intervall in dem die unabhéingige Variable x liegt, in immer kleinere
Teilintervalle, Az, zerlegt hat. [

SATZ 62. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
Die Funktion f ist genau dann auf [a,b] Riemann-integrierbar, wenn es zu
jedem € > 0 eine Zerlegung Z mit Oz — Uz < € gibt.

SATz 63. Wenn f auf [a,b] Riemann-integrierbar ist, dann gilt

b
/ flz)dz = ILm Uz, = lim Oz,.

n—o0

BEWEIS. Wir zeigen lim,, o, Uz, = ff f(z)dx =: R.

Es sei € > 0. Es existieren eine Zerlegung Z = (a = xg,x1,...,zy = b) mit
Oz — Uz < ¢/3 und ein ng € N mit
b— b—
ag:ck—xk_1Vk:1,...,Nund aN(M—m)<§
10 ng 3

fiir m ;= inf{f(x) : « € [a,b]}, M :=sup{f(z) : x € [a,b]}.
Fiir alle n > ng sind hochstens N Teilintervalle der dquidistanten Zerlegung
Z,, nicht vollstdndig in einem Teilintervall der Zerlegung Z enthalten. Damit
gilt
b—a e €
R-Uz, <0z, —Ugz, SN*(M—H)+03—UZS§+§<E.
n
O
1.4. Zwischensummen. Fiir eine Funktion f : [a,b] — R, eine Zerle-
gung Z wie in Abschnitt 1.2 und £ = (§1,...,&,) mit & € I heifit

S(2,8) = f(&)(xr — xp1)
j=1

Zwischensumme der Funktion f beziiglich der Zerlegung Z und Zwischen-
vektor £.

Eine Folge (Zn,f(n))neN von Zerlegungen Z,, mit passenden Zwischen-
vektoren £(™ heift Zerlegungsnullfolge, wenn lim,, o |Z,| = 0.

SATZ 64. Es sei f : [a,b] — R.
Die Funktion f ist genau dann auf [a,b] beschrinkt und Riemann-integrierbar,
wenn fur jede Zerlegungsnullfolge die dazugehdrige Folge der Zwischensum-
men konvergiert.
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1.5. Integral fiir stetige Funktionen.

SAaTz 65. Wenn f : [a,b] — R stetig, dann ist f auf [a,b] Riemann-
integrierbar.

BEeIspiEL 82 (Integral der Funktion f(x) = x). Falls f(x) = z, so gilt
my = xp_q1 und My = x; fiir alle Zerlegungen Z. Fiir jede &dquidistante
Zerlegung Z,, folgt

- b—a b—a< b—a b—a b—a o
0z, =3 m, % = Z<a+k ); <na+ Zk)
P n n n n no =

:b—a<na+b—a‘f£rlz+1)> — —g <a+b—a‘n+1>

n n 2 2 n

s (b—a) <a+b_“> :1(b—a)(b—|—a):;(bQ—aQ):/aba:dx.

n—oo 2 2

Dies stimmt mit der Interpretation des Integrals als Flidcheninhalt iiberein
(siehe Abbildung 2).

2. Eigenschaften des Integrals

Interpretiert man das bestimmte Integral als Flicheninhalt, so sind fol-
gende Eigenschaften des Integrals anschaulich sofort klar.

SATZ 66. Wenn f auf den Intervallen |a,c] und [c,b] integrierbar ist,
dann ist f auch auf dem Intervall [a,b] integrierbar und es gilt

(64) /abf(:c)da::/acf(x)dx—l—/cbf(:c)dx.

SATZ 67. Wenn f und g auf dem Intervall [a,b] integrierbar sind, dann
sind auch f + g und cf fir alle ¢ € R auf dem Intervall [a,b] integrierbar
und es gilt
(65)

/ab(f—i—g)(:c)dg; = /ab f(m)dac—i—/abg(x)dac und /ab(cf)(a:)dac = c/ab f(z)dz.

BEMERKUNG 55. Will man f; f(x)dx auch fiir a > b konsistent definie-
ren, so folgt aus Satz 66

(66) /baf(x)dx _ /abf(a:)dx und /aaf(a:)da; —0 VabeR. O

BEMERKUNG 56. Falls f(z) < 0 fur alle z € [a,b], so gilt —f(z) > 0
fiir alle 2 € [a,b]. Aus Satz 67 folgt [’ f(z)dz = — [*—f(z)dz < O fiir
a < b. Dies kann nur mit der Vorstellung des Integrals als Maf} fiir den
Flacheninhalt vereinbart werden, wenn man den Flicheninhalt der Teile
yunter* der z-Achse mit negativem Vorzeichen versieht. [J
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\ (x)=1

ABBILDUNG 5. Sprungstelle ABBILDUNG 6. Keine Sprungstelle

LEMMA 18. Wenn f : [a,b] — R stetig auf dem offenen Intervall (a,b)
ist und die Grenzwerte

lim f(z) und lim f(x)

r—a,x>a z—b,x<b

existieren, dann ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar und es gilt

/f dw—/f

fiir die Funktion f : [a,b] = R mit f(z) = f(z) fira <z <b,
fla)= lim f(z)und f(b) = lim  f(x).

I*)al’ a
BEMERKUNG 57. Die Funktion f in Lemma 18 ist die Fortsetzung der
auf dem offenen Intervall (a,b) stetigen Funktion f : (a,b) — R zu einer
stetigen Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]. O

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise stetig auf dem Intervall
[a,b], wenn sie nur im Intervall [a,b] nur endlich viele Unstetigkeitsstellen
xp besitzt und diese Unstetigkeitsstellen ,gutartig® sind, d.h. fiir alle
existieren die Grenzwerte
und sind von oo verschieden. Eine solche Unstetigkeitsstelle nennt man
Sprungstelle.

LEMMA 19. FEine auf einem abgeschlossenen Intervall stiickweise stetige
Funktion ist auf diesem Intervall beschrinkt.

BEISPIEL 83 (Sprungstelle). Die Funktion f: R — R mit f(z) = 22 fiir
x <2und f(x) = z fiir © > 2 ist stiickweise stetig auf jedem abgeschlossenen
Intervall, denn sie besitzt nur die Unstetigkeitsstelle 1 = 2. Es gilt
lim f(z)= lim 2*=4und lim f(z)= lim z=2.

r—2,x<2 Tz—2,x<2 r—2,2>2 Tz—2,x>2
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Die beiden Grenzwerte existieren, aber sie sind nicht gleich. Abbildung 5
zeigt den Graph der Funktion.

BEISPIEL 84. Die Funktion f : R — R mit f(z) = 1/x fiir z # 0 und
f(0) = 0 ist stetig in allen Punkten z # 0 und besitzt eine Unstetigkeitsstelle
in x =0, denn

1
lim f(z)= lim —=-ocound lim f(z)= Ilim — =oc.

z—0,2<0 z—0,2<0 T z—0,2>0 z—0,2>0 T
Die beiden Grenzwerte sind keine reellen Zahlen. D.h. x = 0 ist keine Sprung-
stelle. Abbildung 6 zeigt den Graph der Funktion.

BEISPIEL 85. Die Funktion f : R — R mit f(x) = sin(1/z) fir z # 0 und
f(0) = 0 ist stetig in allen Punkten z # 0 und besitzt eine Unstetigkeitsstelle
in z = 0 (siehe Beispiel 51). Die Grenzwerte

1 1
lim f(x)= lim sin <> und lim f(z)= lim sin <)

r—0,2<0 z—0,2<0 xT rz—0,2>0 r—0,2>0 xT
existieren nicht. D.h. z = 0 ist keine Sprungstelle.

SATZ 68. Eine auf dem Intervall [a,b] stiickweise stetige Funktion f ist
auf [a,b] Riemann-integrierbar und es gilt

/f dx—/ flz d:v+/ f(z)dz + . /;f(x)dx

falls x1 < x9 < ... < my, die Sprungstellen von f auf dem Intervall [a,b)
sind.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Satz 66 und aus Lemma 18. O

Eine Menge M C R heifit Nullmenge, falls zu jedem € > 0 Intervalle
I,, n € N, mit M C UpI, und ), |I,,| < € existieren.
Eine Funktion f : [a,b] — R heifit fast iiberall stetig, falls die Menge der
Unstetigkeitsstellen der Funktion f eine Nullmenge ist.

SATZ 69. Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar
auf [a,b], falls f beschrinkt und fast iberall stetig ist.

FOLGERUNG 24. Wenn f und g auf [a,b] Riemann-integrierbar sind, so
sind auch die Funktionen

7l £ o= ), 57 o= = fF, max(£,), min(f,g) wnd fo

Riemann-integrierbar auf [a,b].

3. Uneigentliche Integrale

Eine Funktion f heifit stiickweise stetig auf dem offenen Intervall
(a,b), wenn sie auf jedem abgeschlossenen Intervall, das in (a,b) enthal-
ten ist, stiickweise stetig ist. Zum Beipiel ist die Funktion f(z) = 1/z auf
den Intervallen (0, c0) und (—o0,0) stetig und damit auch stiickweise stetig.
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Das uneigentliche Integral einer auf [a, 00) stiickweise stetigen Funk-
tion f ist

/a  f(@)dz = lim /  f(wyr,

b—o0

falls dieser Grenzwert existiert und verschieden von +oo ist.
Das uneigentliche Integral einer auf (—oo, b] stiickweise stetigen Funk-
tion f ist
b b
/ f(z)dz := lim f(z)dz,
— 0 a——00 a
falls dieser Grenzwert existiert und verschieden von 4oo ist.
Das uneigentliche Integral einer auf [a, by) stiickweise stetigen, unbe-
schrankten Funktion f ist, falls dieser Grenzwert existiert und verschieden

von %00 ist,
b

bo
f(z)dz := blim f(z)dz.

a —bo a

Das uneigentliche Integral einer auf (ay, b] stiickweise stetigen, unbe-
schrinkten Funktion f ist, falls dieser Grenzwert existiert und verschieden
von 00 ist,

b b
/ f(z)dx := lim f(x)dz.

a—ag a
BEMERKUNG 58. Das uneigentliche Integrale misst den Flédcheninhalt
einer unbeschréinkten Fliche (siehe Beispiele in Abschnitt 4). O
4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechung

Ist eine Funktion f auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar und
xo € |a,b], dann wird durch

(67) F(z) = /x f(t)dt

eine Funktion F : [a,b] — R definiert. Die Funktion F' beschreibt, wie sich
der Flidcheninhalt dndert, wenn man die obere Intervallgrenze des Integrals
dndert.

BEISPIEL 86. Fiir f = ¢ und 29 = 0 gilt F(z) = [} cdt = ca.

BEISPIEL 87. Fiir f(z) = z und zg = 1 gilt F(z) = ["tdt = £(2?—1?) =
1.2
7(z® = 1).

BEISPIEL 88 (Integration gldttet Knick). Fir f(z) = |z| und g = 0
berechnen wir die Stammfunktion wie in Gleichung 67. Fiir ¢ > 0 gilt [t| = ¢,

also gilt fiir z > 0
T X 1
F(z) :/ |t| dt :/ tdt = ~a°.
0 0 2
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Sprungfunktion f(x)

(x) = |x|

F(x)
mit F(O)

fyinktion

©

F(x) ist stetig.

ABBILDUNG 7 ABBILDUNG 8

Fiir t <0 gilt [t| = —t, also gilt fiir z < 0

xX xX 1
:/ ytydt:/ —tdt = — =2
0 0 2

Die Funktion f(z) = |z| ist stetig fiir alle x € R, aber nicht differenzierbar in
x = 0. Die Stammfunktion F'(x) ist fiir alle z € R differenzierbar. Abbildung
7 zeigt die Graphen der Funktionen f(z) = || und der Stammfunktion F'(x).

BEISPIEL 89 (Integration beseitigt Sprungstelle). Die Funktionf : R —
R mit f(x) =1 fiir alle z <0 und f(x) = 1/2 fur alle z > 0 ist stiickweise
stetig. Sie besitzt eine Unstetigkeit in z = 0. Wir berechnen F(z) wie in
Gleichung 67. Fiir t < 0 gilt f(t) = 1, also gilt fiir x <0

/f t)dt = /1dt:m.

Fiir t > 0 gilt f(t) = 1/2, also gilt fiir x > 0

:/Oxf(t)dt:/oxédt:;x.

Die Funktion F(z) ist fir alle z € R stetig. Sie ist in = 0 nicht differen-
zierbar. Abbildung 8 zeigt die Graphen der unstetigen Funktion f und der
stetigen ,,Stammfunktion“ F.

SATZ 70. Wenn f auf dem Intervall (a,b) stetig ist und zo € |a,b], dann

1st -
~ [ swa

auf dem Intervall (a,b) differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x) fir alle
€ (a,b).

Eine Stammfunktion der Funktion f : (a,b) — R ist eine differenzier-
bare Funktion F : (a,b) — R mit F'(z) = f(x) fiir alle z € (a,b). Eine
Stammfunktion der Funktion f wird mit [ f(z)dz bezeichnet und auch un-
bestimmtes Integral genannt.
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Ist F' eine Stammfunktion, so fiir jedes ¢ € R auch F + c¢ eine Stamm-
funktion, denn (F + ¢)'(z) = F'(z).

LEMMA 20. Sind F' und G Stammfunktionen einer Funktion f : (a,b) —
R, so ezistiert eine Konstante ¢ € R mit F(x) = G(z)+c fir alle z € (a,b).

Beweis. Die Funktion H := F — G ist differenzierbar. Da H'(z) =
F'(z) — G'(x) = f(z) — f(z) = 0 fiir alle z € (a,b), liefert Folgerung 23
H=c U

Fiir jede stetige Funktion f liefert Gleichung 67 eine Stammfunktion.
Diese hingt von der Wahl des Startpunktes xq ab.

SaTz 71 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Wenn F
ein Stammfunktion von f auf einem Intervall I ist, dann gilt

b
(68) / f(z)dz = F(b) — F(a) fiir alle Intervalle [a,b] C I.

BewEIs. Die Funktion G(z) := [ f(t) dt ist auch eine Stammfunktion
von f. Darum gilt F' = G + c¢. Daraus folgt, wegen G(a) = 0,

b
/ f(z)dz = G(b) = G(b) — G(a) = F(b) —c— (F(a) —¢) = F(b) — F(a).

FOLGERUNG 25 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Wenn f : [a,b] —
R stetig ist, dann existiert ein & € [a,b] mit

b
(69) / f(x)dz = F(E)(b— a).

BeEweis. Die Funktion f besitzt eine Stammfunktion F. Da F' auf dem
Intervall [a,b] differenzierbar ist, existiert ein & € [a,b] mit (b — a)F'(§) =
F(b)—F(a) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Die Behauptung folgt
wegen F'(€) = f(€) und F(b) — F(a) = [* f(z)da. O

BEeISPIEL 90 (Stammfunktion von Monomen). Da (z"*1) = (n + 1)z"
fiir alle n € R, folgt fiir alle n # —1

’ 1 +1 ’ 1 +1 +1
’nd _ n _ b’n n .
(70) /a z'dx {n 7% L_” 1( a"m)

BEISPIEL 91 (Stammfunktion von e“*9). Da (e“*+9)" = ce®+4 fiir alle
c,d € R, folgt fiir alle ¢ #£ 0

b 1 b 1
(71) / 66x+ddaj‘ — |:eca:+d:| — 7(€cb+d N eca+d).
a (& c

a
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<

f(®)

ABBILDUNG 9. Mittelwertsatz der Integralrechnung

BEISPIEL 92 (Stammfunktion von cos(cz + d)). Da (sin(cx + d)) =
ccos(cx + d) fiir alle ¢, d € R, folgt fir alle ¢ # 0

b b
(72) / cos(cx + d)dr = E sin(cx + d)} = %(sin(cb +d) —sin(ca + d)).

a

BEISPIEL 93 (Stammfunktion von sin(cz + d)). Da (cos(cx + d)) =
—csin(cx + d) fiir alle ¢,d € R, folgt fiir alle ¢ # 0

b b
(73) / sin(cx+d)dx = [—% cos(cx + d)} = %(— cos(cb+d)+cos(ca+d)).

a

BEISPIEL 94 (Stammfunktion von H—lwg) Da (arctanz) = H—lxg folgt

b

1

(74) / ———dx = [arctan 33]2 = arctan b — arctan a.
o 1+

Wir benutzen die Grundintegrale aus den obigen Beispielen, um unei-
gentliche Integrale zu untersuchen.

BeispieL 95. Fiir b > 1 gilt

b 1 b b
/ —dz = / x 2dy = [—m_lh =-bly17l=1-
1 1

ST

2

Daraus folgt

| , b1 . 1
—zdac = lim —2dx =lim|(1—=|=1.
1 X b—00 1 X b—o0 b
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BEISPIEL 96. Fiir b > 0 gilt

_cos(2b) | cos(0)

/Ob sin(2z)dx = [; cos(2x)]i = 5 T = %(1 — cos(2b)).

Da sich cos(2b) fiir b — oo nicht einem Grenzwert néhert, existiert auch das
uneigentliche Integral [ sin(2z)dz nicht.

BrispiEL 97. Fiir a > 0 gilt

/alx_l/?’d:c _ Bx2/3]1 _ g (12/3 _ a2/3> _ g (1 _ a2/3) '

a

Daraus folgt

a—0

1
/ 2 3dy = g, da lim a*?® = 0.
0

Viele Stammfunktionen lassen sich explizit mit Hilfe der Ableitungsre-
geln und den Sédtzen in den Abschnitten 6 und 7 finden. Jedoch kann man
die Stammfunktionen mancher stetiger Funktionen wie z.B. e~ nicht in ei-
ner geschlossenen Formel angeben, obwohl diese Stammfunktionen natiirlich
existieren und differenzierbar sind. Die Funktionswerte einer solchen Stamm-
funktion lassen sich dann numerisch, z.B.durch Berechnung von Ober- bzw. Un-
tersummen, bestimmen.

5. Der Logarithmus und die Exponentialfunktion

In diesem Abschnitt definieren wir die Funktion In z als eine Stammfunk-
tion der Funktion 1/z und die Exponentialfunktion als Umkehrfunktion des
natiirlichen Logarithmus.

5.1. Definition und Grundeigenschaften des Logarithmus. Die
Funktion f(z) = 1 ist fiir z > 0 stetig. Fiir alle b > 0 existiert das bestimmte

Integral flb %d:c. Wir definieren den natiirlichen Logarithmus als
1

(75) lnx::/ gdt fiir x > 0.
1

Aus dieser Definition erhilt man folgende Eigenschaften

eInl=0,dennInl = fll %dm = 0.

e (Inz) = %

e Inz ist streng monoton wachsend, denn (Inz)’ = 1 > 0 fiir alle
x> 0.

° 1nx>0fi'1ra:>1,denn%>0fﬁrallet>0.
e Inz <0 fiir alle # < 1, denn [" f(t) dt = —le f(t)dt.

BrISPIEL 98. Aus der Kettenregel folgt (In(cz + d)) = 55 fiir alle

¢,d € R. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhlt
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man fiir ¢ # 0, falls cx + d # 0 fiir alle z € [a, ]

b
(76) / cx1+ y dr = %[ln(cx +d)]° = %(ln(ac +d) — In(bc + d))

1. ac+d
—In .

c bc+d
Fiir die letzte Umformung benutzt man die Logarithmusgesetze aus Ab-
schnitt 5.4.

BEISPIEL 99. Fiir > 0 gilt (Inz)’ = 1/2. Aus der Kettenregel folgt fiir
<0

1 1 1
In(—z)) = — - (=1) = =, al —dx =1 fii 0.
(In(—x)) — (-1) —» also /a: xr = In |z| fir x #

BEISPIEL 100. Fiir z #£ 0,1 gilt
S T | @
z xz+1 z(x+1) x+1
eine Stammfunktion fiir x > 0. Fiir die letzte Umformung benutzt man die
Logarithmusgesetze aus Abschnitt 5.4.

1
, also ist /de:lnx—ln(:n—kl) =In

5.2. Inz fiir £ — 0 und ©* — oo, Harmonische Reihe. Wir berech-
nen die Untersumme des Integrals fln 1/x dx beziiglich der #quidistanten
Zerlegung Z des Intervalls [1,n] in n — 1 Teilintervalle der Lénge 1 fiir alle
n € N mit n > 0. Da die Funktion 1/z streng monoton fallend ist, nimmt
sie auf jedem Intervall [xy_1,xg] ihr Minimum in z; an. Es gilt z, = 1 + k,
Tp — Tr—1 = 1 und

nn = —dx >Uz = — = —.
1 T k:ll—i_k k‘:?k

Wir berechnen die Untersumme des Integrals fll/n 1/xzdx beziiglich der dqui-
distanten Zerlegung Z des Intervalls [1/n, 1] in n—1 Teilintervalle der Linge
1/n fir alle n € N mit n > 0. Da die Funktion 1/z streng monoton fallend
ist, nimmt sie auf jedem Intervall [xy_1,zg] ihr Maximum in z;_; an. Es
gilt x, = (k+1)/n, 2 — xp—1 = 1/n und

1 1/n q ] (|
n 1 €T 1/n.’L' klen
k:11+k k:2k

In beiden Féllen spielt die Summenfolge {s;, }nen mit

"1
77 T N
(77) S ;k

eine besondere Rolle. Sie heifit harmonische Reihe.
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\
f(x)=1/;
)=t/ \ f(x)=1/x
] ~—_|
ABBILDUNG
10. Inn <> 51 ABBILDUNG 11

LEMMA 21. Die harmonische Reihe divergiert, d.h. sie ist streng mono-
ton wachsend und nach oben unbeschrinkt.

BEWEIS. Fiir n = 2™ gilt

1 1 = 1
- =1 - =1 z
C=1+ +> -
k=1 k=2 I=1 k=2l-141
m 2! m ool—1
1 2 m
STES DD DIE-BAES ke
=1 k=21-141 =1
O
FOLGERUNG 26. Es gilt lim, ,glnx = —00 und limg;_oo Inx = 0.

BEeispiEL 101. Das uneigentliche Integral fol %dm existiert nicht, denn
fiir a > 0 gilt

1 a
1 1
/ dm:—/ —dr=—[lnz]{ =—Ina+Inl=—Ina — oc.
a T 1 T a—0

5.3. Die Exponentialfunktion als Umkehrfunktion des Loga-
rithmus. Da (Inz) = 1/z > 0 fiir alle z > 0, ist Inz streng monoton
wachsend und besitzt eine Umkehrfunktion. Diese wird mit e bezeichnet.
Da {lnz : x > 0} = R ist die Exponentialfunktion e* fiir alle z € R
definiert. Aus In(e”) = z folgt durch Ableitung der Gleichung mit Hilfe der
Kettenregel

1
/ !/ !/
1= (In(e")) = e—x(ex) , also (e*) = e".
Aus e? = z folgt € = 1 und e® > 0 fiir alle = € R.
5.4. Die Logarithmus- und Potenzgesetze.

SATZ 72. Fiir alle x,y € R mit x,y > 0 gilt
(78) In(zy) =lnz +Iny.
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Bewers. Fiir jedes yo > 0 definiert man die Funktion f(x) := In(zyo) —
Inx — Inyg. Fir alle z > 0 gilt
1 1
fl(x) = —yo— —=0.
Yo x
Daraus folgt, dass f eine konstante Funktion ist. Da f(1) = In(yp) —In1 —
Inyo = 0 ist, gilt f =0. U

SATZ 73. Fiir allex € R mit x > 0 gilt
1
In— =—Inx.
(79) n— nz

Beweris. Fiir die Funktion f(x) :=In(1/z) + Inx folgt aus der Ketten-

regel fiir alle x > 0
1 1
. <—$2> + o= 0.

Also ist f eine konstante Funktion. Da f(1) =Inl —1Inl = 0 ist, gilt f =
0. O

fl(a) =

8| =

FOLGERUNG 27. Fiir alle z,y € R gilt 1Y = e%eY.

BEWEIS. Da Inz die Umkehrfunktion zu e® ist, folgt aus den Logarith-
musgesetzen In(e*e?) = In(e”) + In(e¥) = = + y. Wendet man auf diese
Gleichung die Exponentialfunktion an, so erhiilt man e®e¥ = e*Y. ([

5.5. Die Funktionen a” und log, z. Fiir alle ¢ € R mit a > 0 gilt
a = e Fiir alle n € N folgt a™ = €%, Wir definieren die Potenzen

(80) a® = e*M fiir alle z € R.

Es gelten die Potenzgesetze, denn

+y

xlnaeylna _ ea:lnaerlna _ e(ery)lna —a® ,

aa¥ =e

und die Ableitung der Funktion f(x) = a® ldfit sich leicht mit Hilfe der
Kettenregel bestimmen:

(ax)/ — (emlna)/ — emlnalna — ad®lna.

Fiir 0 < a < 1 ist a® streng monoton fallend, denn Ina < 0. Fiir a > 1 ist
a” streng monoton wachsend, denn Ina > 0. Fiir alle ¢ > 0 mit a # 1 gilt
{a®”:z e R} = (0,00).

Die Umkehrfunktion der Funktion a” heifit Logarithmus zur Basis a
und wird mit log,  bezeichnet. Da 2 = a'°8? fiir alle > 0, folgt aus der
Kettenregel

1

zlna

1 = a8 ?Ina(log, z)’ = zlna(log, z)', also (log, z)' =
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6. Kettenregel und partielle Integration

Die Kettenregel und die Produktregel fiir die Ableitung lassen sich in Re-
geln fiir die Bestimmung von Integralen {ibersetzen. Allerdings geben diese
Integrationsregeln keine exakten Anweisungen fiir die Zerlegung einer zu
integrierenden Funktion in passende Faktoren.

Aus der Kettenregel folgt, dass fog eine Stammfunktion von f/(g(z))g¢'(x)
ist.

BEISPIEL 102. Gesucht ist eine Stammfunktion von ze=*". Es gilt

1 1
ze ™ = —56_x2(—2w)7 also /J:e_z2 dv=—3 /e_xQ(—Z’n) dz.

Wihlen wir g(z) = —22 und ¢'(z) = —2x, so muss f'(r) = e sein. Daraus
folgt f(x) = e* und

/xe”ﬁ2 dx = —%f(g(a:)) = —%e*xz.

BEISPIEL 103. Gesucht ist eine Stammfunktion von x2i+1 Es gilt

1 2 1 2 1 1
R , also /xdx:/ ° de:/ (2z) dz.
24+1 22241 241 2] x2+1 2/ 2241

Wihlen wir g(z) = 2241 und ¢/(z) = 2, so muss f'(x) = 1/x sein. Daraus
folgt f(x) = Inzx und

[ 5ty o= 340t = Ina® + 1)

z2 + 1
BEISPIEL 104. Wir berechnen das bestimmte Integral

/2
COS X
- dx.
7T/3 Sin x

Mit ¢'(z) = cosz, g(x) = sinz, f'(x) = 1/z und f(z) = Inz, da sinz > 0
fiir alle 7/3 < x < /2, erhilt man die Stammfunktion In(sin z) und

/7;:2 z:)ji dz = [In(sin :E)]:rg =In (sin (g)) —In <sin (%)) =Inl—1In \f

—flnﬁ—lnl
2 V3

SATz 74 (Partielle Integration). Sind f, g stetig differenzierbar, so gilt

(1) [ F@gte)dz = f@)g(@) - [ o)

BEWEIS. Aus der Produktregel (fg) = f'g+¢'f folgt f'g = (fg9) —4'f
und durch Integration der Gleichung

/ F(2)g() dz = / (f9) (@) — ¢ (@) f(z) dz = (fo)(x) - / ¢(@)f(z) d.
O
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BEISPIEL 105. Mit f/'(z) = €® und g(x) erhélt man f(z) = €%, ¢'(z) =1
und

/xe‘”dx:exx—/ex-1d:z::eza;—/e‘rda;:exx—em:e‘”(m‘—l).

BEISPIEL 106 (Rekursionsformel fiir [ 2™e® dz). Fir f(z) = f/'(z) =
g(z) = 2™ und ¢'(z) = nz"™ ! erhilt man mit partieller Integration

(82) /x”exd:c:a:"ex—/nx" le¥ dr = z"e —n/ "l dr  Wn € N.
Fiir n = 2 ergibt sich
(83) /wzexdx—:rQex—2/xe dr = 2%e® — 2e%(z — 1) = e*(2? — 22+ 2).

BEISPIEL 107 (Stammfunktion von Inz). Mit f'(z) = 1, f(z) = =,
g(z) =Inz und ¢'(z) = 1/x erhélt man

/lnxdmz/l'lnxd$:xlnx—/x1dwlenx—/lda::$ln$—x
T

=z(lnz —1).

BEISPIEL 108 (Stammfunktion von z"Inz). Fiir f/(z) = 2", f(z) =

n%rlmn“'l, g(x) =Inz und ¢'(z) = 1/x erhiilt man mit partieller Integration

fiir alle n € N die explizite Formel

n+1 n+l n+1 n
/m”lnxda:: v ln:v—/ v Cdr =2 lnx—/ v dzx,
n+1 n+1lx n+1 n+1

also

xn+1 xn+1
4 "lnzxdr=——Inr—- —.
(84) /x nzde=_——~lnz 1)

BEISPIEL 109 (Stammfunktion von sin?z). Fiir f'(z) = sinz, f(z) =

—cosz, g(x) =sinz und ¢'(x) = cos z erhiilt man mit partieller Integration

und der Identitit 1 = sin?x + cos? z

/sin2xd:z:/(sinx)(sinx)d:u:—cos:csinx—/—cosa:cosa:dx
——cosxsinx—i—/costdw——cosxsinx+/(1—sin2x)dx

sin J:dac——cosxsmx—k/ld:r—/sm zdx

T
sin $d$-—-—§COS$SHUK+-§

2/sm rdr = —cosxzsinx +x
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BEISPIEL 110 (Stammfunktion von cos? ). Die Stammfunktion von cos? z

kann man &hnlich wie in Beispiel 109 mit partieller Integration bestimmen.
Man kan aber auch die Identitét sin® z 4 cos? z = 1 und die Stammfunktion
von sin? z benutzen:

1 1
/cos%vdx = /(1—sin2 x)dr =x— <—2 cosxsinx + ;) = g+§ coszsin .

BEISPIEL 111 (Rekursionformel fiir [ sin™ z dz). Fiir f'(x) = sinz, f(z) =

—cosz, g(z) = sin" 'z und ¢'(z) = (n — 1)sin® 2z cosx erhilt man mit
partieller Integration und der Identitit 1 = sin® 2

T + cos” x
/sin" rdxr = /sin z(sinz)" ! dx
= — cos z(sin :U)”_l — / —cosxz(n — 1)(sin :E)”_2 cosz dx
= —cosx(sinz)" ' + (n—1) /cos2 z(sinz)" 2 da
= —cosz(sinz)" ! 4 (n — 1) /(1 — sin? z) (sin )" 2 dx

n/ sin” z dz = — cos p(sinz)" ! + (n—1) / (sina)"2 da,
also
: n 1 . n—1 n—1 . n—2
(85) (sinz)" dr = —— cos x(sin x) + —— [ (sinz)" " * dx.
n n

Fiir n = 2 erhdlt man die Formel aus Beispiel 109. Bei der Anwendung
dieser Rekursionsformel wird der Parameter n in jedem Schritt um 2 kleiner.
Man kann rekursiv alle Stammfunktionen f sin” x dr berechnen, da man die
Integrale fiir n =0 und n =1, also [ 1dz und [ sinz dz, kennt.

BEISPIEL 112 (Rekursionformel fiir [ cos” z dz). Eine Rekursionsformel
fiir das Integral [ cos™zdz findet man #hnlich wie in Beispiel 111. Fiir

f'(z) = cosz, f(z) = sinx, g(x) = cos 'z und ¢'(z) = (n—1) cos" 2 x(—sin x)
erhélt man mit partieller Integration und der Identitdt 1 = sin? z + cos® =

/cos” rdx = /cos z(cosz)" tdx
= sinz(cosz)" ! — /sin z(n —1)(cos )" %(—sinz) dz
= sinz(cosz)" 1 4 (n — 1) /sin2 z(cos )" 2 dx
= sinz(cosz)" 1 4 (n — 1) /(1 — cos® z)(cos x)" 2 dx

n/cos":cdac = sinz(cosz)" "' 4 (n — 1) /(cos z)"? dz,
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also

1 -1
(86) /(cos x)"dr = - sinz(cos )" ! + n - /(COS 2" du.

Fiir n = 2 erhélt man die Formel aus Beispiel 110.

BEISPIEL 113 (Rekursionsformel fiir [(1 + 2?)™dz). Fiir alle n € N
mit n > 0 gilt wegen ((2® +1)7") = —n(z® + 1) 12z

/ld _/1 éd IS S / id
1+ T R SR T2y @
2
T x
S, Y S
1+ 22)" + n/(x2+1)n+1 r
T 2 +1-1
B (1+22)n * Qn/ (x2 + 1)nt! de

1 T 1 1
dr = 2 s dr — 2 7 d
/(1+x2)” ! (1+x2)"Jr n/(x2+1)n v n/(x2+1)n+1 v

1 x 1
2 dr = 2n—1 ————dx.
n/(x2+1)n+1 v (1+x2)”+(n )/(x2+1)" v

Daraus folgt die Rekursionsformel

(87)

1 1 T 2n—1 1

- dr = dr VYneN 0.
(22 + 1)n+1 =9, (1+w2)n+ m /(x2+1)n T vnel,n >

Bei der Anwendung dieser Rekursionsformel verringert sich der Parameter
n in jedem Schritt um 1. Man kann rekursiv alle Integrale [(1 + 2?)™"dx
fiir n € N berechnen, da man [(1 + 2?)~! dz = arctan z kennt.

7. Substitutionsregel

SATZ 75. Wenn f stetig auf dem Intervall [a,b] ist, g stetig differenzier-
bar und streng monoton auf dem Intervall [c,d] ist und g([c,d]) = [a,b] gilt,
dann

b ~1(b)
(58) [ rwae= [T stawng i
a g a

BEWEIS. Da g streng monoton ist, besitzt g eine Umkehrfunktion g~!.

Ist g streng monoton wachsend, so gilt g(¢) = a und g(d) = b. Ist g streng
monoton fallend, so gilt g(c) = b und g(d) = a.
Da f stetig ist, existiert eine differenzierbare Funktion F' mit F'(x) =

f(@) und [ f(z)de = F(b) — F(a). Nun gilt (F o g)'(t) = F'(g(t))g'(t) =
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f(g(t))d'(t). Daraus folgt

BEIsPIEL 114. Die Funktion g(t) = sint ist auf dem Intervall [—m/2, 7 /2]
streng monoton wachsend und stetig differenzierbar. Da ¢'(t) = cost, g(0) =
0 und g(7/6) = 1/2, gilt

costdt

1/2 1 /6 1 /6 1
/ do— | costat = |
o V1-a? o /1—sin’t o Veos?t

/6 1 /6
—/ costdt—/ ldt:E.
o cost 0 6

BEISPIEL 115 (Flécheninhalt eines Halbkreises). Es sei r > 0 fest. Die
Funktion f : [—r,7] = R mit f(z) = vr? — 22 ist stetig. IThr Graph und die
x-Achse begrenzen einen Halbkreis mit Radius r, denn f(x)?+22 = r2. Wir
berechnen den Flicheninhalt dieses Halbkreises mit Hilfe der Substitution
x = g(t) = rsint mit t € [-n/2,7/2], also g(—7/2) = —r, g(7/2) = r und
g'(t) = rcost, und der Stammfunktion von cos?t (sieche Beispiel 110):

r T /2
f(z) dm:/ Vr2—az2dr = V1?2 — (rsint)?(rcost) dt
—r —r —7/2
w/2 /2
= / \/72(1 —sin® t)r cost dt = / rv cos? tr cost dt
—7r/2 —7/2
2

~/ 1 1
= T2/ cos®tdt = >~ [t + sint cos t]T_r/f/2 = —rir.
/2 2 2

BEISPIEL 116. Fiir beliebige a,b € R mit b # 0 gilt

/ 1 d 1 / 1 d
—_— A = — — axX.
(z+a)?+02 " B (zke)? iy

Mit der Substitution t = g~*(z) = (z+a)/b, also g(t) = bt —a und ¢'(t) = b,
folgt

1 1 1 1 1 1
/@cﬂzwdx:b?/tzﬂbdt:b/ﬁﬂdt:barCtant

1 ; x4+ a
= — arctan
b b
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8. Partialbruchzerlegung

Fiir beliebige reelle Polynome p, ¢ mit ¢ #Z 0 ist die Funktion f := p/q
fiir alle x mit g(x) # 0 definiert und stetig. Die Funktion f besitzt auf jedem
Intervall, das keine Nullstelle von ¢ enthélt, eine Stammfunktion. In einigen
Fallen ist diese Stammfunktion leicht zu bestimmen, z.B.

/(1nd$:{ln|:§:+a| B nzi fiir alle = # «,

z+ ) L (z+a)®D n>

n—1

mit Hilfe der Substitution y = (z + «)/f3, z.B.

1 1 1
/((x+a)2+l32)n dz = p2n—1 / (W2 + 1)ndy’

vereinfachen und dann direkt mit Hilfe der Kettenregel

x 1ln|x2—i-1] n=1
/zndfﬂz
(x2+1) 5T 1)(56 +1)" 1t n>1

oder mit der Rekursionsformel 87 berechnen.

Kennt man alle (reellen und komplexen) Nullstellen des reellen Polynoms
q, also die Zerlegung des Polynoms ¢ in lineare und quadratische Faktoren,
so kann man die Stammfunktion der Funktion p/q mit Hilfe der Partial-
bruchzerlegung bestimmen.

SATz 76 (Partialbruchzerlegung). Es seien p,q reelle Polynome mit q #
0. Wenn

R K
=c H(m — )" H q;(x)"
j=1 j=1

fiir paarweise verschiedene Nullstellen o; € R von q, paarweise verschiedene
quadratische Polynome q; ohne reelle Nullstelle, n;,m; € N und c € R, dann
existieren ein Polynom h und Ay, Bj;,Cj € R mit

Ajm,

(z —az)™

p(x) Ajo
89) —=
(89) q(z) +Zx—aj :c—aj)2+

+iBﬂx+Cﬂ L BpetCp | Bin@t Ciny
q;(x) g;(x)? q; ()™

Im einfachsten Fall, wenn das Polynom ¢ nur einfache reelle Nullstellen

Jj=1

besitzt, also K = 0 und m; = 1 fiir alle j, kann man die Koeffizienten
Ay, ..., AR leicht bestimmen. Der Ansatz
x A A
plx) Al L _Ar

q(xr) -1 = x—ag
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R

fithrt durch Multiplikation mit dem Nenner ¢(z) = c[];_,

R
plx) = cZAl H(x — ag).

i=1 k#j
Wertet man diese Gleichung fiir x = «; aus, so erhilt man fiir alle j =
1,...,R

(x — ;) zu

_ p(e)
CHk;ﬁj(aj — o)
BEISPIEL 117. Wir suchen die Partialbruchzerlegung von
x
(x+1)(z—1)(z—2)’
also p(x) = z und ¢(z) = (z 4+ 1)(xz — 1)(z — 2) hat drei einfache reelle
Nullstellen. Der Ansatz
x A A A
L B
(z+1)(z—-1)(xz—2) x+1 z—-1 z-2
mit Koeffizienten A; € R fiihrt zu

r=A1(z—1)(x—2)+ Az +1)(x —2)+ A3(z + 1)(x — 1)

(90) Aj

Sl= Ay (-2) - (-3) = A=
1= Ay-2- (1) :Agz—%
2=A3-3-1 :>A3:§,

also

x 1111 1

2
G+ D@e—1)@—2) 6 z+1 2 z2-1 73 z-2
Treten mehrfache reelle Nullstellen auf, so konnte man Residuen benut-
zen, um die Koeffizienten Aj; zu berechnen. In jedem Fall kann man die

Gleichung 89 mit ¢(z) multiplizieren und das durch Koeffizientenvergleich
der Polynome entstehende lineare Gleichungsystem losen.

BErISPIEL 118. Fiir p(z) = 2% und ¢(z) = (22 + 1)? gilt degp < degq.
Der Ansatz
23 _ Bz +Cy | Bex+ (o

(x2 +1)2  22+1 (2 +1)2
mit By, Be, C1,Cy € R fithrt durch Multiplikation mit ¢(z) zu
x3 = (Bll’+01)($2 4+ 1)+ Box+Cq = Bya® +C12* 4 (B + Ba)z+(C1+Cy),
also Bi=1,C1 =0, B = —By = —1 und C; = —C5 = 0. Damit

a3 x T 1 1
/(x2+1)2 de /<a:2+1 (x2+1)2> do = 5@ +1)+5"+1)
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8.1. Grofiter gemeinsamer Teiler fiir natiirliche Zahlen. Der gréfite

gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen a,b € N mit a # 0 ist die
grofite natiirliche Zahl, die a und b teilt. Sie wird mit ggT(a,b) bezeichnet.

ggT(a,b) := max{n € N : n|a und n|b}.

Fiir alle n € N gilt ggT(n,0) = n und ggT(n,1) = 1. Wenn a,b € N mit
b > a, dann existieren eindeutige m,r € Nmit b=ma+rund 0 <r < a
(Division mit Rest).

LEMMA 22. Wenn b = ma + r fir a,b,m,r € N, dann ggT(a,b) =
ggT(r,a).

Der Euklidische Algorithmus fiithrt die Berechnung des ggT(a,b)
schrittweise durch wiederholte Division mit Rest auf ggT(a,,0) = a,, zuriick.

Fiir a,b € N mit b > a definiert man ag := a und rekursiv agy1,my € N
durch

b=mgpag+a; mit0 <a; < ag
ap—1 = Mray + a1 mit 0 <apqpq < ag
bis ap+1 = 0. Dann gilt ggT(a,b) = ggT(an, ant1) = ap.

BEeispieL 119. Fiir b = 71 und a = 32 erhélt man qg = 32 und
1=2-3247 a;=7, mg=2
32=4-T44, ay=4, m =4

7=1-4+3, a3=3, mo=1

4=1-3+1, ar=1, mg=1

3=3.140, as=0, my=3,
also ggT(71,32) = a4 = 1.

FOLGERUNG 28. Es seien a,b € N. Es existieren o, B € Z mit ggT(a,b) =

aa + 5b.

BEISPIEL 120. Aus der Durchfithrung des Euklidischen Algorithmus in
Beispiel 119 folgt fiir a = 32 und b =71

geT(32,71) =a4 =az —mzaz =4—1-3
=ay—m3-(ag —moag) =2-a2—1-a;=2-4—-1-7
=2-(aqp—mia;)—1-a3=2-a0—9-a1=2-32-9-7
=2-a9p—9-(b—mpap) =20-ap—9-b
geT(32,71) =1=20-32 971,
also o =20 und 8 = —9.

BEMERKUNG 59. Kennt man die Primzahlzerlegung zweier natiirlicher
Zahlen, so kann man den grofiten gemeinsamen Teiler sofort ablesen, er ist
das Produkt aller Faktoren, die in beiden Zerlegungen vorkommen. Aber die
Bestimmung der Primzahlzerlegung ist viel aufwendiger als Durchfithrung
des Euklidischen Algorithmus.
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8.2. Grofiter gemeinsamer Teiler fiir reelle Polynome. Ein reel-
les Polynom h heifit Teiler des reellen Polynoms p, falls ein reelles Polynom ¢
mit hg = p existiert. Man schreibt dann h|p. Wenn h(x) Teiler des Polynoms
p(z), so ist fiir alle ¢ € R mit ¢ # 0 auch ch(x) Teiler des Polynoms p(x).

Fiir reelle Polynome p, ¢ mit ¢ # 0 ist ein gréB3ter gemeinsamer Teiler
ein Polynom mit maximalem Grad in der Menge der reellen Polynome, die ¢
und p teilen. Man schreibt ggT(p, ¢). Es gilt ggT(g,0) = ¢ fiir alle Polynome
q Z 0. Ist h ein groBiter gemeinsamer Teiler der Polynome p und ¢, so ist fiir
alle ¢ € R mit ¢ # 0 auch ch(x) ein grofiter gemeinsamer Teiler.

Der Euklidische Algorithmus fiihrt die Berechnung eines ggT(q,p)
schrittweise durch wiederholte Polynomdivision mit Rest auf ggT(q,,0) = ¢,
zuriick. Fiir reelle Polynome p, ¢ mit degp > deg ¢ und g # 0 definiert man
qo := a und rekursiv Polynome g1, mg durch

p(z) = mo(z)qo(x) + q1(x) mit 0 <degqi(z) < degqo(x)
qe—1(7) = mp(2)qr(x) + @ry1(z) mit 0 <deg gri1(x) < deg qr(x)
bis ¢,4+1 = 0. Dann gilt ggT(p, q) = 88T (qn, n+1) = Gn-

BErisPIEL 121. Fiir p(z) = 22 + 1 und q(v) = 2? + 2z + 1 erhilt man
qo(z) = 22 + 2x 4+ 1 und

px) =2 +1=1-(2>+2c+1) -2z, q(z) =2z, m(z)=1
Qo) =2 +2z+1= (—%—1) (=22)+1, g@x)=1 ml(x):—g—l
q(z) = -2z =(-2z)-1+0, g3(z) =0 ma(x) = —2x

also ggT (2241, 224 22+1) = qo(2) = 1. Es gilt p(x) = 22 +1 = (z—1)(x+1i)
und g(z) = 2®> + 22 + 1 = (2 + 1)?. Die Polynome p und ¢ haben keine
gemeinsame Nullstelle.

FOLGERUNG 29. Es seien p,q Z 0 reelle Polynome. Es existieren reelle
Polynome «, 8 mit ggT(p,q) = aq + Bp.

BEISPIEL 122. Aus den Gleichungen in Beispiel 121 erhélt man fiir
p(z) = 2% + 1 und ¢(z) = 22 + 2z + 1 mit ggT(p,q) = 1
x
geT(p,q) = 1 = o(2) = m(@)ar () = 2 + 22+ 1+ (5 +1) (~22)
x x
= ao() — ma (&) () — mo()ao (@) = — 2 aolx) + (5 +1) p(a)

2 2
1= _gq(x) + (f + 1) p(z),

also a(z) = —z/2 und fB(z) =1+ /2.
LEMMA 23. Der grifite gemeinsame Teiler der reellen Polynome p,q £ 0

ist genau dann eine Konstante, wenn p und q keine gemeinsamen Nullstellen
besitzen.
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BEMERKUNG 60. Kennt man die Zerlegung der Polynome p und ¢ in
lineare und quadratische Faktoren, also alle reellen und komplexen) Null-
stellen, so kann man den grofiten gemeinsamen Teiler der Polynome ablesen.
Die exakte Bestimmung der Nullstellen der Polynome ist vielleicht gar nicht
moglich. Der Euklidische Algorithmus aber ist immer durchfiihrbar.

8.3. Beweis der Existenz der Partialbruchzerlegung (Gleichung
89). Wenn p, g reelle Polynome sind und ¢(z) = qi(x)ga2(z) fiir zwei reel-
le Polynome ¢1, g2 ohne gemeinsame Nullstelle gilt, dann existieren wegen
geT(q1,q2) = 1 reelle Polynome «q, 81 mit 1 = aj(x)q1(z) + a1(x)ga(z).

Daraus folgt
1 o) | aaz) p) _ ai(@)p(x)  as(z)p(z)
= + , also = + .
a(@)e(r)  q@)  al@) a1 (7)q2(x) a2(x) a1(z)
Wendet man diese Methode auf alle Faktoren (z — o)™ und ¢;(x)™ der

Zerlegung des Polynoms ¢(z) in lineare und quadratische Faktoren an, so
erhélt man Polynome pg; und pg; mit

K
p(z) prj(z Z Prj(T)
q(z) Z (x — ozj — qj(x)" '

J=1

Jeden einzelnen Summanden kann man jetzt mit Hilfe der Polynomdivision
weiter vereinfachen, denn pg;(z) = m;j(z)(x — a) + a; fir ein Polynom m;
und eine reelle Zahl a; € R und pg;(x) = nj(z)gj(x) + bjz + ¢; fiir ein
Polynom n; und eine reelle Zahlen b;,c; € R.

9. Die Gammafunktion

Wir haben bereits gesehen, dass man zu einer stetigen Funktion f durch
Bildung des bestimmten Integrals ffo f(t) dt mit variabler oberer Intervall-
grenze eine Stammfunktion F'(x) definieren kann.

Héngt eine Funktion f(¢,2z) von zwei reellen Variablen ab und ist fiir
jedes xo € I die Funktion f(t,z¢) auf [a,b] stetig, wird durch F(z¢) :=
ff f(t,zo) dt fiir jedes xy € I eine Funktion F : I — R definiert.

Dies kann auch fiir unbeschrinkte Integrationsintervalle, also a = —oo
oder b = oo, oder zwar auf (a,b) stetige aber unbeschrinkte Funktionen
f(t,xp) funktionieren, falls die auftretenden uneigentlichen Integrale exi-
stieren. Ein Beispiel dafiir ist die Gamma-Funktion

(o ¢]
(91) IR =R, I'(z):= / et dt.
0
Wir miissen nachweisen, dass die in Gleichung 91 auftretenden uneigentli-

chen Integrale existieren, d.h. die Gammafunktion fiir alle z > 0 definiert
ist. Einige der uneigentlichen Integrale kann man exakt bestimmen.
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BeispieL 123 (I'(1) = 1). Fiir x = 1 erhélt man

00 o) b
I'(1) :/ e at :/ e tdt = lim e tdt = lim [—e*t]g

0 — 00

1
— lim (—e*b+e*0> —1— lim — =1,

b—o0 b—oo €
da limp_,o €® = o00.

BEISPIEL 124 (I'(2) = 1). Fiir x = 2 erhélt man mit Hilfe der partiellen
Integration

o) [e%) b
r2) = / et gt = / e ttdt = lim e ttdt
0 0

b—o00 0
/ett dt = —e~'t — / (—e ) dt=—e"t—et=—et+1)
Tt b b+1 140
I‘(Z)—blggo[ et Do =- 1—>oo & T =1

da die Exponentialfunktion stédrker wéchst als jedes Polynom.

BEispIEL 125 (I'(3) = 2). Fiir = 3 erhélt man mit Hilfe der partiellen
Integration und Beispiel 124

0 [e'%) b
I'3) = / e 3l dr = / e 2 dt = lim [ e '3 dt
0 0 b—oo 0

/e_tt2 dt = —e '? — / (—e~'2t) dt = —e"* + 2/e_ttdt

= —e N2+ 2t 4 2)
(3) = lim [—e (¢ + 2t + 2)],

b—oo
2+20+2+1 2
~  lim +264+2+ JrO+0+ _o,
b—oo eb e

da die Exponentialfunktion stéarker wéchst als jedes Polynom.

9.1. Existenz der Gamma-Funktion fiir z > 1. Fir z > 1 gilt
r—1 > 0 und die Funktion f(t) := e~ /t*~! ist als Funktion von ¢ stetig auf R
und damit auf jedem Intervall [0, b] integrierbar. Da die Exponentialfunktion
schneller wéchst als jedes Polynom, existiert eine Konstante tg € R mit
t*+1 < et fiir alle t > to. Da f(t) > 0 fiir alle t > 0, gilt

/f t)dt = /f dt+/f dt</f dt+/dt

fiir alle a > to. Wir kénnen die zu integrierenden Funktion f(t) gegen die
grofrere Funktion ¢ =2 abschitzen. Da das uneigentliche Integral

% q 17° 1 1 1
/ Sdt=lim |——| =— lim —- —1—7 -
a b—00 t a b~>oob Qa
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fiir alle a > 0 existiert und, wegen der expliziten Stammfunktion, einfach zu
berechnen ist, existiert auch das uneigentliche Integral [ f(t)dt, also I'(x)
fiir x > 1 (siehe Satz 77).

SATz 77 (Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale). Wenn f :
[a,00) stetig, |f(t)] < g(t) fir alle t > a und das uneigentliche Integral
[% g(t) dt existiert, dann existiert auch das uneigentliche Integral [7° f(t) dt.

BEMERKUNG 61. Satz 77 sichert nur die Existienz des uneigenlichen
Integrals. Er liefert nicht den Grenzwert limy_, f; f(t)dt. O

9.2. Existenz der Gamma-Funktion fiir 0 <z < 1. FirO <z <1
gilt z — 1 < 0 und die Funktion f(t) := e %*~! ist fiir ¢+ = 0 nicht definiert,
da limy_o | f(t)| = co. Das Integral [~ f(t)dt ist also ,doppelt uneigentlich
und muss zerlegt werden. Da f auf dem offenen Intervall (0, 00) stetig ist,
existiert fooo f(t)dt genau dann, wenn fiir ein a > 0, z.B. a = 1, beide
uneigentlichen Integrale [i" f(¢) dt und [° f(t) dt existieren.

Dax—1 < 0, gilt #*~! < 1 fiir alle t > 1. Daraus folgt | f(¢)| < e~ fiir alle
¢t > 1 und das uneigentliche Integral [° f(t)dt existiert, weil e 'dt =
e~ ! existiert (siehe Beispiel 123 und Satz 77).

LEMMA 24. Das Integral floo x®dx existiert genau dann, wenn o < —1.

BEwEIs. Fiir a # —1 gilt

o0 1
/ z%dx = (hm potlt — 1> .
1 o+ 1 \b—o

Der Grenzwert limp_ o, b*T! existiert genau dann, wenn a + 1 < 0. Fiir
a=—1git [Pz dr =limp 0o Inb = oco. O

Durch die Substitution t = s~!, also dt = —s~2ds, ergibt sich

1 1 1/a
/ ettt dt:/ e el TP (—s72) ds :/ e Vs s,
a 1/a 1

Da |e~1/ss7®=1| < s~ fiir alle s > 1 und das uneigentliche Integral
floo s~ lds fir —x — 1 < —1 konvergiert, ist auch die Existenz des un-
eigentlichen Integrals fol f(t)dt, also der Gamma-Funktion fiir 0 < z < 1,
gesichert.

Wenn f stetig und unbeschrinkt auf (a,b] , dann kann man mit Hilfe

der Transformation s = (t —a)~!, also t = s7! 4+ @ und dt = —s~2ds,
b (b—a)~?! 0o
/ f()dt = / f(sTt+a)(—s"2)ds = / f(s™t+a)s%ds
a 00 (b—a)-1

statt des f; f(t)dt ein uneigentliches Integral mit oberer Grenze oo betrach-
ten, wobei die zu integrierende Funktion f(s~! + a) fiir s > (b — a)~! stetig
ist. Aus Satz 77 ergibt sich ein Kriterium, bei dem man sich die Ausfithrung
der Transformation spart:
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FOLGERUNG 30. Wenn f : (a,b] stetig, |f(t)] < g(t) fir alle a <
t < b und das uneigentliche Integral ffg(t) dt existiert, dann existiert auch

[P r@) dt.

BEISPIEL 126. Fiir 0 <t < 1 gilt e7* < 1 und |e~%#*~!| < t*~1. Da fiir
1 > = > 0 das uneigentliche Integral

1 1
1 1 1
/ t*~Ldxr = lim [tw] = - — lim a_Z2
0 X

a—0 | X a x a—0 T

existiert, existiert auch das uneigentliche Integral fol f(t)dt mit f(t) =
e 't*~1 also die Gamma-Funktion fiir 0 < z < 1.

9.3. Rekursionsformel.

SATZ 78. Fiir alle x > 0 gilt
(92) Nz +1) =a2I'(z).

BewEs. Mit f/(t) = e7t, f(t) = —e7, g(t) = t* und ¢'(t) = xt*~!
und partieller Integration erhélt man, da die Existenz der uneigentlichen
Integrale schon gesichert ist,

/ e dt = —e U — / —e tatt Tl dt

MNz+1)= / e T dt = [—e_ttx]go - / —etat* dt
0

bfﬂ
= — lim — +e%0% + x/e_ttx_l dt = zI'(z),

b—o0 €b

da die Exponentialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom. O
FOLGERUNG 31. Fir allen € N gilt I'(n + 1) = n!

BEwers. Es gilt I'(1) = 1 =0, I'(2) =1 = 1l und I'(3) = 2 = 2!
(siehe Beispiele 123, 124 und 125). Die Behauptung folgt mit vollstandiger
Induktion aus der Rekursionsformel in Satz 78. U

Die Gamma-Funktion interpoliert also n! fiir n € N. Sie ist eine kon-
tinuierliche Version des Terms n!, also kénnte man I'(z) = z! fir z € R
schreiben. Wir werden spéter sehen, dass die Gamma-Funktion differenzier-
bar ist.



KAPITEL IX

Ableitungen hoherer Ordnung

Ist eine Funktion f : (a,b) — R in jedem Punkt x € (a, b) differenzierbar,
so definiert die Zuordnung z — f’(x) eine Funktion f’ : (a,b) — R. Die
Funktion f’ heiit Ableitung der Funktion f. Ist f’ eine stetige Funktion, so
heifit f stetig differenzierbar.

Fiir n € N definieren wir die n-te Ableitung einer Funktion rekursiv.
Eine Funktion f : (a,b) — R ist n-mal differenzierbar, falls die Funktion
(n — 1)-mal stetig differenzierbar ist und die Funktion f*~1 : (a,b) — R in
allen Punkten x € (a, b) differenzierbar ist. Die n-te Ableitung der Funktion
f wird mit (™ bezeichnet.

Wir bezeichnen die Menge aller auf dem Intervall (a,b) m-mal stetig
differenzierbaren Funktionen mit C"((a,b)). Dabei ist C%((a,b)) die Menge
der auf dem Intervall (a,b) stetigen Funktionen. Die Menge aller auf dem
Intervall (a, b) beliebig oft differenzierbaren Funktionen wird mit C*°((a, b))
bezeichnet.

Verkettungen von Polynomen, e*, sin  und cos z sind Elemente der Men-
ge C*°(R). Verkettungen, Summen, Produkte, Quotienten und Umkehrfunk-
tionen beliebig oft differenzierbarer Funktionen sind auf offenen Intervallen
in ihrem Definitionsgebiet beliebig oft differenzierbar.

Fiir eine auf einem abgeschlossenen Intervall definierte Funktion f :
[a,b] — R existieren die n-ten Ableitungen in den Randpunkten a und
b, falls die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte der Differenzenquotienten
existieren:

f™(a) = lim FOD (z) — =) (g)

T—a,r>a r—a

f(")(b) —  lim f(n_l)(x) - f(n_l)(b)

r—b,x<a z—0b

BrISPIEL 127 (f € CY(R) und f € C*(R)). Die Stammfunktion

T 1,2
Sx , falls z >0
f@= | |t|dt={2 :

—%x , falls x < 0

ist als Stammfunktion einer stetigen Funktion differenzierbar. Es gilt f(z) =
|z| (siehe Beispiel 88). Die Ableitung f’ ist stetig aber in z = 0 nicht diffe-
renzierbar.

113
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BEISPIEL 128 (f differenzierbar aber ¢ C!(R)). Die Funktion

x?sin(1/z) |, falls 2 # 0
fla) = (1/x) f
0 ,falls x =0

ist fiir alle = # 0 differenzierbar. Aus der Kettenregel folgt fiir x £ 0
f'(z) = 2zsin(1/z) + 22 cos(1/x)(—x~2) = 2z sin(1/z) — 2cos(1/xz).

Auch die Ableitung der Funktion in z = 0 existiert, denn

. fl@)—fO) . 2*sin(l/z) . o
ili%ﬁ = ilg(l)ﬁ = ili%xsm(l/:p) =0=f(0).
Die Ableitung f ist in # = 0 nicht stetig, denn der Grenzwert lim,_,¢ cos(1/x)
existiert nicht.

1. Bedeutung der zweiten Ableitung

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung verrat, auf welcher Seite der Tan-
gente an einen Funktionsgraphen der Graph verlduft.

Wenn f”(x) > 0 fiir alle € (a,b), dann liegt der Graph der Funktion
f: (a,b) — R immer oberhalb der Tangenten an den Graph, z.B. fiir f(z) =
22 mit f”(z) =2 > 0 (siehe Abbildung 1).

LEMMA 25. Es sei f: (a,b) = R eine zweimal differenzierbare Funktion.
Wenn f"(x) > 0 fiir alle z € (a,b), dann gilt f(x) > f(xo) + f'(x0)(x — z0)
fir alle xo # x € (a,b).

Wenn f"(x) <0 fir alle z € (a,b), dann gilt f(x) < f(xo) + f'(xo)(x — z0)
fiir alle xy # x € (a,b).

BEWwEIs. Fiir jedes xg € (a,b) besitzt die Funktion

h(z) == f(x) = f(x0) = f'(z0)(z — w0)
in zg ein lokales Minimum, weil h'(z) = f'(z) — f'(x0), h'(zo) =0, h"(z) =
f"(x) und A" (z) > 0. Da b’ (x) = f"(x) > 0 fiir alle x € (a,b), ist h’ streng
monoton wachsend und hat deshalb nur eine Nullstelle. Daraus folgt, dass h
nur eine lokale Extremstelle zg hat und diese lokale Extremstelle auch eine
globale Extremstelle ist, also h(z) > 0 = h(xg) fiir alle x € (a,b).
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, da (—f)” = —f". O

Wenn f”(x) < 0 fiir alle € (a,b), dann liegt der Graph der Funktion
f : (a,b) — R immer unterhalb der Tangenten an den Graph, z.B. fiir
f(x) =Inz mit f’(z) = —1/2% < 0 fiir alle z > 0 (sieche Abbildung 2).

Fiir die Funktion f(z) = arctanz gilt

fl(z) =1 +2*) " und f(z) = —22(1 4 2%)~L.

Die zweite Ableitung wechselt in x = 0 das Vorzeichen. Es gilt f”(0) = 0,
f"(z) <0 fir alle z > 0 und f”(z) > 0 fiir alle z < 0. Die Tangente an den
Graph in f(0) schneidet den Graph (siche Abbildung 3).
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BEMERKUNG 62. Das Vorzeichen und das Wachstum der zweiten Ab-
leitung einer Funktion kann man am Graph der Funktion erkennen. Jedoch
ist der Wert f”(x) nicht direkt ablesbar. Abbildung 7 zeigt den Graph der
Stammfunktion f(z) = [ |t|dt, die in # = 0 nicht zweimal differenzierbar
ist. Auch die Tatsache, dass f”(z) nicht existiert, ist im Graph der Funktion
unsichtbar. [J

Man kann den Funktionswerte f(z) fiir z € [a,b] auch mit den Punk-
ten auf der Verbindungsstrecke zwischen f(a) und f(b) vergleichen (siehe
Abbildung 4).

SATZ 79. Wenn f"(z) > 0 fir alle z € [a,b], dann gilt fir alle 0 <t <1

(1 =t)f(a) +tf(b) = f((1 —t)a+1tb).
Wenn f"(x) < 0 fiir alle x € [a,b], dann gilt fir alle 0 <t <1
(L=t)f(a) +tf(b) < f((1 —t)a+tb).
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Bewers. Fiir zg = a+t(b—a) = (1 — t)a + tb folgt aus dem Zwischen-
wertsatz

f(xo) = f(a) = f'(&)(wo — a) und f(b) = f(z0) = f'(n)(b — o)
fir ein £ € [a,xz0] und n € [zo,b]. Wenn f”(z) > 0 fir alle € [a,b],

dann ist f’ streng monoton wachsend, also f'(§) < f’(n). Daraus folgt, da
ro—a,b—x9>0

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, da (—f)" = —f". O

FOLGERUNG 32. Wenn f"(x) > 0 fir alle z € (a,b), zx € (a,b), \p €
[0,1] und Y p_y A, = 1, dann gilt

(93) D Auf(ax) > f (Z )\k$k> :
k=1 k=1

Wenn f"(z) < 0 fir alle x € (a,b), z € (a,b), A\ € [0,1] und Y )y \p =1,
dann gilt

(94) D Af(z) < f (Z Akwk) :
k=1 k=1

BeEwEis. Wir beweisen die erste Ungleichung mit vollstdndiger Indukti-
on. Die zweite Ungleichung folgt aus der ersten, da (—f)” = —f”. Die Un-
gleichung gilt fir n = 1 und n = 2. Man kann A\, > O fiiralle k =1,...,n+1
annehmen. Mit A := >}, A\x < 1 erhéilt man aus der Induktionsvorausset-
zung und der Ungleichung fiir n = 2

> %f(l"k) > f (Z );fcxk>
k=1

k=1
k=1 k=1
D> AF@r) + Ang1f(@ni1) = Af <i > Am) + Ang1f (@nt1)
k=1 k=1
> f (Z ATk + >\n+1$n+1) ,
k=1

da A+ Angr = 1. O
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Die Terme Y ;_; Ay und Y,y A\, f(x) sind gewichtete Mittelwer-
te der Argumente x bzw. der Funktionswerte f(zy). Falls \y = ... =\, =
1/n, so erhilt man die ungewichteten Mittelwerte.

BEISPIEL 129. Fiir die Funktion f(z) = Inx gilt f”(x) = —1/2% < 0 fiir
alle z > 0. Daraus folgt, falls x;, > 0, Ay, € [0,1] fiir alle k und > ;_; Ay =1,

(95) AMnzy + .0 A Inz, <In(Mxg + ..o+ Apxy).

BEisPIEL 130. Fiir die Funktion f(x) = e gilt f”(x) = €* > 0 fiir alle
z € R. Daraus folgt, falls A\, € [0, 1] fiir alle & und >, _; \p =1,

(96) AT 4 . et > eMTitetAntn,

Fir a; > 0 folgt mit z; := Ina; und A\; = 1/n die allgemeine Ungleichung
zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel (siehe Satz 12):

1 1 Ina; lzn Ina; S _lnaj 1/n <
fE aj:fE e > en 2uj=1 J:(e j=1 J) :"”elnaj:””aj.
Jj=1 Jj=1

2. Taylorpolynome

Das Taylorpolynom 7%, () vom Grad n € N einer n-mal differen-
zierbaren Funktion f : (a,b) — R um den Punkt zg € (a,b) ist

n

(97) Ty on(z) = 3 22/ (o) — o)
k=0

Das Taylorpolynom héngt nur von den Ableitungen der Funktion f im Punkt
xo ab. Es ist das eindeutige Polynom p mit den Eigenschaften degp < n und
p®)(20) = f¥) () fiir alle k =0,1...,n.

BEISPIEL 131 (Taylorpolynom der Exponentialfunktion). Fiir f(z) = €”
und o = 0 gilt f®)(z) = ¢® und f*)(2) = €® = 1 fiir alle k¥ € N. Daraus
folgt

2 23 " L
T6x7$0:0’n($) = 1+.’L‘+?+§++m :;]k'
Abbildung 5 zeigt die Taylorpolynome von e* um zg = 0 vom Grad 0,1,...,7.

BEISPIEL 132 (Taylorpolynom der Winkelfunktionen). Fiir f(x) = sinz
gilt f'(z) = cosz, f"(x) = —sinx, also f*™)(z) = (=1)"sinz und fC"H+D (z) =
(—=1)™cos z fiir alle m € N.

Fiir g = 0 gilt und @™ (z9) = 0 und fC™D(zg) = (—=1)™ fiir alle
m € N. Daraus folgt Tiin z.20=0,2n+1 = Tsin z,20=0,2n+2 und

3 45 221

X
Tsinx,mg:O,ZnJrl (55) =r——5+t—="+ . +(71)71

1)m x2m+1
3! 5! '

Ny (=
(2n+1)! z:: (2m +1)!

m=0
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A
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ABBILDUNG 5. Taylorpolynome von e* um g = 0

Fiir zo = 7/2 gilt und @™ (z9) = (=1)" und fC™+) (z0) = 0 fiir alle
m € N. Daraus fOlgt Tsinx,a:():g,Qn = Tsinx,xo:g,Qn—‘rl und

., (=72  (z—n/2) n(@—m/2)%"
Tiinz,z9=2 20(2) =1 — 5 + 1 +...+(-1) e
n
=™ 2
= (x —m/2)"™.
mz:o (2m)!
Wegen cosz = sin(z — 7/2) erhilt man das Taylorpolynom von cosx um

ZL'():O
n

Teos z,20=0,2n ($) = Z

m=0

(_1)mm2m
(2m)! '

Abbildung 6 zeigt die Taylorpolynome der Funktion sinz um den Punkt
xg = 0 vom Grad 1,3,5,...,15.

BEISPIEL 133 (Taylorpolynom eines Polynoms). Fiir f(x) = 23 + 222 —
4z +6 und 29 = 1 gilt f(1) =5, f'(z) = 32> + 4o — 4, f'(1) = 3, f'(z) =
6x +4, (1) = 10, f&(z) = 6 und f3)(1) = 6. Daraus folgt
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oA
\ n=7 n=1/
n=15 n=3 )
n=11 Y sinx
t

AN WAL N
/ |
/. |

ABBILDUNG 6. Taylorpolynome von sinx um xg =0

und T po=10(2) = T go=1,3(x) fur alle n > 3. Es gilt f(z) = Tt z0=13().
Abbildung 7 zeigt die Taylorpolynome des Polynoms f(z) um o = 1 vom
Grad 0, 1, 2 und 3.

BEISPIEL 134 (Taylorpolynom des Logarithmus um zy > 0). Fiir f(z) =
Inz und zo > 0 gilt f(zo) = Inxzg, f/(z) =z~ und f®(z) = (=1) (k-
1)!z~* fiir alle k¥ € N mit k& > 0. Daraus folgt

T () = Inzo + —( )= (= a0)? + 2 ( )’
nzaon() =Inxe+ —(z —x0) — —(z — ——(x—xp)° — ...
Inz,zo, 0 T 0 223 3l 0
—1)"(n—-1)!
e ‘<n >(x_$0)n
na:o
— 1! K ~ (~1)* K
=Inxy+ E k':z:o (x — x0) :lnxo—k:1 s (x — x0)".

2.1. Abschitzung des Restgliedes. Ist die Funktion f sogar n + 1-
mal stetig differenzierbar, so kann man den Unterschied zwischen f(x) und
dem Wert des Taylorpolynoms in z abschétzen.

Satz 80. Wenn f € C"(a,b) und xo,z € (a,b), dann gilt

Fer(g)

(n+1)! )y

(98) f(@) = Tfagm(z) =

fur ein £ zwischen xy und x.

(x — xo

BEWEIS. Fiir ein festes z € (a, b) betrachten wir das Taylorpolynom von
f vom Grad n um einen variablen Punkt ¢. Fiir die Funktion

9(t) == f(x) = Tfpn(x) mit Ty (z Z k,f (= t)F
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A
\ " / | | |
30 f)=x42xP-axs6 mit [

Taylorpolynomen in Xg=1
n=2 y vom Grad 1, 2und 3

n=1 /
N i ]

paal.

-8 -/(1/ 0 .

]

Y

ABBILDUNG 7. Taylorpolynome eines Polynoms um zg = 1

gilt g(x) = 0 und g(xo) = f(x) — Tfeon(x) =: R(x). Da
50 = =30 L P @)t 9 )t = L )ty
gilt G(:co)kZOG(x) = g(z) = 0 fiir

60 = 90—t (21)

Tr — X

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass G'(§) = 0 fiir ein £ zwischen zp und
x, also

0= G/ =€)+ (n-+ Dglan) s
= _Hf( @ — "+ (n+ 1)3(95)W
R(Z‘) _ (nil)'f(nJrl)(g)(x _ xo)nJrl'

0

BEMERKUNG 63. Fiir n = 1 liefert Satz 80 gerade den Zwischenwertsatz.
O

FOLGERUNG 33. Wenn f € C"(a,b) und o € (a,b) und M > |f1(z)]
fir alle x € (a,b), dann gilt fir alle x € (a,b) die Abschdtzung

(99) (@) = Trapn(@)] < s

e

BEMERKUNG 64. Falls eine Abschéitzung der Ableitungen wie in Fol-
gerung 33 existiert, dann approximiert das Taylorpolynom die Funktion f
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ABBILDUNG &

besonders gut, wenn n grof ist und x nahe an xq liegt, die Differenz |z — x|
also klein ist. [J

BrisPIEL 135. Fiir [z| < 1 gilt 0 < ¢ < 3, also |f®)(z)| < 3. Daraus
folgt
23 3
" — Tor my—0,2(z)] = " — (1 + 2+ 2%/2)| < 3 3= CR
Fiir |z| < 0,1 ist der Unterschied zwischen e® und 1+ x + 22/2 kleiner als
0, 0005.

BEISPIEL 136. Fiir die Funktion f(z) = sinz gilt |f™(z)] < 1, da
|sinz| <1 und |cosz| <1 fiir alle x € R. Daraus folgt

anrl

(n+ 1)V

also kann man fiir ein festes € R die reelle Zahl sinz beliebig gut durch
den Wert des Taylorpolynoms Tgin ¢ z=0n(2) approximieren, wenn man n
sehr grofl wahlt.

’Sinx - Tsinx,xozo,n(x)’ <

2.2. Taylorpolynom der Funktion e~1/2* | Die Funktion p:R—=R
mit

(100) o(z) = e V7 fiir x # 0 und ¢(0) =0

ist stetig, denn lim,_o —1/:1:2 = —oo und lim,_,_,e* = 0.

Da —1/22? < 0 fiir alle # € R, gilt 0 < f(x) < 1 fiir alle z € R. Abbildung
8 zeigt den Graph der Funktion ¢. Die Funktion ¢ ist fiir x # 0 beliebig oft
differenzierbar, z.B.

90/(:6) _ 6—1/:22(_$—2)/ _ 25[1_—36—1/22.
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Es existieren Polynome p, mit ¢ (z) = p,(1/z)e /%" fiir # # 0. Da fiir
alle k € N gilt
-k k
lim o e~ 1/%* — = lim S = )
z—0 z—0 e(z ) u=1/z—+o0 e2k

folgt (™ (0) = 0 fiir alle n € N. Damit sind alle Taylorpolynome von ¢ um
xo = 0 trivial, also Ty, zy—o,n(2) = 0 fiir alle ne N.

3. Newtonverfahren

Das Newtonverfahren ist eine Methode zur ndherungsweisen Bestim-
mung der Nullstellen einer differenzierbaren Funktion f. Falls f(a) < 0 und
f(b) > 0, so befindet sich zwischen a und b eine Nullstelle ¢ der Funktion f,
da f stetig ist.

Man konnte diese Nullstelle mit Hilfe des Halbierungsverfahrens (siche
Abschnitt 4.2) suchen. Dies funktioniert immer. Allerdings mufl man viele
Iterationsschritte durchfithren, um eine hohe Genauigkeit zu erhalten.

3.1. Idee. Die Idee des Newtonverfahrens besteht nun darin, dass man
die Funktion f durch eine Tangente g(x) := f(z,) + f'(xn)(x — x,) an f
ersetzt. Falls z,, schon nahe an der gesuchten Nullstelle ¢ liegt, so ist g eine
gute Nédherung fiir die Funktion f fiir Argumente, die nahe an x,, und damit
nahe an der Nullstelle ¢ liegen. Die Nullstelle der linearen Funktion ¢ ist
leicht zu berechnen. Es gilt

f(zn)
f'(wn)
Man hofft, dass die Nullstelle der Funktion g noch nidher an der Nullstelle
von f liegt als x,,. Die Tangente g(x) besitzt nur dann eine Nullstelle, wenn

f'(xy) # 0 oder f(x,)=0.

g(x) =02 =2a, — , falls f'(z,) # 0.

3.2. Rekursionsformel. Wenn f : (a,b) — R differenzierbar ist und
eine Nullstelle im Intervall (a,b) besitzt, dann wéhlt man ein x; € (a,b)
(moglichst nahe an der Nullstelle) und berechnet rekursiv fiir n € N

f'(@n)

BrISPIEL 137 (Newtonverfahren fiir v/2). Die irrationale Zahl /2 ist
die positive Nullstelle der Funktion f(z) = 22 — 2. Da f(1) = —1 < 0 und
f(2) =2 > 0, liegt V2 im Intervall [1,2]. Es gilt f'(z) = 22. Wir starten
mit x1 = 2. Die Rekursionsformel lautet

(101) Tpal i= Ty —

vp—2 20y —ap+2  xp+2
2%, 2%, 2T,

Tntl = Tp —
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Wir erhalten auf 14 Nachkommastellen gerundet
o =1,5
x3 = 1,41666666666667
x4 = 1,41421568627451
x5 = 1,41421356237469
r¢ = 1,41421356237309

und danach keine Anderung der angezeigten Nachkommastellen mehr.

3.3. Giite der Approximation. Wenn f(c) = 0, dann folgt aus dem
Zwischenwertsatz f(x,) = f(z,) — f(c) = f/(&)(x, — ¢) fiir ein £ zwischen
xp und . Wenn M < |f/(z)| fiir alle x zwischen x,, und ¢, dann folgt

— < .
[ = el < 7
Wenn die Ableitung der Funktion in der Ndhe der Nullstelle ¢ sehr grof} ist

oder f(z,) schon sehr klein ist, liegt x,, nahe an der gesuchte Nullstelle.

3.4. Konvergenzkriterien. In bestimmten Féllen liefert die Iteration
des Newtonverfahrens streng monotone und beschriankte Folgen, die dann
konvergieren und der Grenzwert ist die gesuchte Nullstelle.

SATz 81. Wenn f"(x) > 0 fiir alle x € [a,b], f(a) < 0 und f(b) > 0,
dann liefert das Newtonverfahren mit dem Startwert 1 = b eine streng
monoton fallende Folge, die gegen die Nullstelle von f im Intervall (a,b)
konvergiert.

Wenn f"(x) > 0 fiir alle x € [a,b], f(a) > 0 und f(b) <0, dann liefert
das Newtonverfahren mit dem Startwert x1 = a eine streng monoton wach-
sende Folge, die gegen die Nullstelle von f im Intervall (a,b) konvergiert.

Wenn f"(xz) <0 fir alle x € [a,b], f(a) <0 und f(b) > 0, dann liefert
das Newtonverfahren mit dem Startwert x1 = a eine streng monoton wach-
sende Folge, die gegen die Nullstelle von f im Intervall (a,b) konvergiert.

Wenn f"(x) <0 fir alle x € [a,b], f(a) > 0 und f(b) <0, dann liefert
das Newtonverfahren mit dem Startwert 1 = b eine streng monoton fallende
Folge, die gegen die Nullstelle von f im Intervall (a,b) konvergiert.

BEWEIs. Wenn f”(z) > 0 fiir alle z € [a,b], f(a) < 0und f(b) > 0, dann
hat f im Intervall (a,b) genau eine Nullstelle, denn wenn f(c1) = f(c2) =0,
f(z) <0 fiir alle z < ¢;, dann f'(z) > 0 fiir alle x > ¢, was der Existenz
eines lokalen Maximums zwischen ¢; und co widerspricht.

Wenn f”(z) > 0 fur alle z € [a,b] und f(x,) > 0, dann liegt die Tangente
f(xn)+ f'(2n) (2 —xy,) immer unterhalb des Graphen der Funktion f. Daraus
folgt f(xnt1) > 0. Da f'(z) > 0 fiir alle z > ¢, folgt ¢ < xp41 < zp, fiir alle
n. g

BErIsPIEL 138. Fiir die Funktion f(z) = 22 — 2 gilt f'(z) = 22 > 0
fir alle z € [1,2], f(1) = —1 < 0 und f(2) = 2 > 0. Also liefert das
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Newtonverfahren mit Startwert x1 = 2 wie in Beispiel 137 eine monoton
fallende Folge, die gegen v/2 konvergiert.

3.5. Abbruch, Divergenz oder Konvergenz gegen falsche Null-
stelle. Sind die Voraussetzungen des Satzes 81 nicht erfiillt, so kann es
passieren, dass nicht alle Folgenglieder definiert sind, die Folge nicht kon-
vergiert oder gegen eine Nullstelle konvergiert, die man nicht approximieren
wollte.

Die Rekursionsformel des Newtonverfahrens ist nur anwendbar, wenn
f'(xzy) # 0 fiir alle n € N. Dies kann man fiir den Startwert, eventuell durch
kleine Anderungen, absichern. Besitzt f’ Nullstellen, so kann man jedoch
nicht abschitzen, ob f’(x,) # 0 fiir alle in der Folge auftretenden x,, gilt.

Ist die Funktion f nicht fiir alle z € R definiert, so kann es passieren,
dass ein Folgenglied x, nicht mehr im Definitionsgebiet der Funktion liegt
und die Rekursion damit abbricht.

Auch wenn die Rekursionsformel eine Folge {z,, } erzeugt, so ist es moglich,
dass diese Folge nicht gegen eine reelle Zahl konvergiert. Besitzt eine Funkti-
on zwei verschiedene Nullstellen und startet das Newtonverfahren sehr nah
an der einen Nullstelle, so kann die Folge auch gegen die andere Nullstelle
konvergieren.
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Reihen

Eine Reihe ), a, ist die Folge {s; }nen der Partialsummen

n
(102) sn::Zak:a0+a1—l—a2+...+an
k=0

der Folge {ay, }nen. Eine Reihe ist also eine Summe, die aus unendlich vie-
len Summanden, den Folgengliedern a,,, besteht. Addiert man endlich viele
reelle Zahlen, so erhélt man immer eine eindeutige reelle Zahl, z.B. die Par-
tialsummen s,,. Fiir unendlich viele Summanden kann man nicht sicher sein,
dass die ,,Summe® existiert. Eine Reihe Y ° ;a, heifit konvergent, falls
die dazugehorige Folge der Partialsummen {s,} mit s, = >, ar gegen
eine reelle Zahl konvergiert. Dieser Grenzwert der Partialsummenfolge heifit
dann Wert bzw. Summe der Reihe,

oo n

E ap, = lim E ap = lim s,.
n—oo n—o0

n=0 k=0

Sind alle Summanden positiv, also a,, > 0 fiir alle n € N, so ist die Parti-
alsummenfolge {s,} monoton wachsend. In dem Fall konvergiert {s,,} oder
lim,,—y o0 Sy, = 00.

1. Die geometrische Reihe

Falls a,, = ¢", so existiert eine geschlossene Formel fiir die Partialsum-
men s, (siche Kapitel II). Fiir alle n € N gilt, falls ¢ # 1,
2 3 n_1-g¢""
Sn=14+qgq+q¢ +q¢°+...+¢q :Tq
e Wenn ¢ > 1, dann gilt lim,, . ¢"*' = co. Die Partialsummenfolge
und damit auch die Reihe ) ° ; ¢™ konvergieren nicht.
e Wenn —1 < ¢ < 1, dann gilt lim,_, ¢"t! = 0. Die Partialsum-
menfolge und damit auch die Reihe ) 7 ;¢ konvergieren, es gilt

o0
1
(103) Zq”:1+q+q2+q3+...:iq fir —1<gq<1.

n=0

e Wenn ¢ < —1, dann gilt konvergiert die Folge {¢"*'} nicht. Also
konvergieren auch die Partialsummenfolge und die Reihe )7 ¢"
nicht.

125
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e Wenn a,, = 1" = 1 fiir alle n, also ¢ = 1, gilt s,, = (n + 1) und
lim,, s S, = 00. Die Partialsummenfolge und damit auch die Reihe
Yo o 1 konvergieren nicht.

BEISPIEL 139. Fiir ¢ = —1/2 erhélt man

DY (0 R o PG SRS SUUE S RS S B
2)  —=(=2» 2 4 8 7 1-(-1)y 2+1 3

BEISPIEL 140. Mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe kann
man auch Summen der Form Z;’;no q" berechnen. Zum Beispiel erhélt man
mit Hilfe einer Indexverschiebung

26 -Gz 026 -0

n=2 n=2 n=0

2\ 3 4
- \3 3—2 3

oder durch Hinzufiigen und Abziehen der fehlenden Summanden

X /2\ " 2 2 & /2\" 5 o /2\" 5 1
> (3) e (5) =52 (5) =5
3 5 g
'

——§+——————+3—
3 3-2 3 N

2. Leibnizkriterium

LEMMA 26. Wenn die Reihe Y 7 an, konvergiert, dann bilden die Sum-
manden a, eine Nullfolge, also lim, . a, = 0.

Lemma 26 liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer
Reihe. Da fiir |¢| > 1 die Folgen {¢" },,en keine Nullfolgen sind, konvergieren
die Reihen ) 7 j¢" fiir |g| > 1 nicht. Die Summanden der harmonische
Reihe Y 7, % bilden eine Nullfolge, aber die harmonische Reihe divergiert
(siehe Abschnitt 5.2).

SaTz 82. Wenn a,, > 0 fir alle n € N, {a,}nen monoton fallend und
limy, o0 ap, = 0, dann konvergiert die alternierende Rethe Z?ZO(—l)”an.

BEISPIEL 141 (Alternierende harmonische Reihe). Die Folge {%H}”EN
ist eine Nullfolge. Also konvergiert die alternierende harmonische Reihe. Mit
Hilfe der Resultate aus Abschnitt 4 zeigt man, dass die Summe der alternie-
renden harmonischen Reihe In 2 ist:

1 1 1
> ) 5T3 1" .
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3. Absolute Konvergenz

Eine Reihe Y0 a,, heiit absolut konvergent, falls die Reihe Y 07 |ay|
konvergiert. Die alternierende harmonische Reihe ist zwar konvergent, aber
nicht absolut konvergent, weil die harmonische Reihe nicht konvergiert.

BEMERKUNG 65. Die Summe einer absolut konvergenten Reihe dndert
sich nicht, wenn man die Summanden umordnet, z.B.

2 1 (-1 & > 11
e R PR BE TSP R PR B
2 n=0 m=0 m=0 m=0
1 1 1 2
52_?—5 130
m=0

SATz 83. Wenn |ay| < by, fir alle n > ny und Z;’;no by, konvergiert, so
konvergiert die Reihe Y ", a, absolut und es gilt

+Zb

n=ng

no—1

<|2
n+2

BEISPIEL 142. Fiir a, = 55 und b, = % gilt a, = |a,| < by, fiir alle
n > 2, denn fiir alle n > 2 gilt n + 2 < 2"™. Daraus folgt

[e's] [e's] 0o [e's] n 0
n+2 2 3 n+2 27 2

= — 4= <2+1 — =3 - =3 bn,.

E 3 1+3+§ 3 = + +nEO 3 +ng2 <3) +ng2 n

n=0 n=2

Die Reihe ) >, b, konvergiert, weil die geometrische Reihe Y >  ¢" fiir
lg| < 1, also auch fiir ¢ = 2/3, konvergiert. Es folgt (siehe Beipiel 140)

0<Z:nJr2 3+Z<> gzl—;.

n=0

Mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 4 kann man die Summe der Reihe
Y02 an sogar exakt berechnen.

FOLGERUNG 34. Wenn

h_g)lo Vlan| <1 oder nh_{go

n

An+1
Qp

<1,

dann ist die Rethe Y " a, absolut konvergent.

BEWEIS. Es existieren ng € N und ¢ mit |¢| < 1 und |a,| < ¢™ fiir alle
n > ng. U

BEMERKUNG 66. Falls die Folgen {{/|an|}nen bzw. {|*25|}nen zwar
beschréinkt sind, aber keinen Grenzwert besitzen, so betrachten man in Fol-
gerung 34 stattdessen den groffiten Grenzwert einer konvergenten Teilfolge.
Dieser heift Limes Superior und wird mit lim sup bezeichnet. [
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BeispiEL 143. Fiir a,, = ”;;2 wie in Beispiel 142 gilt
. o2l Wmr2 . ¥tz 1
33, Vianl =l §/| 75 \ T
und
n+142 n
m 1 1

lim |2 = g |3 = (33 f_ Ly ont3_ 1
n—oo | ap n—00 L:;; n—00 3"+1(n + 2) 3n—socon+2 3

SATZ 84 (Vergleich mit uneigentlichen Integralen). Wenn eine Funktion
f mit den folgenden drei Eigenschaften existiert

e f ist stetig und monoton fallend.
e Es existiert ein ng € N mit f(n) > |ay,| fir alle n > ng.
e Das uneigentliche Integral faoo f(x)dx fir a =ng—1 existiert.,

dann konvergiert die Reihe Y .~ an absolut.

BEwEIs. Fiirallen > ng gilt b, := [ | f(z)dx > |ay|. Wegen Y02 b, =
[ f(x)da folgt die Behauptung aus Satz 83.

FOLGERUNG 35. Die Reihe
1
2
konvergiert genau dann, wenn a > 1.

BEWEIS. Fiir @ < 0 bilden die Summanden a,, := n~* keine Nullfolge.

Fir x > 0 und a > 0 ist die Funktion f(z) = 2~ streng monoton
fallend. Weiterhin gilt f(n) =n=% = a,, > 0. Falls o > 1, so konvergiert das
uneigentliche Integral floo x~*dx (sieche Lemma 24). Falls 0 < a < 1, so gilt
Gpn > % Das die harmonische Reihe gegen oo divergiert, konvergieren auch
die Reihen ) 2, n~® fiir & < 1 nicht. O
1

nOt

BEMERKUNG 67. Fiir die Reihen > >,
terium aus Folgerung 34, denn

n - )=« 1\ ¢
lim vVn=® = ( lim {”/’ﬁ) CYzlund lim (n—i_):(lim nt > =1.

versagt das Konvergenzkri-

n—o00 <n—>oo n—oo n-— n—o00 n

4. Potenzreihen

Eine reelle Potenzreihe um xy € R ist eine Reihe der Form
oo
(104) > an(a — )"
n=0

mit Koeffizienten a,, € R und einer Variablen z € R.
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L&aBt man den Grad eines Taylorpolynoms einer Funktion f um xg be-
liebig grof werden, so erhélt man Taylorreihen

=1 1
Z af(”) (xo)(z — x0)", also a, = mf(”) (x0)-

n=0
4.1. Konvergenzradius einer Potenzreihe.

SATZ 85. Es seien an,x9 € R und

1 an
105 R := = limsup |—| .
(105) lim sup,,_,oo V/|an| n—soo | An+1
Die Potenzrethe Y "y an(x—x0)" konvergiert fir alle x € R mit |[v—xzo| < R
absolut.
Die Potenzreihe Y o7 o an(x—x0)" divergiert fir alle x € R mit |z —xo| > R.

BEISPIEL 144. Die Taylorreihe der Exponentialfunktion e* um zy = 0

ist
oo
1 1 1!
Z—x",alsoan:—und n :(ThL ) =n+1 — oco=R.
o n! n! Gnt1 n! n—00

Die Taylorreihe der Exponentialfunktion konvergiert fiir alle z € R.

BEISPIEL 145. Die Taylorreihe der Funktion sinz um xg = 0 ist

e —1)" 1)
SN iy g o O
2+ 1)! @2n+ 1)

Da fiir jedes S € R, S > 1, die Ungleichung S™ < S$?"*1 < (2n 4 1)! fiir fast
alle n € N gilt, ist die Folge {/(2n + 1)! unbeschrénkt, also

1 1
R= - - = —hmsup vV (2n+1)! = oo.
limsup,, o, ¥/lan]  lim SUD;, o0 ¥/ (2n+1)

Die Taylorreihe der Funktion sinx um zg = 0 konvergiert fiir alle x € R.

BEISPIEL 146. Die Taylorreihe der Funktion Inx um xg > 0 ist

o
(1) (-1
Inzg + Z ng(w —x9)", also a, = W
n=1
und 1 +1
"= Dy 1
an (=) (n+ 1)ay n+ s =R.
(pi1 nag(—1)" n  n—oo

Die Taylorreihe der Funktion Inz um zg > 0 konvergiert fiir alle x € R
mit |x — xg| < g, also 0 < x < 2x¢. Fiir z = 0 erhélt man die divergente
harmonische Reihe

1H$0+Z o 1nx0—Z—
0
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Fiir £ = 2zg erhélt man die konvergente alternierende harmonische Reihe

n __
Inxg + ng_l nap (229 — 29)" =Inxg + ng_l pa—

BEISPIEL 147. Die geometrische Reihe ) (2™ hat den Konvergenzra-
dius
Qp

R = lim

n—o0

oo
1
=1 und es gilt Z:c" =1 fir |z < 1.

— X

a
n+1 n—0

4.2. Potenzreihenentwicklungen von Funktionen.

SATZ 86. Fiir alle x € R gilt

=1
(106) et = Z Em"
n=0

BEWEIS. Die Taylorreihe konvergiert gegen ¢*, denn fiir ein festes z € R

gilt N
1 T N+1
¢ T;)! = (|n|—|— 1) ion
[l
SATZ 87. Fiir alle x € R gilt
R N Gt D
(107) sinz = nzz;) mx :

BEWEIS. Die Taylorreihe konvergiert gegen sinz, denn fiir ein festes
z € R gilt

S a2+

. (_1) 2n+1
S N S S N
S nz:% 2n+1)! = 12N 1 2)! Nos

O

SATZ 88. Fiir jedes reelle Polynom p mit degp = N und jedes xg € R
gilt

N
1
p(z) = Z mp(n) (xo)(z — )™ fiir alle x € R.
n=0
Beweis. Da p"t) =0, gilt [p(z) — Tpzo.n(2)] < % 0=0. O

Eine Funktion f heifit um zg in eine Potenzreihe entwickelbar, wenn

(108) ) =3 2 F o) — o) i 7 — o] < R

n=0

fiir ein R > 0.
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Polynome, die Exponentialfunktion und sin x sind fiir alle ¢y € R in eine
Potenzreihe entwickelbar. Die Summenformel fiir die geometrische Reihe
Yoyt = ﬁ liefert eine Potenzreihenentwicklung der Funktion i ist

11—z

um xg = 0 mit Konvergenzradius 1.

SATZ 89. Fiir xo # 0 gilt

1 (=) )
(109) o= Z T (x — x0)" fiir |z — zo| < |zol-
n=0 0

BEWEIS.
r__+r _r _r _t 1 _ 72 _T %o
x T — o+ 2o - T 1+ 2 _x() 1—( 1)90 IO

o n=
1o (D" o (=D
=— ) ——(z—x)" = (r — o))"

fiir [£270] <1, also |z — o] < |aol. O

SAaTz 90 (I'Hospitalsche Regel). Wenn f und g um xq in eine Potenz-
reihe entwickelbar sind, f(x) = 7 an(z—x0)", g(x) = > 07 4 bp(x —x0)"
und by #£ 0, dann gilt

lim ﬁ = %.
z=zo g(x) b

BEISPIEL 148. Fiir f(z) = sinz — z, g(x) = 23 und z¢ = 0 gilt b3 = 1,

by, = 0 fiir n # 3 und

_ R _ [ L
f(x)—$—§+§—ﬁ+—$——§+§—?,
also
. sinx —x —% 1 1
lim =2 =—==—-
z—0 x3 1 3! 6

BEMERKUNG 68. Die Funktion ¢ : R — R mit ¢(z) = eV fiir & £ 0
und ¢(0) = 0 ist in 29 = 0 beliebig oft differenzierbar. Es gilt ¢(™ (0) = 0 fiir
alle n € N (siehe Abschnitt 2.2). De Taylorreihe der Funktion ¢ um xzg =0
ist also = 0. Sie stimmt nur in o = 0 mit der Funktion ¢ {iberein, obwohl
ihr Konvergenzradius oo ist. Die Funktion ¢ ist um xzg = 0 nicht in eine
Potenzreihe entwickelbar. [J

4.3. Verkniipfungen von Potenzreihenentwicklungen.
SATZ 91. Wenn f'(x) = Y07 g an(x — xo)" fir |x — x| < R, dann
0)"*! = f(zo) +Zan : (z —x0)"

n=1

(110) f(z) = f(zo +Zn+1

fir |z — x| < R.
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BEISPIEL 149 (Potenzreihenentwicklung des Logarithmus). Fiir alle zyp >
0 gilt

> -1 n—1
(111) ln:c:ln:cgzz%(x—xo)”.
= naj

SATZ 92. Wenn f(z) =>_," o an(x — x0)" fir |v — xzo| < R, dann
(112)

oo

Znan (x —x0)" Znan (x—20)" ! = Z(n—i— Dapt+1(z—x0)"

n=0
fir |z — :Uo| < R.
BEeIspIEL 150 (Potenzreihenentwicklung der Funktion cosz). Aus der

Potenzreihenentwicklung der Funktion sin x folgt durch Ableitung jedes Sum-
manden

cos:ooﬂ n 332"200(71) n fiir alle z
(113) 1;)(2”“)!(2 +1) nZ::o @) fiir alle z € R.

BEISPIEL 151. Fiir [z < 1 gilt (1 —z)~! = >_°° 2" Daraus folgt

<1ix> = (1—135)2 SIEEE

n=0

Fiir = 1/3 erhélt man

nz:%n+2 Zn+1 i;ﬂ Z +1<1> +Z<)
1 1 5 9_15

= + =-4+-=—.
1— % (1— %)2 2 4 4
SAaTz 93. Wenn g um xg und f um g(xg) in eine Potenzreihe entwickel-

bar sind, dann ist auch die Verkettung f o g um xg in eine Potenzreihe
entwickelbar.

BEWwWEIS. Die Funktion f o g ist beliebig oft differenzierbar. Es gilt die

Abschitzung

l9(x) — 9(930)|N+1 N+1
z)—Tr (s )| < max

(6@ = Trgtan v @) (N +1)! In—g(wo)\ﬁ\g(a?)—g(ﬂfo)|’ (

Es seien Ry der Konvergenzradius der Funktion f und R, der Konvergenz-
radius der Funktion g. Die Konvergenz der Taylorreihe gegen den Funkti-
onswert f(g(x) fir alle x mit | —xo| < Ry und |g(x) —g(xo)| < Ry folgt aus
der gleichméfBigen Konvergenz der Potenzreihen auf allen abgeschlossenen
Intervallen innerhalb des offenen Konvergenzintervalls. ([

|-

BEMERKUNG 69. Die Potenzreihenentwicklung von f o g kann man be-
stimmen indem man die Ableitungen (f o ¢)(™ (z) berechnet oder die Po-
tenzreihe von ¢ in die von f einsetzt. [J
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BEISPIEL 152. Wenn a € R fest und f(z) = Y 07 apa™ fiir |z| < R,
dann gilt f(az) = > 07 jan(ax)” = 00 aza”z™ fiir alle |z| < R/|al, zum
Beispiel

axr - an n .
e = Zﬁx fiir alle a,x € R.

n=0
BEISPIEL 153. Fiir g(z) = —? erhiilt man
o0 oo
—x2 1 2\n __ (71)71 2n
e =) ()= e
n=0 n=0

SATZ 94. Wenn f und g um xg in eine Potenzreihe entwickelbar sind,
dann sind auch f + g und fg um x¢ in eine Potenzreihe entwickelbar. Es
gilt

(114) D an(@—20)" + Y bn(z —x0)" =D (an +by)(z — z0)"
n=0 n=0 n=0
und
(115)
(Z an(r — :co)"> <Z bn(z — xo)"> = Z ( akbn_k> (x — z0)".
n=0 n=0 n=0 \k=0

Wenn man die Exponentialfunktion nicht als Lésung der Differentialglei-
chung y' = y (siehe Abschnitt 3), sondern als Potenzreihe e® = "> %m"
definiert, so kann man die Potenzgesetze mit Hilfe des Produktsatzes bewei-

sen.
FOLGERUNG 36. Fiir alle a,b € R gilt e®e® = e*t?.

BEWEIS. Fiir f(z) = e und g(z) = € mit a,b € R gilt

f(z) = z;] ﬁajn und g(z) = z;)n!x
und
a gy i n
F@g) = (f) =3 ) (f) =3 Lo
n=0 n=0
> " ak bn_k ) > 1 < " n! k k:)
= — " = — a®b" v | ™
> P Pl DTy
o (k:o k! (n — k) =l \ & kEl(n — k)
_Ool - kpn—k n_oo n,.n Oo(a+b)nn
ST DI R SETRTEE o
n=0 k=0 n=0 n=0
Fiir x = 1 folgt die Behauptung aus Beispiel 152. (|
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5. Die Hyperbelfunktionen

Wie jede Funktion f : R — R l48t sich auch die Exponentialfunktion als
Summe einer gerade und einer ungeraden Funktion schreiben. Der gerade
Anteil ist £(f(z) + f(—z)), der ungerade Anteil ist 3(f(z) — f(—x)). Der
ungerade Anteil der Funktion e” heifit Sinus hyperbolicus und wird mit
sinh bezeichnet. Der gerade Anteil der Funktion e® heifit Kosinus hyper-
bolicus und wird mit cosh bezeichnet. Es gilt

1 1
(116) sinhx := Q(ex —e *)und coshz := 5(69” +e ").

Abbildung 1 zeigt die Graphen der Exponentialfunktion und der Hyperbel-
funktionen.

5.1. Potenzreihenentwicklung der Hyperbelfunktionen. Da die
Potenzreihenentwicklung von e” fiir alle x € R die Funktion e* darstellt und
die Reihe fiir alle z € R absolut konvergiert, kann man die Summanden der
Reihe nach geraden und ungeraden Potenzen von x umordnen und erhélt
die Potenzreihenentwicklungen von sinh x und cosh z. Es gilt

=1 =1 = 1
e = Z g Z .,L,2m + Z $2m+1
| | |
= ! = (2m)! = (2m + 1)!
und damit
(117)
: . 1 2m—+1 . 1 2m gas
sinhz = mZ::D mx und coshz = mzz:o (2m)!az fir alle x € R.

5.2. Differentialgleichungen der Hyperbelfunktionen. Es gilt

1 1
(sinhz) = i(ef"’ —e " = i(ex +e*) =coshz

1 1
(coshz) = §(ez +e ) = §(e$ —e *) =sinhuz.
Dieses Resultat erhélt man auch, wenn man die Potenzreihenentwicklungen

summandenweise ableitet.

= 1 . 2m+1 =1
(sinhx)/ — Z m($2m+1)l = Z mx2m = Z W.’E2m = COSh$
m=0 : m= : =0 :
(cosha;)’ N i 1 (me)/ _ i 2m o _ i 1 p2m—1
B (2m)! B (2m)! B (2m — 1)!
m=0 m=0 m=1

1
2m+1 :
= E —x = sinhx
|
— (2m +1)!

Die Hyperbelfunktionen sind Losungen der Differentialgleichung v —y =0
zu den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und ¢'(0) = 1 bzw. y(0) = 1 und
y'(0) =0, da sinh0 = 0 und cosh0 = e® = 1.
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cosh x

| sinh x

ABBILDUNG 1. Hyperbelfunktionen ABBILDUNG 2. Hyperbelgleichung

5.3. Identitédten fiir Hyperbelfunktionen. Fiir alle z € R gilt
(118) sinh?z + 1 = cosh® z, sinh(2x) = 2sinh(z) cosh(z),
cosh(2z) = cosh?(z) + sinh?(x)
denn

1 1 1
cosh?z = (e 4+ e )2 = (e 42+ ) =1+ (2 -2+ )

4 4 4
1
=1+ Z(ex —e )2 =1+sinh’z
: 1 2z —2x 1 T —x 1 T —T
sinh(2z) = = (e —e ™ *") =2-(e" —e ¥)=e" + e )
2 2 2
1 1 1
cosh(2z) = 5(629” e %) = 1(62“3 +24e¢7%) + Z(ezx — 24 e72)

Die Kurven v : R — R? mit

cosht —cosht
(1) = <sinht> baw. (t) = < sinh ¢ )
parametrisieren die beiden Hyperbelarme, die Menge aller Punkte (z,y) €
R? mit 22 — y? = 1 (siehe Abbildung 2).
6. Komplexe Potenzreihen

Eine komplexe Potenzreihe um zy € C ist eine Reihe der Form
o0
(119) D an(z - 2)"
n=0

mit Koeffizienten a,, € C und einer Variablen z € C.

SATZ 95. Es seien ap,xog € C und

1 n
(120) R:= = limsup n_

lim sup,, oo V/|an| n—soo |Qn41
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Die Potenzreihe Yo7 an(z—z0)™ konvergiert fiir alle z € C mit |z—zg| < R
absolut.
Die Potenzreihe Y . o an(z—20)" divergiert fiir alle z € C mit |z — z9| > R.

BEMERKUNG 70. Komplexe Potenzreihen konvergieren also fiir alle kom-

plexen Zahlen z innerhalb des Kreises mit Radius R um zg. [

Erlaubt man in einer Potenzreihenentwicklung f(z) = >"07 j an(z—x0)"
fiir |x — xo| < R auch komplexe Zahlen als Argumente, so erhélt man eine
natiirliche Fortsetzung der Funktion f fiir komplexe Argumente, f(z) :=
Yoo an(z — 20)fiir |z — 29| < R. Zum Beispiel definiert man fiir alle z € C

(o] Zn
zZ .
n=0

o (D" o o (=1 5
(122) sinz := Z mz und cosz := Z @n)] 2",
00 00
: N 1 2n+1 e 1 2n
(123) sinh z : = nz:() mz und cosh z := nzzo (27’)7,)"2 .

Diese Definitionen sind mit der Definition e = cost + isint fiir t € R
vertriglich, denn

" > (Zt)n > in > ;2m ) i~ j2m+1 P
(3 — — 7tn — t m t m
=D T a2 @
n=0 n=0 m=0 m=0

— (=)™ , — (D™ o
= E o 4 E — 2 "™ = cost +isint.
| |
= (2m)! = (2m + 1)!

Auch fiir alle z € C gilt

—_

(124) cosz == (e + e ") und sinz = 1 (e —e ™).

[\



KAPITEL XI

Lineare Gleichungssysteme

Eine Gleichung der Form

(125) a1x1+asrs+ ...+ apxy =0
heiflt lineare Gleichung in den n Variablen x1,xo,...,x,. Die Faktoren
a1,...,ay vor den Variablen x1,...,x, in der linearen Gleichung und auch

die Konstante b auf der rechten Seite der Gleichung heiflen Koeffizien-
ten. Die lineare Gleichung 125 kann man auch in der Form Z?Zl ajr; =b
schreiben.

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System linearer Glei-
chungen, es besteht also aus mehreren linearen Gleichungen. Das LGS

n
(126) Y aijr;=b; firallei=1,...,m
j=1
besteht aus m linearen Gleichungen in den Variablen x1, ..., z,.

Eine Losung eines LGSs ist ein n-Tupel (&1, &2, ..., §n) mit D07 a;5€; =
b; fir allei =1,...,m.

Zu einem gegebenen LGS, also gegebenen Koeffizienten a;; und b; mochte
man folgende Fragen beantworten:

e Besitzt das LGS eine Losung? (Existenz einer Losung)

e Besitzt das LGS mehrere Losungen? (Eindeutigleit der Losung)

e Wie kann man die Menge aller Losungen, die Lésungsmenge, be-
schreiben. Wie viele Parameter benétigt man, um die Losungsmen-
ge zu beschreiben? (Parametrisierung der Losungsmenge)

Lineare Gleichungssysteme sind zum Beispiel zu 16sen, wenn man die
Strome und Spannungen einer Schaltung mit Hilfe der Kirchhoffschen Ge-
setze (siehe Beispiel 154) oder die Konstanten einer Partialbruchzerlegung
durch Koeffizientenvergleich zweier Polynome (siehe Beipiel 155) bestimmen
mochte.

BeispieL 154 (LGS fiir die Stromstérken in einer Schaltung). In der
folgenden Schaltung sind die Ohmschen Widerstéinde Rp, Ro, R3 und die
Spannung Uy gegeben. Die Stromstérken I, Is und I3 und die Spannungen
U1, Us und Us sind gesucht.

137
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Ur
—— |
T

Us CD Ry | || Rs | ||Us

Aus dem Ohmschen Gesetz folgt U = R111, Us = Rols und Us = Rsls.
Die Knotenregel liefert in beiden Knoten die Gleichung I1 — I» — Is = 0. Die
Schaltung besitzt zwei unabhéngige Maschen. Sie liefern die Gleichungen
Ui+ Uy —Uy =0 und Uy — Us = 0 fiir die gesuchten Spannungen. Beschreibt
man die Spannungen U; mit Hilfe der Stromstérken I;, so erhilt man das
LGS

I —1I5 —I3 = 0
Rol, —Rgls = 0
Rl +Rsyls = Up

fiir die Variablen Iy, Is und I3. Setzt man fiir die gegebenen Groflien R1,
Ro, R3 und Uy spezielle Werte ein, z.B. Ry = 1), Ry = 202, R3 = 3 und
Up = 10V, und kiirzt die Einheiten, so erhélt man das LGS

L -, —-I; = 0
oI, —3; = 0
I +2I = 10

BeispieL 155 (LGS fir die Konstanten einer Partialbruchzerlegung).
Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion
20t + 2% + 522 — 22 + 6
(x —1)(22+1)2

ist
2x4—|—333+5x2—21‘+6_ aq aox + a3 aqx + as
(x —1)(z2 +1)2 -1 22 +1 (2 +1)2°
Um die Konstanten «q,..., a5 zu bestimmen, kann man den Ansatz mit

dem Hauptnenner (z — 1)(z? + 1)? multiplizieren und die Koeffizienten der
Polynome auf beiden Seiten der Gleichung vergleichen. Man erhélt

20t 23 4527 — 20+ 6 = ar(2? + 1)% + (cwx + a3)(z — 1)(2? + 1)
+ (auz +as)(x — 1)
=a(z* +22° 4+ 1)+ (awz + a3)(2® — 22 + 2 — 1)
+ (auz +as)(x — 1)
= (o + )zt + (a3 — a2)x® + (201 + o — az + ay)z?

+ (3 — s+ a5 — o)z + (a1 — oz — as)
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4

und durch Vergleich der Koeffizienten vor z#, 23, 22,  und z° das aus fiinf

linearen Gleichungen bestehende LGS

a1 +og = 2
—og +o3 = 1
2000 +as —az +ag = 5
-y Faz3 —aq Haz = —2
(6751 —Qa3 —Q5 = 6
fiir die fiinf Variablen aq, ..., as.

1. Die Einsetzmethode

Stellt man in einem LGS

n
Zaijacj:bi flir alleizl,...,m

=1
eine der m Gleichungen nach einer der Variablen x1, ..., x, um, zum Beispiel
n—1
1 bm Q5
Tp = —— (b — Qm1T1 — Qa2 — ... — Qpp—1Tp—1) = —— — 5 —=1x;,
Qmn Qmn = Gmn

falls @y, # 0, und driickt x, in den restlichen m — 1 Gleichungen durch die

Variablen 1, ..., x,_1 aus, so erhilt man ein aus m—1 linearen Gleichungen
bestehendes LGS in n — 1 Variablen x1,...,z,_1:
Z(azj—am)xj:bi— ke fﬁrallez':l,...,m—l

Die Auswertung einer Gleichung kann also die Anzahl der Variablen um 1
verringern. Im Idealfall kann man durch mehrfache Anwendung dieser Idee
eine Losung des Gleichungssystems.

BEISPIEL 156. Das LGS aus Beispiel 154 lautet:

I —I2 —I3 = 0
209 —3x3 = O
T +2x9 = 10

Aus der dritten Gleichung erhélt man 1 = 10 — 2x9. Setzt man dies in die
erste Gleichung ein, so erhélt man 10 — 2z —x9o —x3 = 0, also x5 = 10 — 3xs.
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so erhélt man 2x9—3(10—3x9) =
0, also 9 = 30/11, 3 = 10 —90/11 = 20/11 und z; = 10 — 60/11 = 50/11.
Das LGS hat genau eine Losung:

50 30 20
(.’L’l,.’L‘Q,.ﬁU?,) = ( >

11711711
Diese Losung entsprechen in Beispiel 154 die Stromstérken I} = %A, I, =
%A und I3 = %A.
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BEIsPIEL 157. Das LGS aus Beispiel 155 lautet:

a1 Fao = 2
—g +a3 = 1

200 a2 —az Foy = 5
-y 4az —ag +az; = —2

a1 —ag —a5 = 6

Aus der ersten Gleichung erhélt man a; = 2—as. Aus der zweiten Gleichung
erhélt man a3 = 14 . Setzt man dies in die dritte Gleichung ein, so erhélt
man 2(2—ag) +as — (1+ag) + ag = 5, also ag = 24 2. Setzt man dies in
die vierte Gleichung ein, so erhélt man —as+ (1+a2) — (24 2a2) + a5 = —2,
also a5 = 2a9 — 1. Setzt man dies in die fiinfte Gleichung ein, so erhélt man
(2—az) — (1 +a2) — (2a2 — 1) =6, also ap = —1. Aus ap kann man jetzte
alle a; berechnen. Es folgt oy =2 —(—1) =3, a2 = -1, a3 =1+ (—1) =0,
ag =2+ 2(—1) =0 und a5 = 2(—1) — 1 = —3. Dies ist die eindeutige
Losung des LGSs, da jede Gleichunge genau ein Mal verarbeitet wurde.
Dieser Losung entspricht in Beispiel 155 die Partialbruchzerlegung

2m4+a:3—|—5a:2—23:+6_ 3 T 3
(x —1)(2? +1)? S x—1 2241 (224 1)

BEMERKUNG 71. Die Einsetzmethode bietet sehr viele Freiheiten. Man
die Reihenfolge, in der die einzelnen Gleichungen ausgewertet werden, frei
wahlen. In jedem Schritt kann man die gewéhlte Gleichung nach einer belie-
bigen Variable umstellen, falls der Koeflizient vor dieser Variable verschieden
von 0 ist. Jedoch muss man darauf achten, dass jede Gleichung genau ein
Mal ausgewertet wird. [

Die Einsetzmethode ist nur fiir ,,kleine“ lineare Gleichungssysteme, d.h. we-
nige Variablen und wenige Gleichungen, geeignet, da das Umstellen der Glei-
chungen viel Schreibarbeit erfordert. Man kann mit Hilfe der Einsetzmetho-
de erkennen, ob das LGS genau eine Losung besitzt (siche Beispiele 157 und
156), nicht losbar ist (siehe Beispiel 158) oder mehrere Losungen besitzt
(siehe Beispiel 159). Falls das LGS mehrere Losungen besitzt, so ist die Be-
schreibung der Losungsmenge mit Hilfe der Einsetzmethode umsténdlicher
als nach Durchfithrung des Gaufiverfahrens, das in Abschnitt 2 beschrieben
wird.

BEispIEL 158 (Nicht 16sbares LGS). Das LGS

T +2z3 = 1
r1 +2xry +4xs = 4
ro +x3 = 1

besitzt keine Losung, denn aus der ersten Gleichung folgt 1 = 1 — 223 und
aus der dritten Gleichung folgt x9 = 1 — x3. Setzt man dies in die zweite
Gleichung ein, so erhélt man (1 — 2z3) + 2(1 — x3) + 423 =4, also 3 = 4.
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BEISPIEL 159 (LGS mit mehreren Losungen). Das LGS

z1 +2x3 = 1
Tl +2$2 +4$3 = 5
) +xr3 = 2

besitzt mehrere Losungen, denn aus der ersten Gleichung folgt 1 = 1 —2x3
und aus der dritten Gleichung folgt x9 = 2 —x3. Setzt man dies in die zweite
Gleichung ein, so erhélt man (1 —2x3)+2(2—x3) +4x3 = 4, also 4 = 4. Sind
die erste und die dritte Gleichung erfiillt, so ist hier die zweite Gleichung
auch erfiillt. Man kann xo = t € R beliebige wihlen und erhélt fiir jede
Wahl eine Losung des linearen Gleichungssystems. Die Losungsmenge ist
{(1—2t,2—t,t): t € R}

2. Das Gauflverfahren

Ein lineares Gleichungssystem wird beim Gauflverfahren mit Hilfe ele-
mentarer Umformungen systematisch in eine Normalform, der Zeilenstufen-
form, transformiert, da die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
in Zeilenstufenform einfach zu beschreiben ist.

Bei der Transformation des linearen Gleichungssystems in eine Zeifen-
stufenform mit Hilfe des GauBverfahrens geniigt es, die Verdnderung der
Koeffizienten zu beobachten. Diese konnen effizient in einer Matrix gespei-
chert werden.

2.1. Elementare Transformationen eines linearen Gleichungs-
systems. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

n
E aij:cj:bi Vi:1,...,m
j=1

bleibt unveréndert, wenn man eine der folgenden Umformungen durchfiihrt:

e Vertauschung zweier Gleichungen
e Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen
Zahl

e Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

Bei diesen drei elementaren Umformungen werden die Summanden innerhalb
einer Gleichung nicht vertauscht. Der j-te Summand ist immer ein Vielfaches
der Variablen z;.

BEMERKUNG 72. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
andert sich auch nicht, wenn man die Variablen umbenennt oder die Sum-
manden innerhalb einer Gleichung vertauscht. Jedoch miifite man diese
Verdnderungen buchfithren, wenn man nur die erweiterte Koeffizientenma-
trix in Stufenform transformiert. O]
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2.2. Die erweiterte Koeffizientenmatrix. Die Koeffizientenma-

trix A des linearen Gleichungssystems Z?:1 a;jrj =b; firallei=1,...,m
ist

ail a2 - Qlp

a1 G2 - Q2p
(127) A=

aml AaAm2 - Omn

Die Koeffizientenmatrix A besteht aus m Zeilen und n Spalten. Die erwei-
terte Koeffizientenmatrix (A[b) des linearen Gleichungssystems Z?Zl i Tj =
b; fir alle ¢ =1,...,m ist

a1 a2 - aip  br

a1 Qg2 - Q2 b2
(128) (Alb) := "

Aml Am2 **° Amn bm

Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b) besteht aus m Zeilen und n + 1
Spalten. Um die Koeffizienten, die in den Gleichungen des linearen Glei-
chungssystems auf verschiedenen Seiten des Gleichheitszeichens stehen auch
in der erweiterten Koeffizientenmatrix voneinander zu trennen, kann man
auch die Schreibweise

ap a2 - Qip | b1

a1 a2 -+ QA2p | ba
(Ab) ==

Aml Am2 - QAmn | bm

benutzen.

Die Vertauschung zweier Gleichungen des linearen Gleichungssystems
entspricht der Vertauschung zweier Zeilen in der erweiterten Koeffizienten-
matrix:

air a2 - aip by ailr a2 - A br

a1 ag2 -+ Qgp by air ap - ap b
D)+ (k)

an app o a b a1 Qg2 0 Ak b

Am1 Qm2 -+ Gmn bm Am1 Qm2 -+ Gmn bm



2. DAS GAUSSVERFAHREN 143

Der Multiplikation der k-ten Gleichung des linearen Gleichungssystems
mit A # 0 entspricht die Multiplikation der k-ten Zeile der erweiterten Ko-
effizientenmatrix mit A:

air a2 - aip br ainr a2 - G by

a1 ag2 - Qg by ~ Aagr Aaga -0 Aagn,  Abg
(k)= (k) . . .

Aml am2 - Amn bm am1 Am2 " Amn bm

Der Addition des A-fachen der I-ten Gleichung zur k-ten Gleichung des
linearen Gleichungssystems entspricht die Addition des A-fachen der I-ten
Zeile zur k-ten Zeile der erweiterten Koeflizientenmatrix:

air - ain by aiy e a1n b1
arl -+ Qrn  bg a1 +Aapr o Qpn FAap, b + A
N ) )
' ) (k)= (k)+X(1) '
ar o ap b ap e apy, by
Am1 - Gmn bm am1 tet mn b,

2.3. Die Stufenform. Eine m x n-Matrix
a1 - Qip
A= (aij)izl,...,m,jzl,...,n =
mi  * Qmn
hat eine Zeilenstufenform, falls sie die folgende Eigenschaften hat:
ai=j+ Z0und a;+; =0Vj < j* = a;; =0Vi > %, j < j*

Dies bedeutet, dass die Matrix A unterhalb einer stufenférmigen Grenzlinie
nur noch die Eintrége 0 hat. Die Hohe der Stufen ist immer eine Zeile. Jedoch
kann eine Stufe auch mehr als eine Spalte breit sein:

0 * * -+ *x % x
0 0 =x S %
Do * ok
O 00 «--- 0 0 =

SaTz 96 (GauBverfahren). Jede Matriz kann durch wiederholte Anwen-
dung der drei elementaren Transformationen

o Vertauschung zweier Zeilen
o Multiplikation einer Zeile mit einer von 0 verschiedenen Zahl
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

in eine Stufenform gebracht werden.
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BeEwEIS. Wenn a;; = 0 fiir alle (¢, ) mit j < und i > k und ag # 0,
dann erzeugt Addition des —S—Z—fache der k-ten Zeile zur i-ten Zeile Nullen
in der I-ten Spalte fiir alle Zeilen ¢ > k. Dabei werden die Nullen in den
Zeilen j < k nicht zerstort. (]

BEISPIEL 160. Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Beispiels 157 ist

1 1 0 0 0 2
0 -1 1 0 0 1
2 1 -1 1 0 5
0 -1 1 -1 1 -2
1 0 -1 0 -1 6

Wir addieren Vielfache der ersten Zeile zur dritten und zur fiinften Zeile,
(3)-2(1), (5)-(1), um Nullen in der ersten Spalte zu erzeugen:

1 1 0O 0 0 2
0 -1 1 0 O 1
0 -1 -1 1 0 1
0 -1 1 -1 1 -2
0O -1 -1 0 -1 4

Wir subtrahieren die zweite Zeile von der dritten, vierten und fiinften Zeile,
um Nullen in der zweiten Spalte zu erzeugen:

11 0 0 O
0o -1 1 0 O
0O 0 -2 1 0
1 —

-1

0O 0 0 -1
0 0 -2 0

W w oI

Wir subtrahieren die dritte Zeile von der fiinften Zeile, um Nullen in der
dritten Spalte zu erzeugen:

11 0 0 0 2
0 -1 1 0 0 1
0o o0 -2 1 0 0
0 0 0 -1 1 -3
o o o0 -1 -1 3

Wir subtrahieren die vierte Zeile von der fiinften Zeile, um Nullen in der
vierten Spalte zu erzeugen:

1 1 0 0 0 2
0 -1 1 0 0 1
0o 0 -2 1 0 O
0O 0 0 -1 1 -3
0O 0 0 0 -2 6

Dies ist eine Stufenform der Koeflizientenmatrix.
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BEISPIEL 161. Die erweiterte Koeflizientenmatrix des Beispiels 156 ist

1 -1 -1 0
0 2 -3 0
1 2 0 10
Durch elementare Umformungen erhélt man eine Stufenform:
1 -1 -1 0 1 -1 -1 O 1 -1 -1 0
0 2 -3 0 ]~10 2 -3 0 |~1|0 2 -3 0
1 2 0 10 0 3 1 10 0 1 4 10
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
~ 0 1 4 10 ~ 0 1 4 10
0 2 -3 0 0 0 —11 -20

BEISPIEL 162. Die erweiterte Koeflizientenmatrix des Beispiels 158 ist

1 0 21
1 2 4 4
0111

Durch elementare Umformungen erhélt man eine Stufenform:

1021 102 1 1021
1 2 4 4 ~ 02 2 3 ~ 01 1 1
011 1/)® 011 1/)/®@6G\pg 2 2 3

1021

01 1 1

2(2>0001

BEISPIEL 163. Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Beispiels 159 ist

1 0 2 1
1 2 4 5
01 1 2

Durch elementare Umformungen erhélt man eine Stufenform:

102 1 102 1 102 1
1 245 ~ 0 2 2 4 ~ 01 1 2
011 2/)@@=MW\ g1 1 2)@G\y2 24

1021

~ 01 1 1

(3)—=(3)-2(2) 0000

2.4. Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems. Wird die
erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe
des Gauflverfahrens in eine Stufenform transformiert, so dndert sich die
Losungsmenge nicht. Wir nehmen nun an, dass die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix eines linearen Gleichungssystems Stufenform besitzt.
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Wenn ay; = 0 fiir alle j = 1,...,n und b, # 0 fiir einen Index k, dann
besitzt das LGS keine Losung, denn der k-ten Zeile entspricht die Gleichung
0=0br #0.

Wenn kein Index k mit b, # 0 und a; = 0 fiir alle j = 1,...,n exi-
stiert, dann besitzt das LGS eine Losung. Fiir jede Zeile ¢ sei j; der kleinste
Spaltenindex mit a;j, # 0. Die entsprechende Gleichung kann man nach z;,
auflésen:

n
- by, aij
IL'j. = - — ID]
1 . ..
Gijy =4 Qigs
J=7i+1

Die Indexmenge
J={ntu{ntu...U{jin}

beinhaltet die Indizes aller abhiéngigen Variablen. Die Menge .J := {1,...,n}\
J beinhaltet die Indizes aller freien Variablen. Zur Beschreibung der Losungs-

menge des linearen Gleichungssystems benétigt man |J| (reelle) Parameter,

also fiir jedes Element in J einen Parameter.

BEISPIEL 164. Das LGS aus den Beispielen 155, 157 und 160 besitzt die
Stufenform

11 0 0 0 2
0 -1 1 0 0 1
0o o0 -2 1 0 0
0 0 0 -1 1 -3
0o o0 0 0 -2 6

Es gilt J ={1,2,3,4,5,6}. Das LGS ist eindeutig losbar.
Aus der letzten Zeile folgt —2as5 = 6, also as = —3.

Aus der vierten Zeile folgt —ay + a5 = —3, also ay = 0.
Aus der dritten Zeile folgt —2a3 + a4 = 0, also ag = 0.
Aus der zweiten Zeile folgt —as + a3 =1, also ay = —1.

Aus der ersten Zeile folgt a; + as = 2, also oy = 3.
Diese Losung stimmt mit der in Abschnitt 1 gefundenen iiberein.

BEISPIEL 165. Das LGS aus den Beispielen 154, 156 und 161 besitzt die
Stufenform

1 -1 -1 0
0 1 4 10
0 0 —-11 -20

Es gilt J = {1,2,3}. Das LGS ist eindeutig 16sbar.
Aus der dritten Zeile folgt —1173 = —20, also I3 = 20/11.
Aus der zweiten Zeile folgt Iy + 413 = 10, also Iy = 30/11.
Aus der ersten Zeile folgt I — Is — I3 = 0, also I = 50/11.
Diese Losung stimmt mit der in Abschnitt 1 gefundenen iiberein.
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BEeIsPIEL 166. Das LGS aus den Beispielen 159 und 163 besitzt die
Stufenform
1 0 2 1
01 1 1

0 000

Es gilt J = {1,2} und J = {3}. Das LGS ist l6sbar. Die Losungsmenge kan
man mit Hilfe der freien Variable x3 beschreiben.
Aus der zweiten Zeile folgt o + x3 = 1, also o = 1 — x3.
Aus der ersten Zeile folgt 1 4+ 2x3 = 1, also 1 = 1 — 2z3.
Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist {(1 —2¢,1 —t,t) : t €
R}.

BeispiEL 167. Das LGS aus den Beispielen 158 und 162 besitzt die
Stufenform
1 0 2 1
01 11
0 0 01

Da a31 = aga = agz = 0 und b3 = 1 # 0, besitzt das LGS keine Losung.

BEMERKUNG 73 (Aspekte der Implementierung). Das Gaufiverfahren
liefert einen Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme. Fiir ein
LGS aus m Gleichungen in n Variablen benétigt maximal % (m +1) elemen-
tare Umformungen der erweiterten Koeflizientenmatrix, um eine Stufenform
zu erreichen.

Sind die Anzahl der Variablen und die Anzahl der Gleichungen, also n
und m, sehr grofl und die Anzahl der von Null verschiedenen Koeffizienten
sehr klein, so existieren fiir diese schwach besetzte erweiterte Koeffizienten-
matrix eventuell effektivere Speicherformate als Matrizen und ein schnellerer
Algorithmus als das Standardgaufiverfahren.

Sind die Eingangsdaten, die Eintrédge der erweiterten Koeffizientenma-
trix, ganze Zahlen, so erhilt man bei der Transformation in Stufenform
Matrizen, deren Eintrége Briiche sind. Da nur eine begrenzte Bitzahl zur
Speicherung ganzer Zahlen zur Verfiigung steht, versucht man, Briiche so
weit wie moglich zu kiirzen. Hier konnte der FEuklidische Algorithmus zur
Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers Anwendung finden.

Ist man gezwungen, Dezimalbriiche mit einer festen Anzahl von Nach-
kommastellen zu benutzen, so kénnen Rundungsfehler auftreten, die un-
ter Umsténden nicht nur die Genauigkeit der berechneten Losungen beein-
flussen, sondern sogar qualitative Aussagen wie die Anzahl der Losungen
verfialschen. Zum Beipiel gilt fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 0,00001 | © 1 0,00001 | 0\ (1 0,00001 |
0,00001 0 | 0 0 0,0000000001 | 0/ \O 0 |
bei der Beachtung von nur 8 Nachkommastellen. Obwohl das LGS eindeutig

l6sbar ist, liefert das (numerische) Gaufiverfahren einen freien Parameter in
der Losungsmenge. Man muss Methoden zur Vermeidung bzw. Abschéitzung
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Kleiner Schnittwinkel Geraden x+y=1 und y=x
der Geraden x+y=1 stehen senkrecht aufeinander
und 31x+29y=30
Y y
0
X X
ABBILDUNG 1 ABBILDUNG 2

von Rundungsfehlern entwickeln. Als Faustregel gilt: Stehen die Zeilen der
Koeffizientenmatrix fast senkrecht aufeinander, so sind die Rundungsfeh-
ler klein (siche Abbildung 2). Bilden Zeilen der Koeffizientenmatrix einen
kleinen Winkel, so ist der Rundungsfehler groff und der Schnittpunkt der
Geraden bzw. Hyperebenen in Skizzen unscharf (siehe Abbildung 1). O

3. Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix M in Zeilenstufenform ist die Anzahl der Zeilen,
die mindestens einen von Null verschiedenen Eintrag besitzen. Der Rang
einer Matrix M ist der Rang einer Matrix in Stufenform, die man aus M
durch elementare Transformationen (Gaufiverfahren) bilden kann. Er wird
mit rang(M) bezeichnet. Wir werden in Abschnitt XII sehen, dass der Rang
einer Matrix gerade die Anzahl der linear unabhingigen Zeilen der Matrix
ist.

BEISPIEL 168. Die erweiterte Koeflizientenmatrix aus Beispiel 160 hat
den Rang 5. Auch die dazugehorige Koeffizientenmatrix hat Rang 5.

BEISPIEL 169. Die erweiterte Koeffizientenmatrix aus Beispiel 161 hat
den Rang 3. Auch die dazugehorige Koeffizientenmatrix hat Rang 3.

BEispIEL 170. Die erweiterte Koeflizientenmatrix aus Beispiel 163 hat
den Rang 2. Auch die dazugehorige Koeffizientenmatrix hat Rang 2.

BEISPIEL 171. Die erweiterte Koeffizientenmatrix aus Beispiel 162 hat
den Rang 3. Die dazugehorige Koeffizientenmatrix hat nur Rang 2.

SATZ 97. Das lineare Gleichungssystem

n
E aijazj:biVizl,...,m
j=1
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besitzt genau dann eine Losung, falls der Rang der Koeffizientenmatriz A
gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz (A|b) ist, also rang(A)
rang(A|b). In dem Fall bendtigt man n—rang A Parameter, um die Lisungs-
menge zu beschreiben.

4. Interpolationspolynome

Sucht man zu einer gegebenen Funktion f ein Polynom, das die Funktion
f moglichst gut approximiert, so muss man konkretisieren, welche Kriterien
fiir die Giite der Naherung ausschlaggebend sind. Die optimale Lésung wird
von diesen Kriterien abhéngen.

4.1. Taylorpolynome. Betrachtet man nur einen Bezugspunkt zy €
[a,b] und fordert, dass p im Punkt 2y und in der Nihe des Punktes xy so
gut wie moglich mit f iiberseinstimmt, so sucht man ein Polynom p vom
Grad d mit der Eigenschaft p(zq) = f(z0) und p™(z¢) = f™(xq) fiir
n =1,...,d. Diese Aufgabenstellung ist nur sinnvoll, wenn die Funktion f
mindestens d mal differenzierbar ist. Die eindeutige Losung dieses Problems
ist das Taylorpolynom (siche Abschnitt 2) von f um xg vom Grad d

pla) = 30 L FO ) — o)™

4.2. Newtonpolynome. Betrachtet man m + 1 Bezugspunkte zg, x1
bis z,, und fordert p(x;) = f(x;) =: y; fiir i = 0,...,m, so erhidlt man aus
diesen m + 1 Bedingungen mit dem Ansatz

m
p(z) = Zaj:zj =aqg+aix+ a2x2 + ... Fapz™
§=0

das lineare Gleichungssystem

m
E xgaj:yi flirt=0,...,m
Jj=0

fiir die Variablen aq, ..., an,. Es besitzt die erweiterte Koeflizientenmatrix
1 zo xd -zl | Yo

(129) (ap— |t
A A

BEMERKUNG 74. Die Koeffizientenmatrix A und auch ihre Determinan-
te det A in Gleichung 129 heilen Vandermondsche in xzg,...,z,. Es gilt
rangA=m+1detA#£0 x; #x, V5 #k. O
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BEISPIEL 172. Fiir f(x) = sinz, 29 = 7/2, 1 = m und x9 = 37/2 ist
ein Polynom zweiten Grades p(x) = ag + a1z + asz? gesucht und das lineare
Gleichungssystem in Gleichung 129 wird zu

1 3m 3% | 1 1 ir 172 | 1 1 In Ix% ) 1
2 I3 0 SO SCR
L 7 7 | 0|~|0 37 g7° | =1|~ |0 37 i7 | —1
1 3x 7% | -1 0 n 2m2 | -2 0 0 57 | 0
1 %77 0 | 1 1 0 0 | 2
~[0 3m 0 | —=1|~[0 47 0 | -1
0 0 1] 0O 0 0 1| O
Die eindeutige Losung ist ag = 2, a3 = —2/7 und ag = 0, also
2 2
p(z)=2——z=——(x—m).
™ T

In Abbildung 3 ist der Graph des Polynoms p die blaue Gerade. Das einzige
Polynom p vom Grad 2 mit der Eigenschaft p(w/2) = 1, p(r) = 0 und
p(3mw/2) = —1 ist eine lineare Funktion.

BeispieL 173. Fir f(x) = sinz, g = 0, 21 = 7/2 und zp = 7 ist
ein Polynom zweiten Grades p(z) = ag + a1z + agz? mit p(0) = p(r) = 0
und p(7/2) = 1 gesucht. Da dieses Polynom die Nullstellen zp = 0 und
x9 = m hat, gilt p(x) = z(x —)c fiir ¢ € R. Dieser Ansatz fithrt schneller zu
einer Losung als die Behandlung des linearen Gleichungssystems mit dem
Gauflverfahren. Die Bedingung p(m/2) = —cn?/4 = 1 liefert ¢ = —%, also

4
p(z) = —ﬁx(:v — 7).
In Abbildung 3 ist der Graph dieses Polynoms p die griine Parabel.

BEISPIEL 174. Fiir f(z) =sinx, 0 =0, 21 =7/2, 29 =7, x3 = 7/2 und
x4 = 27 ist ein Polynom vierten Grades p(z) = ag+ a1z +as2? + azx® +agz?
mit p(0) = p(r) = p(27) = 0, p(7/2) = 1 und p(37/2) = —1 gesucht. Da
dieses Polynom die Nullstellen 29 = 0, 9 = 7 und x4 = 27 hat, gilt p(z) =
x(x —7)(x —27)(ax +b) fir a,b € R. Dieser Ansatz fithrt schneller zu einer
Losung als die Behandlung des linearen Gleichungssystems in Gleichung 129
mit dem Gaufiverfahren. Die Bedingungen p(7/2) = 1 und p(37/2) = —1
liefern die Gleichungen

3 1 3 3
1= §7r3 <a27r + b> und — 1= —§7r3 <a27r + b)
8

3.3, also

fiir die Unbekannten a und b. Daraus folgt ¢ = 0 und b =

p(z) = %x(m —m)(z — 27).

In Abbildung 3 ist der Graph dieses Polynoms dritten Grades rot geférbt.

Es seien z;,y; € R fiir ¢ = 0, ..., m gegeben. Ein Polynom p mit degp <
m und p(x;) = y; fir alle i = 0,...,m heifit Newtonpolynom.



4. INTERPOLATIONSPOLYNOME 151

ABBILDUNG 3. Verschiedene Newtonpolynome fiir sin x

SaTz 98 (Explizite Formel des Newtonpolynoms). Sind xg, x1, ..., Zm €
R paarweise verschieden und yo,yi,-..,ym € R, so existiert genau ein Po-
lynom p vom Grad < m mit p(z;) = y; fir allei=0,1,...,m. Es gilt

(130) Z F‘él—x])

i#£] (:El 'CL‘])

BEMERKUNG 75. Gleichung 130 liefert eine explizite Formel fiir die ein-
deutige Losung des linearen Gleichungssystems 129. Allerdings ist jeder der
m 4+ 1 Summanden des Polynoms p ein Quotient, dessen Zahler und Nenner
aus m Faktoren bestehen. Es ist relativ zeitaufwendig in der Gleichung 130
alle Terme auszumultiplizieren und nach Potenzen von x zu ordnen. Au-
Berdem muss man sie einzelnen Summanden bei der Hinzunahme weiterer
Stiitzstellen z; immer wieder neu berechnen. Es existieren aber Methoden
zur effektiven Bestimmung der Koeffizienten des Newtonpolynoms. [

Mochte man eine Funktion f : [a,b] — R auf dem Intervall [a,b] durch
ein Polynom interpolieren und w&hlt man sehr viele Stiitzstellen x; € [a, b],
so erhélt man i.A. ein Polynom hohen Grades, das an den Intervallenden zu
starken Oszillationen neigt. Der schwarze Graph in Abbildung 4 zeigt das
Newtonpolynoms p mit p(0) = p(3) = p(4) = p(8) = 1, p(1) = p(2) = p(6) =
p(7) =2 und p(5) = 3.

Eine Idee zur Vermeidung dieser starken Schwankungen ist die Benut-
zung kubischer Splines auf Intervallen, die genau drei Stiitzstellen enthalten.
Der rote Graph in Abbildung 4 ist aus vier kubischen Splines zusammenge-
setzt. Er nimmt an den Stiitzstellen x; = j die gleichen Funktionswerte an
wie das Newtonpolynom p.

4.3. Kubische Splines. Es seien zg, 21,22 € R und yo,y1, 2,9, € R
gegeben. Ein kubischer Spline ist ein Polynom p mit degp < 3, p(z;) = y;
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ABBILDUNG 4. Newtonpolynom und kubische Splines

fir i = 0,1,2 und p'(x¢) = y). Zusitzlich zu den Funktionswerten in drei
Argumenten ist auch noch die erste Ableitung in einem Punkt bei einem
Spline vorgegeben.

Mit dem Ansatz p(x) = ag + a1z + azx? + azx® ergibt sich wegen p/(z) =
a1 + 2asx + 3azz? aus den vier Bedingungen das lineare Gleichungssystem
mit der Koeffizientenmatrix

Lo
1
L2

1

T
1
1
1

Zo
1
0

O OO OO0 OO0 OF ==

To
1
0
0

3z} 1 Z0 x3 3
7 a3 0 z1—m9 23 —a} 23—}
2 31~ 1o _ 2,2 .3 .3
2x0 3:E(2) 0 1 2z 3:E(2)
2 3
xg ) xp ,
1+ 20 T]+T1x0+ X
T2 + X x% + xox0 + x%
2
2x0 3z
2 3
xg , xp ,
T1 + xo ]+ T120 + X))
xo —x1 (o + 21 + m2) (T2 — 21)
xo—x1  (xo—x1)(2x0 + 21)
2 3
i ) Ty ,
T+ 2o T]+T1x0+ X}
1 o+ T1 + T2
1 2x0 + 11
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1 = x3 3 1 = x3 xd

0 1 x1+x0 22+ x1m0+ 22 0 1 x1+x0 22+ x1m0+ 22
~ 0 O 1 o+ 1+ T2 0 O 1 o+ x1 + T2

0 0 0 Ty — X2 0 0 0 1

also rang A = 4, falls ¢ # x1, x2 und x1 # xo. Falls xq, 1, o drei paarweise
verschiedene Stiitzstellen sind, so existiert immer ein eindeutiger kubischer
Spline.

Mochte man die kubischen Splines p; mit den Stiitzstellen zg < z1 < x2
und po mit den Stiitzstellen xo < x3 < x4 so zusammensetzen, dass der
Ubergang von p; zu ps in = x5 im Graph nicht sichtbar ist, so benutzt
man fiir po die Bedingungen pa(z2) = pi1(z2) und ph(ze) = p)(x2). Die
Funktionswerte und die ersten Ableitungen von p; und ps in z = x5 stimmen
also iiberein.






KAPITEL XII

Lineare Vektorriaume

Ein linearer R-Vektorraum ist eine Menge V zusammen mit zwei Ab-
bildungen V xV = V| (v,w) — v+ w, und R x V — V, (A v) — Av, die
folgende Eigenschaften haben:

e Fiir beliebige u,v,w € V gilt (v +v) + w = v + (v + w) und
v+w = w+wv. (Die Vektoraddition ist assoziativ und kommutativ.)
e Fiir beliebige A\, € R und v € V gilt A(uv) = (Ap)v. (Die Multi-
plikation mit Skalaren ist assoziativ und kommutativ.)
e Distributivgesetze: Fiir beliebige A, x € R und v,w € V gilt A(v +
w) = Av 4+ Aw und (A + p)v = Ao + po.
Die Elemente eines Vektorraumes heiflen Vektoren.

BEMERKUNG 76. Der Begriff des Vektors wurde fiir das Verstdndnis ge-
richteter Groflen, zum Beispiel der Kraft, entwickelt. Der Vektoraddition
entspricht die Summe zweier Kréfte, die am gleichen Punkt angreifen. Der
Skalarmultiplikation entspricht die Vervielfachung der Kraft unter Beibehal-
tung der Richtung. Aber auch weniger anschauliche Objekte, zum Beispiel
Funktionen, kénnen als Elemente eines Vektorraumes betrachtet werden,
weil man sie addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren kann und wie-
der ein Objekt derselben Art erhélt. [J

BEISPIEL 175. Die Menge R? := {(z,y) : x,y € R} ist die Menge aller
Paare reeller Zahlen. Die komponentenweise definierte Addition und Skalar-
multiplikation

(z1,91) + (22,92) == (21 + 22, Y1 + y2) und A(z,y) := (Az, \y)
fiir beliebige z,y, A € R macht R? zu einem R-Vektorraum.

BEISPIEL 176. Die Menge R? := {(z,y,2) : =,y,2 € R} ist die Menge
aller Tripel reeller Zahlen. Die komponentenweise definierte Addition und
Skalarmultiplikation

(w1, 1, 21)+(22, Y2, 22) := (T1+T2, Y1+y2, 21+22) und A(z,y, 2) := (Ax, Ay, A2)
fiir beliebige x, v, z, A € R macht R? zu einem R-Vektorraum.
BEISPIEL 177. Die Menge R" := {Z = (x1,22,...,2,) : z; € RVj}

ist die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen. Die komponentenweise definierte
Addition und Skalarmultiplikation

T4+y:=(r1+y1,22+Y2,..., Ty + yn) und AT := (Ax1, Ax9, ..., A\Tp)

155
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fiir beliebige A € R und Z, ¢ € R™ mit & = (z1,...,2,), 5 = (Y1,---,Yn)
macht R™ zu einem R-Vektorraum.

BEMERKUNG 77. Man kann ein n-Tupel auch als z = (x1,...,z,) (ohne
Pfeil) notieren. Mochte man aber unterstreichen, dass das n-Tupel ein Vektor
ist, der aus n reellen Zahlen besteht, und keine reelle Zahl, so ist die Notation
Z = (z1,...,x,) aussagekriftiger. (J

BEISPIEL 178. Die Menge reeller Zahlenfolgen mit der Addition {xy, }ner+
{Yn}tner = {Zn~+Yn}ner und der Sklarmultiplikation Mz, }ner = {A\Zn }ner
ist ein R-Vektorraum.

BEISPIEL 179. C([a, b]) bezeichnet die Menge aller auf dem Intervall [a, b]
stetigen Funktionen. Wenn f, g € C([a,b]), dann ist f + ¢ mit (f + g)(z) =
f(z) + g(x) wieder auf [a,b] stetig. Wenn A € R und f € C([a,b]), dann ist
Af mit (Af)(x) = Af(x) wieder auf [a,b] stetig. Die Menge C([a, b]) ist ein
R-Vektorraum.

BeispIEL 180. R[z| bezeichnet die Menge aller Polynome mit reellen
Koeffizienten in der Variablen x. Es gilt R[z] C C([a,b]). Wenn p,q € R[z]
und A € R, dann p + ¢ € Rlz| und Ap € R[z]. Die reellen Polynome bilden
einen R-Vektorraum. R[] ist ein Untervektorraum von C([a, b]).

1. Basis, Koordinaten, Dimension

Es seien V' ein R-Vektorraum und v1,...,7, € V Vektoren in V. Eine
Linearkombination der Vektoren v1, ..., 4, ist ein Vektor der Form

n
o + ...+ apty = ZO&jUj mit aq,...,a, € R.

j=1
Eine Menge {07,...,9,} C V heifit linear unabhingig, falls oy = ... =
a, = 0 fiir jede Linearkombination a1v7 + ... 4+ apty = 0 des Nullvektors
0 gilt. Eine Menge B = {71,...,0,} C V heifit Basis des Vektorraumes V/,
falls B linear unabhéngig ist und sich jeder Vektor aus V als Linearkom-
bination der Vektoren in B schreiben léft. Die Koeffizienten «; der Line-

arkombination ¥ = aq¥7 + ... + a,U, heilen Koordinaten des Vektors ¢
beziiglich der Basis B.

BEISPIEL 181. Die Menge {(1,0),(0,1)} C R? ist eine Basis des Vektor-
raumes R?, denn (z,y) = x(1,0) + y(0, 1) fiir alle z,y € R und
041(1,0) + 042(0, 1) = (Oq, 0&2) = (0, 0) S o =a2 =0.
Die Koordinaten des Paares (z,y) beziiglich dieser Basis sind gerade die

beiden Komponenten des Paares.

BEISPIEL 182. Die Menge {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} C R3 ist eine Basis
des Vektorraumes R3, denn (z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) fiir
alle x,y,z € R und

a1(1,0,0)+a2(0,1,0)4+a3(0,0,1) = (a1, a2, a3) = (0,0,0) < a1 = ag = ag = 0.
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Die Koordinaten des Tripels (z,y, z) beziiglich dieser Basis sind gerade die
drei Komponenten des Tripels.

Die Menge B = {é1,és,...,6,} C R™ mit &1 = (1,0,...,0), &5 =
(0,1,0,...,0) usw., also

0 ,fallsi##j

e = (r1,x2,...,T,) mit x; = ,
i = (@12 ) ' {1 falls i = j

ist die Standardbasis des R". Fiir jeden Vektor Z € R" mit & = (x1,z2,...,2y,)
gilt £ = x1€1 + ...+ xp€,. Die Komponenten des n-Tupels sind die Koordi-
naten des n-Tupels beziiglich der Standardbasis.

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Diese Basis ist nicht eindeutig. Sind
B und B’ zwei Basen des Vektorraumes V, so gilt |[B| = |B'[, d.h. alle Basen
eines Vektorraumes besitzen gleich viel Elemente. Die Anzahl der Elemente
einer Basis B eines Vektorraumes V ist die Dimension dim V' := |B| des
Vektorraumes. Zum Beispiel gilt dimR"” = n.

BEISPIEL 183. Die Menge der Monome
{1, 2,22 2% 2% ..} = {a" :n € N}

ist eine Basis des Vektorraumes ]R[a:] Die Koeffizienten eines Polynoms sind
die Koordinaten des Polynoms beziiglich dieser Basis. Es gilt dim R|[z] = cc.

LEMMA 27. Es seien ¥1,...,U;, € R™ und A die n X m-Matriz der
Koordinaten der Vektoren U; beziiglich der Standardbasis, also

air - Qim n
A= : : mitUj:E a;;€ fir allej=1,...,m

apl - Onm
Die Menge {v1,...0n} ist genau dann linear unabhingig, wenn rang A = m.
BEwEIS. Das lineare Gleichungssystem 0= 1@ + ...+ ey, fiir die

Variablen «a; besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn rang A =
m. ]

SATZ 99. Es seien ¥1,...,0, € R™ und A die n x n-Matriz der Koordi-
naten der Vektoren v beziiglich der Standardbasis, also

all e aln n
A= : : mit{)’j:g a;;€ firallej=1,...,n

Anl -+ Gpn
Die Menge {01, ...U,} ist genau dann eine Basis, wenn rang A = n.

BEWEIS. Das lineare Gleichungssystem ¢ = o107 + ... + a,t, fir die
Variablen «a; besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn rang A =
n. ([
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V= 4e1+2e1 = 2v1+2v2

e
2 Vo

e1=v1

ABBILDUNG 1

BEISPIEL 184. Die Vektoren #; := (1,0) und @5 := (1,1) bilden eine
Basis des R?, denn @) = 1&] + 083, ¥ = 1&; + 1&> und die Matrix

11
=0 1)
hat Rang 2. Abbildung 1 zeigt die Standardbasis des R? (schwarz), die Ba-

sisvektoren U] und ¥, (rot) und den Vektor ¥ = 4¢€; + 2€5. Dieser Vektor hat
beziiglich der Basis {7, 02} die Koordinaten (2, 2).

2. Norm und Lingenmessung

Eine Norm eines Vektorraumes V ist eine Abbildung V' — R, v — ||v]|,
mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle v € V gilt ||v]| > 0. Es gilt ||v]] = 0 genau dann, wenn
v =0.

e Fiir alle A € R und alle v € V' gilt || Av]| = |A|||v]].

o Fiir alle v,w € V gilt ||[v+ w| < ||v]| + ||w]|. (Dreiecksungleichung)

Die Norm misst die Lénge eines Vektors.

BeispieL 185 (Euklidische Norm auf dem R™). Auf dem Vektorraum
R"™ wird durch

= (21,...,%n)

eine Norm definiert. Sie heifit Euklidische Norm und verallgemeinert den
Satz von Pythagoras. Die Standardbasisvektoren €; haben beziiglich der
Euklidischen Norm die Lénge 1, d.h. ||€}]| = 1 fiir alle j.

Ist ein Vektorraum V' mit einer Norm versehen, so kann man auch den
Abstand, die Entfernung, zweier Vektoren messen. Fiir v,w € V definiert
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man den Abstand mit Hilfe der Norm durch d(v,w) := |[v — w||. Diese
Definition ist sinnvoll, denn es gilt v = (v — w) + w (siehe Abbildung 2).
Diese Abstandsdefinition hat die folgenden Eigenschaften:
e Fiir alle v,w € V gilt d(v,w) > 0. Es gilt d(v,w) =0 < v =w.
e Fiir alle v,w € V gilt d(v,w) = d(w,v).
e Fiir alle u,v,w € V gilt d(u,v) + d(v,w) > d(u,w). (Dreiecksun-
gleichung)

BEISPIEL 186 (Maximumnorm). Aufdem Vektorraum C([a, b]) wird durch

[flloo == max{|f(z)| : x € [a,b]}
eine Norm definiert. Der daraus abgeleitete Abstandbegriff d(f, g) misst die
maximale Differenz der Funktionswerte von f und g auf dem Intervall [a, b].

BEMERKUNG 78. Eine Funktionenfolge { f,, }nen konvergiert genau dann
beziiglich der Maximumnorm gegen eine Funktion f, wenn fiir jedes € > 0
ein ng € N mit |f(z) — fun(z)] < € fiir alle = € [a,b] und n > ngy existiert.
Diese Konvergenz nennt man gleichméflige Konvergenz der Funktionenfolge
{fn} gegen die Funktion f auf dem Intervall [a, b].

Zum Beispiel benutzt man konvergente Funktionenfolgen zur Konstruk-
tion bzw. Approximation von Losungen von Differentialgleichungen. (I

BeispiEL 187 (Nichteuklidische Normen auf R™). Auch durch
n
11 =D |2j] und [|F]|o == max{|aa], |z2], ... |2a]} fiix &= (21,...,20)
j=1
werden sinnvolle Normen auf R™ definiert. Die Norm || ||; misst Linge des
Vektors #, falls man sich nur in Richtung der Basisvektoren bewegen darf.
Die Norm || ||oc misst, dhnlich wie in Beispiel 186 das Maximum der Kom-
ponenten. Der Vektor @ := (3,4) € R? hat die euklidische Norm ||#]| =
V32442 = 5, die Maximumsnorm ||7]|s = max(|3|,|4]) = 4 und [|¢]j; =
|3| + |4| = 7 (siehe Abbildung 3).

BEMERKUNG 79. Wenn ¢ € V und ¢ # 0, dann gilt

1.
ol
Die Skalierung eines von 0 verschiedenen Vektors mit dem Faktor ||7]~*

heiflit Normierung des Vektors. Normiert man die Vektoren einer Basis, so
erhélt man eine Basis aus Vektoren der Lénge 1. [J

..
= W”UH =1L

3. Skalarprodukt und Winkelmessung

Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V' ist eine Abbildung
(,): VxV =R, (v,w),
mit folgenden Eigenschaften:
o Es gilt (v,w) = (w,v) fiir beliebige v,w € V . (Symmetrie)
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=(3,4)
Maximumnorm 4,
denn 4=max(3,4)
Euklidische Norm 5,
v denn 52=3%+42
Ivily=7,
denn 3+4=7
0
x
ABBILDUNG 2 ABBILDUNG 3

e Es gilt (\v,w) = A(v,w) und (u+ v, w) = (u, w) + (v, w) fir belie-
bige A € R und u,v,w € V. (Bilinearitit)
o Fiir alle v € V gilt (v,v) > 0. Es gilt (v,v) =0< v =0.
Zwei Vektoren v,w € V sind orthogonal zueinander (stehen senkrecht
aufeinander), falls (v, w) = 0. Man schreibt auch v L w.

BEispiEL 188 (Skalarprodukt auf R™). Auf R™ wird durch

n
<f7g> =Ty troyet. A TpYn = Zx]y] fir 7 = (:Ela s axn)a :'j: (yla <. 7yn)
j=1

das Standardskalarprodukt definiert. Es gilt

oL 1 fallsj=k
<€j’€k> - . .
0 ,fallsj#k

Die Basisvektoren der Standardbasis stehen beziiglich dieses Skalarprodukts
senkrecht aufeinander. Fiir alle ¥ = (z1,...,2,) € R" gilt 2; = (¥, €;) fur
alle j.

Ist der Vektorraum V mit einem Skalarprodukt versehen, so ist durch
(131) [o]l == v/(v,v)

eine Norm auf V definiert. Aus dem Standardskalarprodukt auf R™ erhélt
man auf diesem Wege die Euklidische Norm auf R", denn (Z, %) = 22 +...+
22 fiir alle & = (71,...,7,) € R™.

FEine Basis eines Vektorraumes mit Skalarprodukt heifit Orthonormal-
basis, falls alle Basisvektoren Lénge 1 haben und paarweise orthogonal zu-
einander sind. Eine Basis {1, ..., 9, } ist genau dann eine Orthonormalbasis,
wenn (U, U) = 0 fiir alle j # k und (¥}, ¥;) = 1 fiir alle j. Die Standardbasis
des R” ist eine Orthonormalbasis.
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BEMERKUNG 80. Mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsver-
fahrens kann fiir jeden Vektorraum mit Skalarprodukt aus einer Basis eine
Orthonormalbasis konstruieren. [

Satz 100. Es seien ¥1,...,0, € R™. Wenn ||U;]| = 1 fir alle j und
(Uj,T,) =0 fir alle j # k, dann ist {01, ...,0U,} eine Orthonormalbasis des
R™.

BEeISPIEL 189. Fiir beliebige ¢ € R ist {(cos,siny), (—sinp,cosy)}
eine Orthonormalbasis des R2, denn

|(cos @, sin )|| = \/cos? ¢ +sin? p = 1
|(—sin g, cos p)|| = v/(—sing)? + cos? ¢ = y/sin? p + cos? p = 1

{(cos ¢, sin ), (—sin ¢y, cos ¢)) = — cos psin ¢ + sin ¢ cos ¢ = 0.

Wenn {#,...,9,} eine Orthonormalbasis des Vektorraumes V ist, dann
lassen sich die Koordinaten beziiglich dieser Basis leicht mit Hilfe des Ska-
larprodukts bestimmen, denn es gilt

n
(132) U= (U,0)7; fir alle 7 € V.

j=1
Die Abbildung 7; : V. — R, ¥ — (¥,7;)7;, heiit Orthogonalprojektion
auf den Untervektorraum R;. Fiir alle v € V' gilt m;(7;(7)) = 7;(7). Eine
Projektion ist eine lineare Abbildung 7« : V — V mit der Eigenschaft

ToTm=T.
Fiir den Winkel ¢ := Z(¥, W) zwischen zwei Vektoren 7,4 € V gilt
(0, )
(133) COS( = ———.
151/

Die Schwarzsche Ungleichung (Satz 13) sichert
(5,)
—
BEISPIEL 190. Der Winkel ¢ zwischen den Vektoren (1,0),(1,1) € R?

betrégt 45°, denn die Punkte (0,0), (1,0) und (1, 1) bilden ein gleichschenk-
liges, rechtwinkliges Dreieck. Wir bestétigen

(1,0),(1,1)) 1-1+0-1 _L:£:C0545°

ILOIIL DI VIZ+02vIZ+12 V2 2

4. Untervektorrdume

Eine Teilmenge U C V eines Vektorraumes V' heifit Untervektorraum,
falls \u € U und v+ w € U fiir alle A € R und u,w € U.

BEeispieL 191 (Triviale Untervektorrdume). Fiir jeden Vektorraum V
sind {0} und V Untervektorrdume von V.
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4.1. Aufgespannte Unterrdume. Der kleinste Untervektorraum, der
die Vektoren 41, . .., ¥, € V beinhaltet, also in V von den Vektoren v1, ..., Uy,
aufgespannt wird, ist

(134) span{vi, ..., U} = {outh + ... + anithy, : o € RVj}.

BeispiEL 192 (Eindimensionale Untervektorrdume). Wenn V' ein Vek-
torraum ist, dann spannt jeder Vektor ¥ € V mit v # 0 den eindimensionalen
Untervektorraum span v := {\': A € R} C V auf. Dem Vektorraum span ¢
entspricht die Gerade durch den Ursprung in Richtung 4.

BEISPIEL 193. Zwei linear unabhéngige Vektoren ¥, 5 € V spannen die
Ebene E = span{v, U2} durch den Urprung auf.

4.2. Komplementire Unterrdume. Wenn V ein n-dimensionaler Vek-
torraum mit Skalarprodukt ist, dann definiert jeder Vektor # € V mit ¢ # 0
den (n — 1)-dimensionalen Untervektorraum

(135) Th={weV:d L} ={weV: (W =0}cCV.

Der Vektorraum o heifft Orthogonalkomplement von ¥ bzw. span ¥. Er
besteht aus allen Vektoren in V', die senkrecht auf ¢ stehen.

BEISPIEL 194. Das Orthogonalkomplement von ' = (2,1) C R? ist ein
eindimensionaler Untervektorraum. Er wird von einem Vektor, der senkrecht
auf ¥ steht, aufgespannt, z.B. v = span(—1,2), denn {(2,1),(-2,1)) = 0.
Abbildung 4 zeigt die eindimensionalen Unterrdume span@ (blau) und o+
(rot).

Die lineare Gleichung ayx1+asxs+. ..+a,x, = 0 kann man mit Hilfe des
Skalarproduktes auf R™ und den Bezeichnungen @ = (a1, ...,a,) und & =
(x1,...,2y) kurz als (@,Z) = 0 schreiben. Die Losungsmenge der linearen
Gleichung (@, Z) = 0 ist der (n — 1)-dimensionale Unterraum @+ C R", falls
a# 0.

4.3. Durchschnitt von Unterrdumen. Sind V7, Vo C V zwei Unter-
vektorrdume, dann ist auch der Durchschnitt V4 N V5 ein Untervektorraum
von V.

5. Losungsmenge linearer Gleichungssysteme

Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Z;‘L:1 a;jr; = 0 fiir
i =1,...,m ist der Durchschnitt der Orthogonalkomplemente der Zeilen-
vektoren @; = (a1, ...,a;,) fiir i = 1,...,m, also der Untervektorraum
(136) an...nax.

Es sei Zy eine Losung des LGSs Z?:l ajjx; = b;, i = 1,...,m. Dann
ist £ € R™ genau dann eine Losung des LGSs Z?Zl a;jxrj = b; fir i =
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1,...,m, wenn ¥ — Ty eine Losung des dazugehorigen homogenen linearen
Gleichungssystems E?Zl ajjr; =0firi=1,...,m ist, denn
(d;, T — %o) = (@;, &) — (@;, To) = (d;, &) — b; =0 < (@;, T) = b;.
Die Losungsmenge des LGSs 377 ajjz; = b; fiiv i = 1,...,m ist
(137) To+arn...na:.

6. Geraden in R2

Eine Gerade in R" ist durch zwei verschiedene Punkte v, 77 € R™ ein-
deutig bestimmt.

6.1. Parameterform. Die Gerade durch die Punkte oy, 77 € R"™ ist
die Gerade durch @y in Richtung o := ¥} — ¥, also die Menge

{0 +tv:t e R} CR™
Diese Beschreibung einer Gerade heifit Parameterform, weil die Punkte

der Geraden mit Hilfe der Variablen ¢ parametrisiert werden. Der Vektor ¢
heifit Richtungsvektor der Geraden.

6.2. Der Normalenvektor. Falls ¥ € R und ¥ # 0, so wird das
Orthogonalkomplement zu ¢ von einem von 0 verschiedenen Vektor aufge-
spannt, der senkrecht auf ¢ steht. Fiir ¢ = (v1, v2) gilt

7t = span(—vy,v1) = {A(—v2,v1) : A € R},

denn (7, (—vy,v1)) = 0. Jeder von 0 verschiedene Vektor in 7, z.B. (—va, v1),

heit Normalenvektor der Geraden {vjy +t7 : t € R} C R? und wird mit
i bezeichnet. Es gilt it = span .

6.3. Lineare Form. Ein Punkt ¥ € R? liegt genau dann auf der Ge-
raden {ti) + tv: t € R}, wenn & = 9y + ¢¥ fiir ein ¢t € R. Da (0y + tv, 1) =
<270a ﬁ> + t<177 ﬁ> = <1703 ﬁ>a gllt

T=typ+tvfireint €e R < ¥ —0h € spanv < (¥ — 0y, 1) =0
g <f7 ﬁ> - <1707ﬁ>
Die Bedingung (%, 1) = (¥, 17) ist eine lineare Gleichung fiir die Koordinaten
x1,x2 des Vektors & = (x1, x2). Diese lineare Gleichung heifit lineare Form

der Geraden {th + 17 : t € R}, weil sie die Gerade als Losungsmenge einer
linearen Gleichung beschreibt.

BEISPIEL 195. Mit ¥ = (2,1) und ¢ = (—1,1) erhélt man die Gerade

(o)) {(17) 8}

Ein Normalenvektor ist 77 = (—1, 2). Er liefert die lineare Gleichung (%, 77) =
((—1,1),(—1,2)), also —z1 + 2x2 = 3. Man sieht leicht (Abbildung 5), dass
die Losungsmenge dieser linearen Gleichung die Gerade durch die Punkte
(=3,0) und (0,3/2) ist.
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<

1= IR(-1,2)

v=(2,1) v=(2,1

vo={-1.1)

(-1,2) steht senkrecht auf (2,1), ' £ - .

e lineare Gleichung: -x+2y=3 |
Paramterform: {vy+tv:teIR} i

_ -

ABBILDUNG 4 ABBILDUNG 5

Gerade: w+An

Gerade: voHtv

ABBILDUNG 6

6.4. Abstand eines Punktes zu einer Geraden. Der Abstand des
Punktes @ zur Geraden {tp + t¥ : t € R} ist das Minimum der Absténde
zwischen einem Punkt auf der Geraden und ¢/, also min{d(w, 0p+t7) : t € R}.

Es seien 7 ein Normalenvektor der Geraden {# + t7 : t € R}, P der
Schnittpunkt der Geraden {i + Aii : A € R} mit {#y +¢7: ¢t € R} und @
ein beliebiger Punkt auf der Geraden {0 + ¢ : ¢t € R} (siehe Abbildung 6).
Dann existieren ¢, A € R mit

—@)||? + 2t (A, ) + ¢392 > d(P,@)?,
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da 7 L @ und ||7]|> > 0. Der Punkt P heiBt FuSpunkt des Lotes von
auf die Gerade {7y + ¥ : t € R}.

SATZ 101. Es seien @, € R2, 7 #0, ¢ € R und

b— (i, )
(138) A=
7]

Der Abstand des Punktes W von der Geraden (i,Z) = b ist |\|||7i||. Der
Fuf$punkt des Lotes von @ auf die Gerade (1i,Z) = b ist W + .

—

BEwEIS. Wenn @ + A7l auf der Geraden (77, ¥) = b liegt, dann gilt b =
(i, 0 + Ait) = N|7i||? + (7, @). O

6.5. Spiegelung an einer Geraden. Die Spiegelung an der Gera-
den, die durch die lineare Gleichung (77, ) = b definiert ist, ist die Abbildung
b— (¥, 1)

1712

—

(139) oc:R? 5 R?% Ze 242

Es gilt genau dann o(Z¥) = Z, wenn (7,Z) = b. Die Spiegelung o an der
Geraden (7i,¥) = b bewegt die Punkte auf dieser Geraden nicht. Fiir alle
Z,7 € R? gilt d(Z,7) = d(o(Z), (%)), d.h. bei einer Spiegelung bleiben die
Absténde zwischen Punkte unveréndert.

7. Das Kreuzprodukt auf R3

7.1. Normalenvektor einer Ebene. Es seien d; und as zwei Vek-
toren in RS mit 61 = (an,alg,alg) und 62 = (agl,agg,agg). Ein Vektor
¥ = (x1, w2, z3) steht genau dann senkrecht auf @; und @y, wenn (@, Z) =0
und (ds, Z) = 0. Diese Bedingung ist ein lineares Gleichungssystem fiir die
Unbekannten z1, x2, z3 mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

A - (0 a2 ai | 0

a1 az azz | O
Die Losungsmenge L := @i N a@s ist genau dann ein eindimensionaler Un-
tervektorraum, wenn die Vektoren @; und do eine Ebene aufspannen, also

rang A = 2 gilt. Fiir jeden Vektor # € L mit & # 0 ist dann das Ortho-

gonalkomplement zu & gerade die von &; und @z aufgespannte Ebene, also

7+ = span{ay, @}

BEISPIEL 196. Die Vektoren ¥ € R3, die senkrecht auf @; = (1,2,1) und
dy = (2,6,0) stehen sind die Losungen des linearen Gleichungssystems

12110 12 1 |0 10 3 |0
2.6 0 | 0 02 -2 1]0 01 -1 | 0)

also gerade die Elemente der Menge {(—3t,t¢,t) : t € R} =R(-3,1,1).
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7.2. Eigenschaften des Kreuzproduktes. Das Kreuzprodukt @ x b
zweier Vektoren @, b € R3 ist eine Vektor in R? mit folgenden Eigenschaften:

e Der Vektor @ x b steht senkrecht auf @ und b.
(140) (@ x b,d@) = 0 fiir beliebige a@,b € R*

e Die Linge des Vektors a x b ist der Flicheninhalt des von den
Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms

P(@,b) = {td +sb: t,s € [0,1]}.
e Der Vektor @xb ist so orientiert, dass d, bund @xb ein Rechtssystem

bilden.

Da je zwei Basisvektoren €; € R3 der Standardorthonormalbasis ein Quadrat
mit Seitenléinge 1 erzeugen, gilt

—

1 X

1

—

D

BEISPIEL 197. Liegen die Vektoren d und b in der x1,xo-Ebene, also
a = (a1, az,0) und b= (b1, b2, 0), so gilt span(0,0,1) = @t N b, das Kreuz-
produkt muss also ein Vielfaches des Vektors (0,0,1) sein. Wir berechnen
den Flécheninhalt | P| des Parallelogramms P = {(taj +sby,tas+sbs) : t, s €
[0,1]} C R2, das in Abbildung 7 blau gefirbt ist. Vom Rechteck mit den Sei-
tenldngen a1 + b1 und ao + by muss jeweils das Doppelte der Flicheninhalte
des gelben und roten Dreiecks und des griinen Rechtecks abgezogen werden.
Es gilt

1 1
|P| = (a1 + bl)(ag + bg) — 2bjag — 25(11(12 — 251)162

= aiaz + a1by + braz + b1bs — 2b1az — araz — biby = a1by — azb;.

Die vertrigliche Orientierung des Kreuzproduktes ist @ x b= (0,0, a1by —
biag), da man fiir a; = be = 1 und ay = by = 1 das Kreuzprodukt a@ x b =
€1 X € = €3 erhalten sollte.

Das Kreuzprodukt ist antisymmetrisch, d.h. Vertauschung der Faktoren
kehrt das Vorzeichen (die Orientierung) um, und bilinear, d.h. die Bildung
des Kreuzprodukts ist mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation in einem
Faktor vertauschbar. Fiir beliebige d, 5, e R3 und X € R gilt:

(141) d@xb=—-bxa ax (A)=A@xb),ax(b+d)=axb+axé
7.3. Explizite Formel des Kreuzproduktes. Das Kreuzprodukt
ist eine Abbildung R? x R3 x R3, (@,b) + @ x b, mit

al bl a2b3 — bgag al B bl
(142) a9 X bQ = a3b1 — bgal fir @ = a9 und b = bQ
as b3 a1by — brasg as b3

—

2 = €3, e2Xe3 = e1, e3XxXe] = e, epaXe] = —e€3, ez3Xey = —eq1, €1 Xe3 = —e.
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A
a+b
a2+b2 —
b2 b=—(b1 bs) y
a_(a1 ,a2) ,
0 a4 aq+b, 7

ABBILDUNG 7

BEISPIEL 198. Fiir @ = (1,2,1) und b = (2,6,0) erhélt man mit der
expliziten Formel 142

1 2 -0—-6- —6
1 0 1 6—2 2 2

Der Vektor (—6,2,2) ist ein Vielfaches des Vektors (—3,1,1) (siehe Beispiel
196).

8. Losungsmenge einer linearen Differentialgleichung

Die Exponentialfunktion x — e® ist die Funktion y : R — R mit den
Eigenschaften y/(z) = y(z) fir alle x € R und y(0) = 1. Die Exponen-
tialfunktion ist also eine Losung der Differentialgleichung v’ = y mit der
Anfangsbedingung y(0) = 1.

Wie viele differenzierbare Funktionen y : R — R mit der Eigenschaft
y'(z) = y(z) fiir alle x € R gibt es? Wenn ¢/ (z) = y(z) fiir alle x € R, dann
ist die Funktion h(z) := y(x)e™" konstant, denn fiir alle z € R gilt

W(z) =y'(z)e™ —y(z)e™™ = (¥ () —y(x))e™" = 0.
Die Losungsmenge der Differentialgleichung y' = y ist {ce® : ¢ € R}. Dies ist

der eindimensionale Untervektorraum im Vektorraum aller differenzierbaren
Funktionen, der vom Vektor e* aufgespannt wird.

8.1. Homogene, lineare Differentialgleichungen. Eine homogene,
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form

(143) an () Y™ + an_1(2)y™ VD + ..+ a1 (2)y + ao(z)y =0,
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wobei ag, ..., ap : (a,b) — R auf dem Intervall (a, b) stetige Funktionen mit
an % 0 sind. Eine Lésung der Differentialgleichung 143 ist eine Funktion
y: (a,b) = R mit der Eigenschaft 3 7, a;(x)yY) (x) = 0 fiir alle 2 € R.

SATZ 102. Die Lisungen einer homogenen, linearen Differentialgleichung
bilden einen Vektorraum.

BEwWEIs. Wenn y; und y» Losungen der homogenen, linearen Differen-
tialgleichung 3%, a;(x)y¥) = 0 sind und ¢ € R, dann gilt (cy1)¥)(z) =

ey () und (y1 + y2)9) (2) = v (2) + 47 (), also

Za] Yy +y2)D(2) = 3 a(2) (Y (2) + ) (2)

Q. .
= M: I M:
o o

aj(@)y (@) + Y aj(x)ys (z) = 0
=0

n

aj(@)ey?) (@) = ¢} aj(2)eyt? () = 0.

§=0

Z a;(x )(cy1) Y (z)

Auch dle Funktionen g1 4+y2 und cy; sind Lésungen der homogenen linearen
Differentialgleichung. O

.
o

Gibt man zusétzlich zu der Differentialgleichung 143 den Funktions-
wert einer Losungsfunktion y : (a,b) — R und ihrer Ableitungen y),
j=1,...,n—1, die zum Zeitpunkt xg vor, so spricht man von einer Differen-
tialgleichung mit Anfangsbedingungen oder einer Anfangswertaufgabe.
Zu gegebenen & € (a,b) und g, ..., Np—1 € R ist eine Losung y der homoge-
nen, linearen Differentialgleichung 143 eine Losung der Anfangswertaufgabe,
falls y\9)(&) = n; fir alle j = 0,...,n — 1.

BEMERKUNG 81. Falls die Funktion eine Bewegung eines Korpers be-
schreibt, so sind y(§) die Anfangsposition, 3/ () die Anfangsgeschwindigkeit,
y" (&) die Anfangsbeschleunigung usw. O

SATZ 103. Jede Anfangswertaufgabe zu einer linearen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung ist eindeutig losbar.

SATZ 104. Die Lisungen einer homogenen, linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen Vektorraum.

Fiir jedes x € (a,b) bilden eindeutigen Lésungen yi, k = 0,. — 1, der

Anfangswertaufgaben y,g )(5) =0 fiirk # j und y,(C )(f) =1 eine Basis dieses

Vektorraumes.

8.2. Inhomogene, lineare Differentialgleichungen. Eine inhomo-
gene, lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung der
Form

(144) an(2)y™ + an1(2)y "V + .+ ar(@)y + ao(x)y = f(a),
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wobei f,ag,...,an : (a,b) — R auf dem Intervall (a,b) stetige Funktionen
mit a, # 0 sind. Eine Losung der Differentialgleichung 144 ist eine Funktion
y: (a,b) = R mit der Eigenschaft 3 7, a;(x)yY) (x) = f(z) fir alle z € R.

Satz 105. Wenn y1 und yo Losungen der inhomogenen, linearen Dif-
ferentialgleichung Z?:o a;(x)y") = f(x) sind, dann ist Y1 =y Liosung der
homogenen, linearen Differentialgleichung Z?:o a; (z)yY) = 0.

BEWEIS. Da (y; — y2)) = y%j) - ygj)7 folgt

n

S ai@) i + 1) = 4@’ -3 @)y = f(2) - fx) =0.
j=0 j=0

j=0
O

Ist y1 eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung Z;'l:o a; (z)yY)(z) =
f(x), so ist die Menge aller Losungen dieser inhomogen Differentialgleichung

yi+ 1y Y ai(@)yy’ =0
=0






KAPITEL XIII

Lineare Abbildungen

Es seien V und W Vektorrdume. Eine Abbildung 7' : V' — W heifit
linear, falls T'(v 4+ v') = T'(v) + T'(v') und T'(Av) = XT'(v) fiir alle v,v" € V
und alle A € R. Insbesondere gilt immer 7'(0) = 0.

Wihlt man eine Basis {71, ..., ¥, } des Vektorraumes V' so gilt fiir jeden

Vektor ¥ € V mit ¥ = o101 + ... + anty
T(V) =T(a101 + ... + apth) = anT(V1) + ... + a, T (Ty).

Es geniigt also, die Bilder der Basisvektoren anzugeben, um eine lineare

Abbildung zu beschreiben. W#hlt man auch eine Basis {w, ..., Wy} des
Vektorraumes W, so kann man jeden Vektor T'(v};) als Linearkombination
der Vektoren 1y, ..., w, schreiben, T'(7;) = a1;Wi + ... + Qpm;Wn.

Die j-te Spalte der Matrix A der linearen Abbildung T beziiglich den
Basen {¢1,...,0,} C V und {@,...,d,} C W sind die Koordinaten des
Vektors T'(¥;) beziiglich der Basis {1, ..., %Wy}, also

aip a2 - Ay

ag az v G2
(145) A= "

Gm1 Am2 - Amnp

BEMERKUNG 82. Die Matrix einer linearen Abbildung von einem n-di-
mensionalen Vektorraum in einen m-dimensionalen Vektorraum besteht aus
m Zeilen und n Spalten. [

BEIsPIEL 199 (Identitét). Fiir jeden Vektorraum V und beziiglich jeder
Basis ist die Matrix der linearen Abbildung V' — V', v — v, die Einheitsma-
trix

10 --- 0

01 0 1 ;=7
E:=1. . . mit e;; = (Z ])

: EP 0 (i#7)

00 --- 1

BEISPIEL 200 (Spiegelung an der x1-Achse). Die Abbildung 7' : R? —
R2, # = (x1,22) — (x1,—x2), beschreibt die Spiegelung an der z;-Achse
im R2. Da T(¢}) = €1 und T(€) = —&; ist die Matrix dieser Abbildung
beziiglich der Standardbasis
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¢ cos @

ABBILDUNG 1

Identifiziert man R? mit C, so entspricht die Spieglung an der x1-Achse der
Spiegelung an der reellen Achse, also der komplexen Konjugation.

BrISPIEL 201 (Spiegelung an der xo-Achse). Die Abbildung 7' : R? —
R2, # = (z1,22) — (—x1,22), beschreibt die Spiegelung an der z2-Achse
im R2. Da T(¢1) = —¢&; und T(€) = & ist die Matrix dieser Abbildung
beziiglich der Standardbasis

-1 0
A= ( 5 1) .

BEISPIEL 202 (Drehung um den Winkel ¢). Es sei 7 : R? — R? die
Drehung man die Ebene im Koordinatenursprung um den Winkel ¢. Die
ist eine lineare Abbildung. Da T'(¢1) = T'(1,0) = (cos psinp) und T'(€2) =
T(0,1) = (—sin, cos ¢) (siche Abbildung 1) gilt, ist die Matrix der Drehung

beziiglich der Standardbasis
cosp —sing
sing cosp /)

Interpretiert man RZ' als C, so entspricht die Drehung um den Winkel ¢ der
Multiplikation mit e*#.

BEISPIEL 203. Fiir jeden Richtungsvektor ¢ € R? mit @ = (v1,v2) # 0
ist die Spiegelung S an der Geraden {tv' : t € R} eine lineare Abbildung,
denn ein Normalenvektor ist 7 = (—wz,v1) und aus Formel 139 folgt

(Z,7) . (1 o ~V2T1 +viz2 [ —v9
TR - 3, .2
7] L2 vy + 03 vl

_ ; (U% - U%)xl — 2010272
T v 02 \2v0a1 + (<0} +v3)as )

S(&) =i —2
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Fiir die Gerade mit dem Richtungsvektor 7 = (2,1) (siche Abbildung 4) ist
die Spiegelung definiert als

AN 1 (321 — 4y _ %xl — %:cg
o 5 \4dx1 — 3xo 5L1 — 52 '

Die Matrix der Spiegelung beziiglich der Standardbasis ist

NE BRI

Auch der Richtungsvektor ¥ und der Normalenvektor 7i bilden eine Basis des
R?. Beziiglich der Basis {#, 7} besitzt die Spiegelung die (einfache) Matrix

=0 4)

BEISPIEL 204 (Projektion von R3 auf R?). Die Abbildung R3 — R?
mit (z1,x2,x3) — (z1,22) ist eine lineare Abbildung. Sie vergisst die dritte
Koordinate. Ihre Matrix beziiglich der Standardbasen in R® und R? ist

100
A‘(o 1 0)’

denn €; = (1,0,0) — (1,0) = 51, €y = (0,1,0) — (0, 1) = €y und €3 =
(0,0,1) — (0,0) = 0.

SRy

BrISPIEL 205 (Spiegelung an der x1,zo-Ebene in R3). Die Matrix der
linearen Abbildung R?® — R3, (xq,72,23) — (71,22, —23), beziiglich der
Standardbasis ist

10 0
A=10 1 0
0 0 —1

1. Matrizenmultiplikation

Es seien T : R — R™ und S : R™ — R* lineare Abbildungen mit
den Matrizen A = (a;;) bzw. B = (by;) (beziiglich der Standardbasen). Die
Verkettung der S o T der linearen Abbildungen T und S ist wieder eine
lineare Abbildung, denn fiir beliebige Z, 3 € R™ und A € R gilt

(SoT)(AZ) = S(T'(A\Z)) = S(AMT'(Z))) = AS(T(Z)) = A(S o T)(Z)

und
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Die Spalten der Matrix C' = (¢;;) der linearen Abbildung S o T sind die
Bilder der Standardbasisvektoren, also (S oT)(€}),...,(S oT)(€,). Es gilt

i=1
m k m m m
=2 D (aibuc) =3 (3D bua | .
=1 [=1 =1 =1 1=1

Sind A = (a;j) eine (m x n)-Matrix und B = (bj;) eine (k x m)-Matrix,
so ist die Produktmatrix C' = (¢;;) eine (k x n)-Matrix mit den Eintrdgen

m
Clj = Zbkiaij fuirl=1,....k,j=1,...,n.
i=1
Der Eintrag ¢;; der Matrix C' ist das Skalarprodukt der [-ten Zeile der Matrix
B mit der j-ten Spalte der Matrix A.

BEISPIEL 206 (Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen). Die Ma-

trizen
4 — (cosa —sina B_ cosfS —sinf
- \sina cosa /'’ ~ \sinf8 cosf
stellen beziiglich der Standardbasis des R? Drehungen um die Winkel o
bzw. B dar (siche Beispiel 202). Es gilt

cosf —sinf\ [cosa —sina
BA={". .
sinf8 cosf sina  cosa
_ [cosPBcosa+ (—sinf)sina  cos f(—sina) — sin S cos a
- sin fcosa + cos fsina  sin B(—sina) + cos 5 cos «

cos fcosa —sin fsina —(cos fsin a + sin 5 cos a)
sin fcosa + cos Bsina —sin B sin a 4 cos 5 cos a
_ (cos(a+ B) —sin(a+ f)
~\sin(a+p3) cos(a+p) )’
Fiihrt man erst eine Drehung um den Winkel « und dann eine Drehung um
den Winkel S durch, so erhilt man eine Drehung um den Winkel o + .

BEMERKUNG 83. Im Beispiel 206 gilt AB = BA. Dies liegt daran, dass
die Drehungen im R? als Teilmenge der komplexen Zahlen {¢*¥ : p € R}
angesehen werden konnen und die komplexen Zahlen ein Kérper sind. Im
Allgemeinen ist die Matrixmultiplikation nicht kommutativ, d.h. AB # BA.
Falls k # n, so ist das Produkt AB sogar nicht definiert. [

2. Die Determinante

Es seien dy,...,d, € R™. Die Determinante misst das orientierte Volu-
men des von den Vektoren dq, ..., d, aufgespannten Parallelepipeds

P(d‘l,...,c?n) = {tlc_il T = Ay, S t; € [0, 1]}
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Die Determinante det A einer (quadratischen) n x n-Matrix A = (a;;) ist die
Determinante der n-Spalten der Matrix A:

alj
(146)  det A :=det(dy,...,d,) := vol(P(di,...,d,)) mit a; =

anj

Fiir n =1 und A = (a) gilt det A = det(a) = a. Die Determinante misst
die Lénge des Vektors a€} und ob er in Richtung des Basisvektors €] oder
die entgegengesetzte Richtung zeigt.

Fiir n = 2 ist das Parallelepiped P(d1,d2) ein Parallelogramm und aus
Beispiel 197 folgt

ailr a2
147 det = a11a92 — A21013.
(147) <a21 a22) 11422 21012

2.1. Determinantenberechnung durch Anwendung des Gauf3-

verfahrens auf Zeilen und Spalten. Fiir die Standardbasisvektoren é, . . .

ist das Parallelepiped P(€1,...,€,) ein n-dimensionaler Wiirfel der Sei-
tenldnge 1 und Volumen ist 1" = 1. Daraus folgt

det E = det(é},...,é€,) =1 fir alle n € N.
Fiir beliebige A\1,...,A : n € R ist das Parallelepiped P(\€1,..., A\n€n)

ein n-dimensionaler Quader mit den Seitenlingen Ay, ..., A\, und Volumen
A1+ Ay, also
AM O -0
0 A
det . :det()\lé'l,)\g...,)\né’n) = A1 A

0 0 - A\
Mit Hilfe des Gauflverfahrens kann man eine Matrix A erst in Stufenform
bringen und dann, falls rang A = n sogar in eine Diagonalmatrix verwandeln.

Bei den Zeilenoperationen des GauBverfahrens (siehe Satz 96) dndert sich
die Determinante folgendermaflen:

e Vertauschung zweier Zeilen dndert das Vorzeichen (die Orientie-
rung) der Determinante, fiir k& # [ gilt

(148) det(dy,...,dk, ..., 4 ..., 04n) = (—l)det(d’l,...,al,...,c?k,...,c?n).

e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A € R vervielfacht auch
die Determinante (das Volumen) um diesen Faktor, fiir beliebige
Ay A € Rogilt

(149) det(Mdy, ..., \pdpn) = A1 ... A\pdet(dy, ..., dy).

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile andert
die Determinante nicht, fiir beliebige A € R und k # [ gilt

(150) det(dy, ... Ak, ..., a1, ...,0n) =det(dr, ... Ak, ..., 4+ Ak, ..., dp).
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Betrachtet man die Zeilenvektoren @; mit d; = (a1, ..., a;,) der Matrix A,
so gilt det A = det(dy,...,d,), d.h. das Volumen des von den Spaltenvek-
toren aufgespannten Parallelepipeds ist gleich dem Volumen des von den
Zeilenvektoren aufgespannten Parallelepipeds.

Vertauscht man in der Matrix A zwei Zeilenvektoren, oder multipliziert
einen Zeilenvektor mit einer Zahl X\ oder addiert das Vielfache einer Zeile zu
einer anderen, so dndert sich die Determinante auch bei diesen Zeilenopera-
tionen wie in den Gleichungen148, 149 und 150 beschrieben.

BEISPIEL 207. Es gilt det(€7, €>) = det(€1, €x + €1) = det(é1, €x + 2€71) =
1, denn die Parallelogramme P(é1,é5), P(€1,é + €1) und P(éy, ey + 2¢7)
haben alle eine Grundseite (€7) der Lénge 1 und Hohe 1, denn der Abstand
des Punktes €5 + Aéj zur Gerade Rej ist fiir alle A € R gleich.

52‘ €y + €] €y + 2¢)
& i & i &
BEISPIEL 208. Es gilt
1 3 0 1 3 0 1 3 0 1 3 0
det {2 -1 1| =2 -1 1|=0 -7 1|=(-1)|0 -1 3
1 2 3 1 2 3 0 -1 3 0 -7 1

2.2. Explizite Formel der Determinante. Die Abbildung
det: (R")"=R"x...R" - R

ist eine alternierende Multilinearform. Durch die Normierung det(€éy, ..., é,) =
1 ist diese Multilinearform eindeutig bestimmt.

Mit Hilfe der Permutationen der n Elemente (12...n) (siehe Abschnitt
6.1) kann man eine explizite Formel fiir die Determinante einer Matrix auf-
stellen. Die Menge aller Permutationen von n Elementen wird mit S, be-
zeichnet.

Jede Permutation 148t sich durch Hintereinanderausfithrung von Vertau-
schungen genau zweier Elemente erzeugen. Das Signum sgn 7 ist 1, wenn
die Permutation 7 durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen entsteht,
und —1, wenn man eine ungerade Anzahl von Vertauschungen benétigt, um
7 zu erzeugen. Es gilt die Leibnizformel

(151) det A = Z SEN T 15 (1)A27(2) - - - Unr(n)
TESy
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BEMERKUNG 84. Die Menge S,, besteht aus n! Elementen. In der Formel
151 tauchen damit n! Summanden auf. Dies bedeutet, dass sie sich fiir grofie
n nicht zur Berechnung der Determinante eignet. [J

Fiir n = 2 hat die Menge S genau zwei Elemente So = {(12),(21)}. Es
gilt sgn(12) = 1, denn man braucht keine Vertauschung, und sgn(21) = —1,
denn man vertauscht die Elemente 1 und 2 einmal miteinander. Daraus folgt

(152) det (“11 ‘”2> =

a21 Q22

ay;p a2

= 411022 — 412021
az1 a2

Fiir n = 3 hat die Menge S3 genau sechs Elemente

Es gilt sgn(123) = 1, sgn(213) = sgn(321) = sgn(132) = —1 und sgn(231) =
sgn(312) = 1. Daraus folgt

ai;p ai2 ais
(153) det A = |ao1 aos ao3
azy asz2 as3
= 011022033 — 012021033 — 413022031 — 411023032 + 12023031 + @13021032-

2.3. Rekursionsformel, Laplacescher Entwicklungssatz. Zerlegt
man in Formel 151 die Menge S, fiir einen festen Index ¢ in die Teilmengen
M; = {m : w(i) = j} fir j = 1,...,n, so kann die Mengen M; mit S,_;
identifizieren und erhilt die Rekursionsformel

(154) det A = Z(—l)”jaij det Aij = Z(—l)i+jaij det Az’j,
7j=1 =1

wobei die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A;; aus der Matrix A durch Streichung
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Die Gleichung 154 heifit auch
Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile bzw. der j-ten Spalte.

BEIsSPIEL 209. Die Entwicklung einer 2 x 2-Matrix nach der ersten Zeile
liefert wegen A11 = (age) und Ajs = (a21)

det (@11 @2 _
et = a11a22 — A12021.
as1 a3

BEISPIEL 210. Die Entwicklung einer 3 x 3-Matrix nach der dritten Spal-
te liefert wegen

asi a2 air a2 ai; a2
Az = , Aoz = und Azz =
asi as asy asz as  aa
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die Formel

ailr 612 Q13
det | as1 a99 aoz | = ajzdet A1z — a3 det Ass + asz det Ass
asz; asz ags
= a13(az1a32 — az1az2) — ag3(ai1ase — aziaiz2)
+ azz(airage — a21a12)
= a11a22033 + A12023031 + 413021032
— 112021033 — 13022031 — 011023032

wie in Gleichung 153. Konkret folgt fiir die Matrix A aus Beispiel 208

1 3 0
det |2 —1 1] = —ag3det Az + a3z det Ass
1 2 3

= —1(1-2-1-3)+3(1-(~1) —2-3) = —20.

BEMERKUNG 85. Bei konkreten Berechnungen 148t sich der Laplacesche
Entwicklungssatz sinnvoll anwenden, wenn die Matrix A eine Spalte oder
eine Zeile mit vielen Nullen besitzt.

2.4. Produktregel. Die Determinante ist eine multiplikative Abbil-
dung.

SATZ 106. Fiir beliebige n x n-Matrizen A und B gilt
(155) det(AB) = (det A)(det B) = det(BA).

BEMERKUNG 86. Es gilt also det(AB) = det(BA), obwohl die Matrizen-
multiplikation nicht kommutativ ist, also in den meisten Fillen AB # BA
gilt. O

3. Die Inverse Matrix

Da die Determinante einer Matrix in Stufenform das Produkt der Dia-
gonalelemente ist (siche Abschnitt 2.1) und sich bei der Anwendung der
Zeilenoperationen des Gaufiverfahrens die Matrix nur um einen Faktor # 0
andert, gilt

SATZ 107. Eine n X n-Matriz A hat genau dann den Rang n, wenn
det A #£ 0.

Es sei A eine n x n-Matrix. Das lineare Gleichungssystem AZ = 0 besitzt
genau dann eine eindeutige Losung, nimlich Z = 0, wenn rang A = n gilt.
Wenn rang A = n, dann besitzt das lineare Gleichungssystem AZ = b fiir
jeden festen Vektor beR" genau eine Losung. Daraus folgt

SATZ 108. FEine lineare Abbildung A : R™ — R™ ist genau dann bijektiv,
wenn det A #£ 0.
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Die Umkehrabbildung A~!, die den Vektor AZ auf & abbildet, ist auch
eine lineare Abbildung, denn

A VAT + Af) = A A@F + §) = &+ i = AV (AZ) + AV (A7)

und A71(AAF) = A~LA(AT) = A\F = MAZ. Die Matrix A~! der Umkehrab-
bildung heifit inverse Matrix.

3.1. Bestimmung der inversen Matrix mit Hilfe des Gauflver-
fahrens. Die Spalte @; der Matrix A~! ist der Vektor A~1(¢;). Es gilt
a; = A71(€;) genau dann, wenn Ad; = AA'€; = e;. Die Spalte G; ist
Losung des linearen Gleichungssystems AZ = €;. Die eindeutigen Losungen
n linearen Gleichungssysteme fiir j = 1,...,n konnen mit Hilfe des Gauf}-
verfahrens gleichzeitig bestimmt werden. Dazu wandelt man die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|F) durch Vertauschung von Zeilen, Multiplikation
von Zeilen mit von 0 verschiedenen Zahlen und Addition von Vielfachen
einer Zeile zu einer anderen Zeile in eine Matrix der Form (F|B). Auf der
rechten Seite erhilt man die die inverse Matrix , also B = A™!.

11
4= 2)
ist invertierbar, denn det A = 1 # 0. Mit Hilfe des Gaufiverfahrens erhélt
man

_(t 1] 10 1 1] 10 10| 2 -1
(A|E)_<12\01>N(01\—1 1>N<01y—1 1>’

also
1 (2 -1
ao(3 )

3.2. Explizite Formel der inversen Matrix. Wenn A : R" — R"
eine lineare Abbildung mit det A # 0 ist, dann kann man fiir jeden Vektor
b € R" die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems A¥ = b mit
Hilfe der Determinante bestimmen.

Wenn AZ = b fiir den Spaltenvektor & = (x1,...,x,) ist, dann gilt fiir
alle Indizes i =1,...n

BEISPIEL 211. Die Matrix

(156) xT; det(&l,...,ﬁi_l,g, 6¢+1,...,6n>,

T det A
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denn
det(al,...,ai,l,b,ai+1,...7an):det(al,...,ai,l,ijaHl,...,an)
n
:det(al,...,ai_l,g ajxj, dip1, ..., 0dn
j=1
n
= E xjdet(al,...,ai_l,aj,aiﬂ,...,an)
j=1
:xidet(al,...,ai_l,ai,aiﬂ,...,an)

= z; det A,

wobei d@; die Spaltenvektoren der Matrix A sind.
Fiir den Vektor b = € erhélt man aus Formel 156

z1

Al : :ej(:):Ui:7det(a1,...,ai_l,ej,ai+1,...,an) Vi=1,...

det A

Ty,

Entwicklung der Determinante im Zéhler nach der i-ten Spalte liefert
det(@1, ..., @i—1, €, @it1s- -, an) = (—1)" det Ay

und damit eine explizite Formel der inversen Matrix

det Aji

(157) A_l = (&’LJ) mit &ij = (—1)i+j detA .

4. Orthogonale Abbildungen

, M.

Eine lineare Abbildung 7' : R™ — R™ bzw. ihre Matrix A beziiglich der
Standardbasis des R™ heilen orthogonal, falls (Z,y) = (AZ, Ay) fir alle
Z,y € R™. Insbesondere gilt fiir eine orthogonale Abbildung A : R" — R"

o ||[AZ| = ||Z| fiir alle £ € R™, d.h. die Lange der Vektoren bleibt

gleich.

o 71 y& (A7) L (AY), d.h. die Winkel zwischen Vektoren bleiben

gleich.

4.1. Die transponierte Matrix. Es sei A = (a;;) eine m x n-Matrix.
Die n x m-Matrix B = (b;;) mit bj; = aj; heifit transponierte der Matrix

A und wird mit AT bezeichnet, also
a1 G21 c ml a1 a2 o 1In
a2 G222 m2 a21 Q@22 - 2n
(158) AT =| "~ | fir A=

aln A4A2n " mn aml Am2 °°° mn
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Transponiert man einen Zeilenvektor, so erhélt man einen Spaltenvektor.
Transponiert man einen Spaltenvektor, so erhilt man einen Zeilenvektor.

T
T X1
(ml To xn)T: x.Q_ und x2 :(acl To xn)
Tn T

SATz 109. Fiir jede quadratische Matriz A gilt det A = det(AT).
Wenn A eine m x n-Matriz und B eine k x m-Matriz sind, dann (BA)T =
ATBT.

BEWEIS. Die Gleichung det A = det(A7T) folgt aus der Leibnizformel der
Determinante, weil die Permuattionen eine Gruppe bilden. Fiir die Matrizen
B = (bZJ) und A = (ajk) gilt

m

(BA)T),; = (BA);i = > bjkari =Y (BT),; (A7),
k=1 k=1
= Z (AT)ik (BT)kj = (ATBT)ij

1
]

4.2. Skalarprodukt und Matrizenmultiplikation. Elemente des Vek-
torraumes R™ sind Spaltenvektoren, also Matrizen, die aus n Zeilen und einer
Spalte bestehen. Auch wenn man Z = (z1,...,x,) € R" schreibt, meint man

den Spaltenvektor

I
T =
Tn
Nun gilt fir @ = (21,...,2,), 5= (y,...,yn) € R"
n
<5Ea17>=$1y1—|—...+:1;nyn:(x1 xn) : ZZE'ng.
Yn

4.3. Charakterisierung orthogonaler Matrizen.

SATZ 110. Es sei A die Matriz einer linearen Abbildung R™ — R"
beziiglich der Standardbasis. Die folgenden Bedingungen sind dquivalen:

(1) A ist orthogonal.
(2) Die Spalten der Matriz A bilden eine Orthonormalbasis des R™.

(3) AAT = E
(4) A7t = AT
BEwEIS. Es gilt (A%, Aj) = (AZ)T(Ay) = &7 AT Ay. Die Behauptung
folgt aus (€;€;) = (ATA)ij. O
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FOLGERUNG 37. Wenn A orthogonal ist, dann g¢ilt det A = 1.
BEWEIS. 1 = det E = det(AAT) = (det A)(det AT) = (det A)2. O

4.4. Drehungen und Spiegelungen. Die Drehung A um den Winkel
¢ in R? (siehe Beispiel 202) ist eine orthogonale Abbildung, denn

AT <cos<p —sin«p)T B < cosp  sin (p) _ <cos(—<p) —sin(—cp))
- \sing cosg ~ \—singp cosp) \sin(—¢) cos(—yp)
ist eine Drehung um den Winkel —¢, also AT = A~!. Die Spaltenvektoren
d; = (cosp,siny) und ds = (—sinp, cos p) der Matrix A stehen senkrecht
aufeinander und haben die Lénge 1, denn cos? ¢ +sin? ¢ = 1. Es gilt det A =
1.

Jede orthogonale Matrix A mit det A = 1 ist eine Drehung und damit
Produkt von Drehungen in einer Ebene C R™. Die Spiegelung an den Hyper-
ebene Ej := {z; = 0} C R" ist definiert durch o; : R" — R" mit 0;(¢€;) = €;
fir alle ¢ # j und o;(€;) = €; und auch eine orthogonale Abbildung. Es
gilt det(o;) = —1 fur alle j. Jede orthgonale Abbildung ist Produkt von
Spiegelungen und Drehungen.

5. Normalformen einer quadratischen Matrix

Die Diagonalmatrix

M O -+ 0
0 Ao 0

D=| . . mit Ai,..., A\ €R
0 0 - M\

ist genau dann orthogonal, wenn \; = 1 fiiralle j = 1,...,n. Falls \; # +1
fir ein j, so veréndert D die Lénge des Vektors €, d.h. || Déj|| = ||\;€;| =
INIE T = |Aj]. Falls Ar... A, # 1, so dndert D das Volumen. Falls nicht
alle |\;| gleich sind, also |A;| # |A;| fiir ¢ # j, so dndert die Abbildung D die
Winkel zwischen Vektoren.

Auch wenn eine Diagonalmatrix D in den meisten Féllen nicht ortho-
gonal ist, kann man die Abbildung D gut verstehen und fiir jeden Vektor
v € R™ leicht D@ berechnen. Deshalb mdochte fiir eine gegebene lineare Ab-
bildung 7" : R™ — R" eine Basis des R™ finden, beziiglich der die Matrix der
Abbildung T eine Diagonalmatrix ist (siehe Abschnitt 5.1).

Es gibt aber auch Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind, zum Beispiel

Az(l Cf) mit a € R.

Fiir alle a € R gilt det A = 1. Falls a # 1, also A # E, so dndert A Léngen
und Winkel zwischen Vektoren. Auch fiir weder iiber den reellen noch iiber
den komplexen Zahlen diagonalisierbare Matrizen existieren Normalformen
(siehe 5.3).
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5.1. Diagonalisierbare Matrizen. Eine lineare Abbildung T : R™ —
R™ heifit diagonalisierbar, falls die Matrix der Abbildung T beziiglich
einer Basis {71, ..., ¢}, } Diagonalform besitzt, also fiir alle j = 1,...,n reelle
Zahlen \; € R mit T'(Vj) = A\;¥; existieren.

Ein Vektor v € R™ heifit Eigenvektor der Abbildung T zum Eigenwert
A € R, falls T'(¢) = A\U. Der Eigenraum E) der Abbildung 7" zum Eigenwert
A € R besteht aus allen Eigenvektoren der Abbildung 7' zum Eigenwert A,
also

Ey) :={veR":T(¥) = \U}.

Es seien A die Matrix der Abbildung T beziiglich der Standardbasis und
A € R fest. Es gilt genau dann T'(¢) = A, wenn ¥ Losung des linearen
Gleichungssystems (A — AE)7 = 0 ist.

SATZ 111. Der Eigenraum E) einer linearen Abbildung T : R™ — R"
mit der Matriz A ist ein Untervektorraum des R™ mit

dim E) = n —rang(A — \E).

Eine reelle Zahl A € R heifit Eigenwert der Matrix A, falls dim Fy > 1,
also der Eigenraum F nicht nur den Nullvektor enthélt. Da

dim F) > 1 & rang(A — AE) < n < det(A — AE) =0,
sind die Eigenwerte einer Matrix A gerade die (reellen) Nullstellen des Poly-
noms det(A— AE). Fiir eine gegebene Matrix A ist det(A— AE) ein Polynom
vom Grad n in der Variablen A. Es heifit charakteristisches Polynom der

Matrix A. Wir betrachten die Zerlegung des charakteristischen Polynoms in
Linearfaktoren

det(A—AE) = (A=A (A= Xo)F2 - (A = AP
mit paarweise verschiedenen Nullstellen A\; € C und Multiplizitéten ;.
SATZ 112. Die Matriz ist genau dann diagonalisierbar, wenn fir je-
de Nullstellen X\ ihres charakteristischen Polynoms gilt \j € R und k; =
dim E)\]. .
In dem Fall existiert eine Basis des R™ aus Figenvektoren vy, . ..,7n und fir
die Matriz C := (103 - - - Uy) gilt

M O - 0
cac=| 0™ "
0 0 - M\

wobei \j der Eigenwert des Eigenvektors v ist.

FOLGERUNG 38. Besitzt eine n x n-Matrix n paarweise verschiedene
Nullstellen, so ist sie diagonalisierbar.

SATZ 113. Wenn A symmetrisch ist, also AT = A gilt, dann ist A diago-
nalisierbar und es existiert eine Orthonormalbasis des R™ aus Figenvektoren.
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BEMERKUNG 87. Wenn eine Basis eine Orthonormalbasis ist und nur aus
Figenvektoren besteht, dann ist die Matrix C' in Satz 112 eine orthogonale

Matrix und es gilt 7 = C~1. O
BEISPIEL 212. Die Matrix

(4

ist nicht symmetrisch, denn A7 # A. Es gilt
2—A 0
A—)\E_< ; _1_A>
und das charakteristische Polynom
det(A—=XN)=2-XN)(-1-X)—-0-3=(2-X)(—-1-1X)

hat die einfachen reellen Nullstellen A1 = 2 und Ay = —1. Damit ist die
Matrix A diagonalisierbar und die Eigenrdume sind die Losungsmengen der
linearen Gleichungssysteme (A — ;)@ = 0 und (A4 — A\y)@ = 0.

Fiir den Eigenraum Fs zum Figenwert A\; = 2 gilt

2-2 0 0 0 0 0
A_ME_< 3 —1—2>’“<3 —3)”(1 —1)

und damit Ey = {(¢,t) : t € R} = R(1,1). Der Eigenraum F5 wird als vom
Vektor v; := (1, 1) aufgespannt.
Fiir den Eigenraum E_; zum Eigenwert Ao = —1 gilt

(241 0 30 10
A_ME_( 3 —1+1> - (3 0) - <0 o)
und damit F_; = {(0,¢) : t € R} = R(0,1). Der Eigenraum E_; wird als
vom Vektor v := (0, 1) aufgespannt.

Die Eigenrdume stehen nicht senkrecht aufeinander. Mit C' := (U1%3)
erhdlt man

o= (39 em= (8- 8] L Y-y

und

e (66D DR 56 5o

BEISPIEL 213. Die Matrix

()

ist symmetrisch, denn A7 = A und damit diagonalisierbar. Es gilt

1-x 2
A_AE_<2 1—)\)
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und das charakteristische Polynom

det(A—XN)=(1-XN1-XN)—-22=X2-22-3=(A-3)(A+1)

hat die einfachen reellen Nullstellen Ay = 3 und A2 = —1. Die Eigenrdume
sind die Losungsmengen der linearen Gleichungssysteme (A — A\1)Z = 0 und
(A= )i = 0.

Fiir den Eigenraum Fy zum Eigenwert A\; = 3 gilt

1-3 2 -2 2 -1 1
A_ME_< 2 1—3)”(2 —2)”(0 0)
und damit Fy = {(¢,t) : t € R} = R(1,1). Der Eigenraum F5 wird als vom

Vektor v; := (1, 1) aufgespannt.
Fiir den Eigenraum F_; zum Eigenwert Ay = —1 gilt

C(1+1 2 2 2 11
A=Xb= < 2 1+1> - (2 2> - (0 0)
und damit F_; = {(¢,—t) : t € R} = R(1,—1). Der Eigenraum E_; wird
als vom Vektor 5 := (1, —1) aufgespannt.

Die Eigenrdume stehen senkrecht aufeinander. Wahlt man normierte
Eigenvektoren, so erhélt man eine orthogonale Matrix C. Mit

P 1 = 1 = _ ]- 1 1 -1 T 1 1 1
.—<H*1H 1 |~2v2)—\/§(1 _1) und C* =C _\ﬁ .

1 /1 1 1 2\ 1 /1 1 1 /1 1 3 -1
-1 - T _ =
CTAC = 2<1 —1><2 1>\/§(1 —1>_2<1 -1 (3 1)
1/6 0 3 0
_2<0 —2)‘(0 —1>_D'
BEISPIEL 214. Die Matrix
2 3
a= (0 2)

ist nicht symmetrisch, denn AT # A. Es gilt

2—-X 3
a-ae=(200,2))

und das charakteristische Polynom
det(A—X)=(2-N2-X)—0-3=(2—))?

hat die doppelte reelle Nullstelle A\; = 2, also k3 = 2. Der Eigenraum ist
die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems (A — A1)Z = 0. Fiir den
Eigenraum FE5 zum Eigenwert A\ = 2 gilt

2-2 3 0 3 01
A_ME_< 0 2—2)”(0 0>N<o o)
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und damit Fy = {(¢,0) : t € R} = R(1,0). Der Eigenraum FEy wird als vom
Vektor 07 := (1,0) aufgespannt. Es gilt dim Fs = 1 < 2 = ky. Da die Viel-
fachheit des Eigenwertes A\; = 2 kleiner als die Dimension des Eigenwertes
ist, ist die Matrix A nicht diagonalisierbar.

BEMERKUNG 88. Wenn T : R? — R? eine diagonalisierbare lineare
Abbildung mit einem doppelten Eigenwert A € R ist, dann gilt T'(¢) = A7 fiir
alle 7 € R2. Also ist die Matrix der Abbildung T beziiglich jeder beliebigen
Basis eine Diagonalmatrix. [J

5.2. Komplexe Eigenwerte. Die Drehung um den Winkel o in R?

(159) D — (cosa —sina>

sina  cosa
hat das charakteristische Polynom

cosa— A —sina
sin «v cosa — A

det(D, — AE) =

= (cosa — \)? — sina(—sin a)

=cos?a — 2 cosa + A2 +sina =\ —2\cosa + 1
hat die Nullstellen
A2 =cosa =+ Veos2a—1=cosa+V—sin?a=cosa+isina= etio,

Die Eigenwerte der Drehung D,, sind genau dann reell, wenn o = kr fiir ein
k € Z. Fir a« = 0 bzw. a = 7 erhélt man

Dy = <é (1)> = FEund D, = <_01 _01) =—F.

Falls a kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, so sind die beiden Eigenwerte
der Matrix D, nicht reell.
Identifiziert man den reellen Vektorraum R? mit C, also (x,y) = z+iy =

z, so gilt
cosa —sina\ (x T cosa — ysinao
Dy(2)= | _. = .
sina  cosa Y rsina + ycosa
=xcosa —ysina + i(rsina + ycos a)
= (v +iy)(cosa + isina) = ze'.

Die Drehung D, multipliziert die komplexe Zahl z mit dem (komplexen)
Streckungsfaktor e*®.

SATZ 114. Ist A = re'® € R ein Eigenwert der linearen Abbildung T :
R™ — R™ mit Vielfachheit 1, so existiert eine Basis {U1,0Va,..., Uy} des R™
beziiglich der die Matriz A der Abbildung T die folgende Form hat

rD, 0
0 B)’

wobei Dy, die 2 x2-Matriz aus Gleichung 159 ist und B eine (n—2) x (n—2)-
Matriz ist.
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5.3. Jordansche Normalform. Es sei A eine n x n-Matrix A mit
paarweise verschiedenen, reellen Eigenwerten \;, also

det(A—AE) = (A =AM .. (A = Ap)Fm.
Die Vektorrdaume
Ey, = {T€R": (A— \;E)"7 = 0}
enthalten die Eigenrdume E), also E), C E ), fiir alle j.
Satz 115. Fir alle j # k gilt A(E\;) C E,, Ex, N Ex, = {0} und

dim EA]. = k; und der Vektrraum R"™ wird von den Vektorrdiumen E/\j er-
zeugt, d.h.

Rn:E)\l @"‘@E)\ma
und existiert eine Basis beziiglich der die Matrixz der linearen Abbildung fol-
gende Form hat

N 10 0
S0 0 0 A 1 0
0 Jo 0 ) )
J=1 . ) mitJ; =10 0 XN . fir alle 1.
0 0 . Jk . . T 1
0O 0 0 - N

Die Matrix J heiit Jordansche Normalform. Die Untermatrizen J;
heiflen Jordankéstchen. Es koénnen mehrere Jordankéstchen zum gleichen
Eigenwert A auftauchen.

BrIspiEL 215. Die Matrix
2 3
-0 2)

hat den doppelten Eigenwert 2 und ist nicht diagonalisierbar (siehe Beispiel
214). Es gilt By = {(¢,0).t € R} = R# mit 91 = (1,0) und Ey = R?, denn

=207 =5 0) (5 5)= (6 1n)-

Wir suchen einen Vektor ¥ mit (A — 2E)vs = . Es ist eine Losung des
linearen Gleichungssystems

0 3 | 1

00| 0)’

also zum Beispiel v = (0,1/3). Es gilt Aty = 207 und Avy, = ¥ + 20s.
Beziiglich der Basis {#1, U2} besitzt die lineare Abbildung A die Matrix

(6 2)
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BEISPIEL 216. Die Matrix

=(403)

ist nicht symmetrisch, denn AT # A. Es gilt

1-x 1
A_AE_<—1 3—)\>

und das charakteristische Polynom
det(A—=X)=(1-XNB=X)—1-(=1)=A2 —4x+4=()\—2)?

hat die doppelte reelle Nullstelle A\; = 2, also k3 = 2. Der Eigenraum ist
die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems (A — A1)Z = 0. Fiir den
Eigenraum FE5 zum Eigenwert A\ = 2 gilt

1-2 1 -1 1 1 -1
A-ME= ( -1 3—2> - (-1 1> - <0 0>
und damit Fy = {(¢,t) : t € R} = R(1,1). Der Eigenraum Fs wird als vom
Vektor 07 := (1,1) aufgespannt. Es gilt dim Es = 1 < 2 = ky. Da die Viel-
fachheit des Eigenwertes A1 = 2 kleiner als die Dimension des Eigenwertes

ist, ist die Matrix A nicht diagonalisierbar.
Es Fy = R?, denn

e = (2 ) (2 1)=(6 o)

Wir suchen einen Vektor v, mit (A — 2E)Us = 0. Es ist eine Losung des
linearen Gleichungssystems

-1 1 | 1 1 -1 ] -1
~11 | 1 0 0 | 0)

also zum Beispiel o = (—1,0). Es gilt Avy = 207 und Avy = U) + 20s.
Beziiglich der Basis {#, U2} besitzt die lineare Abbildung A die Matrix

(6 2)

6. Homogene, lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

FEine homogene, lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form

(160) "™ 4+ a1y Y+ 4 a1y + apy = 0 mit aj € R,a, =1.

SATZ 116. Wenn y eine Losung der Differentialgleichung 160, dann ist
auch y' eine Lésung dieser Differentialgleichung.

BewEss. Es gilt 327 a;(1)Y) = Y0 a;yU ) = (X7 a;y9) = 0.
O
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6.1. Das charakteristische Polynom. Eine Funktion y(x) = e* mit
A € R ist genau dann eine Losung der Differentialgleichung 160, wenn

an N + ap A NP4 a A+ ag =0,

da (e*)) = N er . Das Polynom > =0 a; M heifit charakteristisches Po-
lynom der Differentialgleichung 160.

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung 160 stimmt mit
dem charakteristischen Polynom der Matrix

0 1 o - 0
0 0 1 0
A= : : " B :
0 0 1
—ap —ap —az -+ —0p-1

tiberein. Eine Funktion y : R — R ist genau dann Losung der Differenti-
algleichung 160, wenn eine vektorwertige Funktion 4 Losung einer linearen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten erster Ordnung ist:

Yy
/
Yy
7 = Ay mit 7 := .
y(n.—l)
Eine Funktion §f = @** ist genau dann Losung der Differentialgleichung
iy = Ay, wenn )\ ein Eigenwert und ¢ ein Eigenvektor der Matrix A ist,
denn (Ge?*) = Aéel®,

BEMERKUNG 89. Fiir jede reelle Zahl A € R gilt rang(A — A\E) > n — 1.
Darum ist jeder Eigenraum der Matrix A hochstens eindimensional. [

6.2. Verschiedene, reelle Nullstellen - Exponentialfunktionen.

SATZ 117. Wenn das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
160 n paarweise verschiedene, reelle Nullstellen A1, ..., A, besitzt, dann bil-
den die Funktionen y;(x) := eMT i =1,...,n, eine Basis des Vektorraumes
aller Lisungen.

BEWEIS. Die Funktionen y; sind Losungen der Differentialgleichung, da

n n n
Z anyi(j) = Z aj)\ge/\” = Ni® Z ajN = 0.
j=0 j=0 Jj=0
Die Funktionen y;, ¢ = 1,...,n, sind linear unabhéngig, weil

det C = det (y§j)(o)) = [N =TTw = x) #0

i=1,...,n;5=0,...,n—1 -
J k>i

und damit die eindeutige Lésung jeder Anfangswertaufgabe 3 (0) = n; fiir
j=0,...,n — 1 Linearkombination der Funktionen y;(z) = e ist. O
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BEISPIEL 217. Das charakteristische Polynom der homogenen, linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung 3" —2y’ —3y = 0ist A2 =2\ —3 = (A —
3)(A+1). Es hat die reellen Nullstellen A\; = 3 und Ay = —1. Die allgemeine
Losung der Differentialgleichung y” —2y'—3y = 0 ist also y(z) = c1e3*+coe™®
mit c1,co € R.

6.3. Komplexe Nullstellen - Winkelfunktionen.

SATZ 118. Wenn das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
160 die komplexe Nullstelle A = o + i3 besitzt, dann sind die Funktionen

R(eM) = e cos B und I(eM) = e“sin 3

Losungen der Differentialgleichung 160.

BEwEIs. Fiir die Ableitung einer Funktion f : R — C mit f = u + iv
und u,v: R — R gilt f/(z) = o/(x) + iv'(x). O

~ BEMERKUNG 90. Wenn A = o + i ¢ R, also 8 # 0, dann ist auch
A = a —if3 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Aus dem Null-
stellenpaar A, A erhilt man zwei Losungen der Differentialgleichung. [

BEISPIEL 218. Das charakteristische Polynom der homogenen, linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung 3" +4y = 0 ist A2+ 4. Es hat die kom-
plexen Nullstellen A = +2i. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" + 4y = 0 ist also y(x) = ¢1 cos(2z) + co sin(2x) mit ¢, co € R.

6.4. Mehrfache Nullstellen - Resonanzfaktoren.

SATZ 119. Wenn das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
160 nur reelle Nullstellen A1, ...,y mit den Vielfachheiten ki, ..., ky be-
sitzt, also

P()) := zn: a; N = (A= A)F (=) (= \)P,
7=0

dann bilden die Funktionen y;(x) := z'e’® mit i = 1,...,m und | =

0,...,k; — 1 eine Basis des Vektorraumes aller Lisungen.
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BEwEIs. Es gilt

r=0
n . n J . |
Sapd =3y (i)l(l S0t el AT
J=0 j=0 =0
= l(l_1)-"(l—7’+1)xl*’"6)‘ﬂz <]>aj)\g_r
r=0 = r
n l(l—l)...(l—r_|_1) I n o . .
= . o Qj‘l 6)\2 Z](]—l)(]—r—i—l)aj)\-z
T =

(l=1)...(l—r+1)
7!

:Ul—re)\i:cp(r)()\i) =0,

weil fiir r > [ das Produkt I(I—1) ... (I—7+1) verschwindet und fiir r < gilt
P(r)()\i) =0, da A; eine k;-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(X) ist und I < k;.

Die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen folgt wie im Satz 117 mit
Hilfe der Vandermondschen Detreminante. O

Betrachtet man statt der Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir die re-
ellwertige Funktion y die Differentialgleichung erster Ordnung fiir die vektor-
wertige Funktion %/, so erhélt man eine Basis des Vektorraumes aller Losun-
gen mit Hilfe der Matrix e4*.

BEISPIEL 219. Das charakteristische Polynom der homogenen, linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung 3" — 2y +y = 0 ist A2 =2\ + 1 =
(A —1)2. Es hat die doppelte reelle Nullstelle A\; = 1. Die allgemeine Losung
der Differentialgleichung y” — 2y’ +y = 0 ist also y(x) = c1€” + coze” mit
c1,c € R.

Die Matrix A der dazugehorigen vektorwertigen Differentialgleichung ist

A= (_01 ;) mit det(A — AE) = A2 - A +1=(\—1)%

Es gilt By = {(t,t) : t € R}, denn

a-5=(01)~(3 o)

I
S
|
—~
—
—_
~—

!
=
[
St
I
—
=
—_
~—
o,
[}
=
B



192 XIII. LINEARE ABBILDUNGEN

Nun gilt

1 1\ . (1 0 1 (1 0
(0 1>—C' AC’ml‘uC-(l 1> und C' —<_1 1),

A" = CD"C~! und

eA:):: xAn:C< an> Cfl
n! n!

n=0 "~ n=0 "~

T xe

-1 Ax _ooﬁ n_ooi I n _ (€ ’
crevo=3 =50 1) (6 %)
Az (1 0 et xe” 10\ _ [e* ze® 1 0
7\ 1)\o e ) =1 1) T e @rner) 211

- <(1—_x26$ (x ﬁ)a)

Die Eintrége der ersten Zeile der Matrizen e”® und e bilden jeweils eine
Basis des Vektorraumes aller Losungen der Differentialgleichung v — 2y’ +
y=0.

Dx



KAPITEL XIV

Quadratische Formen

Eine n x n-Matrix A definiert eine reellwertige Funktion ¢ : R® — R
durch # — #T AZ, d.h.

T arl QA1n T n
— (.%'1 an) = E AT 5.
Tn an1 Gnn z by=1

definiert die Funktion ¢ : R? — R,

2 0 1 211 2 2
q(z1,22) = (xl l‘2) (0 _3> <$2> = (1‘1 :BQ) (_3@) = 2x{ — 3a5.
BEISPIEL 221. Die Matrix
0 1
1= (s 3)
definiert die Funktion ¢ : R? — R,

e = (or ) (3 3) (2)

_ T2 _ 2 _ 2
= (;z:l xg) <33:1 I 23:2) = z1T2 + 3T122 + 225 = dx179 + 275.

0 2
=)
definiert die Funktion ¢ : R? — R,

a@r,@2) = (1 72) (g ;) (@

229 2 2
= (331 582) <2m1 0 2$2> = 2z122 + 22122 + 225 = 4dw120 + 2725,

Auch Matrix

193
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Umgekehrt 148t sich jedes homogene Polynom zweiten Grades in den
Variablen z1,...,z,, d.h. eine Funktion der Form

n
q(z1,...,2n) = Z(Iu‘ﬂ?? + Z 2a;jx;;
i=1 J>i
mit reellen Koeflizienten a;; mit Hilfe einer symmetrischen Matrix A als

q(¥) = &1 A% schreiben. Dazu teilt man fiir ¢ < j den Koeffizienten 2a;; vor
x;xj auf, also 2a;; = a;; + aj; mit aj; := a;; und erhélt

non
fTAl_" = Z Z aijxixj = q(:i’)

i=1 j=1

1. Extremwerte quadratischer Formen auf der Sphire

Wir suchen die Extremwerte einer quadratischen Form ¢(Z) unter der
Nebenbedingung ||Z||> = 22 + ... + 22 = 1.

Treten im homogenen quadratischen Polynom ¢ keine gemischten Terme
auf, also q(z1,...,2,) = M2? + ... + N2 fiir \; € R, so gilt

masc{g(7) : 7] = 1} = max{Ar, .., A
und

min{q(Z) : ||Z]|* = 1} = min{\1,..., \.},
denn fiir Ay := max{A1,..., A\, } gilt

(&) = q(&) = M+ A = q(@) = M2 + o+ 20) + e = e+ D (N — M)
i=1
=M+ (N = M) < A = q(é)
ik
und fiir \; ;= max{\,..., A\, } gilt

0(@) = q(@) — N+ N =q@ - N@T+ ..+l N =N+ > (= N)af
=1

=N+ D (N = N)zf = N = q(&).
itk
Die Funktion ¢ wéchst in Richtung der x;-Achse am stérksten und in Rich-
tung der z;-Achse am schwichsten.

Betrachtet man ein homogenes quadratisches Polynom ¢(%) = 7 A% mit
einer symmetrischen Matrix A, so ist die Matrix diagonalisierbar, d.h. es
existiert eine Orthonormalbasis {#1,...,7,} C R™ aus Eigenvektoren, also
Av; = \;U; fir Eigenwerte \; € R. Wie ermittelt man die Koordinaten
eines Vektors & € R"™ beziiglich der Basis {#, ..., ¥,} aus den Koordinaten
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beziiglich der Standardbasis? Mit Hilfe der Matrix C' = (01 ---¥,) = (¢7),
also U; = Y 1" | ¢;j€;, erhélt man

n n n n n n
F=) mi=) U= &Y ciéi=> | Y &y é
i=1 j=1 =1 =1

i=1 \ j=1

n n
= cizéj | €i-
1

i=1 \j=
Dies bedeutet
T &1 n
p =0 | =08 a" =£7CT und (€) = E0TACE = Nk,
T, £n i=1
Da C eine orthogonale Matrix ist, und damit die Liange eines Vektors nicht
dndert, gilt der folgende

11
Il

SATZ 120. Es seien X der grifite und pu der kleinste Eigenwert der
symmetrischen Matrix A. Fir die quadratische Form q : R™ — R mit
q(%) = 2T A% gilt

(161) max{q(Z) : ||Z]| = 1} = X und min{q(Z) : |Z| =1} = pu.

Fiir & mit ||Z|| = 1 gilt genau dann q(Z¥) = A\, wenn & eine Eigenvektor zum
Eigenwert \ ist, also T € E).

Fiir & mit ||Z|| = 1 gilt genau dann q(Z) = p, wenn & eine Eigenvektor zum

FEigenwert pu ist, also ¥ € E,.

BEISPIEL 222. Zu der quadratischen Form q(x1,z2,73) = 2% + 41173
gehort die quadratische Matrix

mit dem charakteristischen Polynom

I-Xx 0 2
det(A—XE)=| 0 =X 0 |=(=N(A=X(=N)—4) = -2\ -A—4)
2 0 -

und den Eigenwerten A\; = 0 und

1 1 1
Xog == +4/-+4==(1+VI7).
2379 1 ﬂ )

Da Xo = 2(1+V17) > 0 > A3 = (1 — V17), ist 3(1 + V/17) das Maximum
und %( — +/17) das Minimum der Funktion ¢ unter der Nebenbedingung
27+ a3+ 23 =1
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BEISPIEL 223. Zu der quadratischen Form
q(x1, e, x3) = 7x% + 7x§ - 295% — 10z 129 + 82123 + 8923

gehort die symmetrische quadratische Matrix

7 -5 4
A=|-5 7 4
4 4 =2
mit dem charakteristischen Polynom
7T—X =5 4 7T—A -5 4
det(A—AE)=| =5 T7-—2X 4 =|-12+X 12-—)\ 0
4 4 —-2—A 4 4 —2—A
T—X 2-=A 4
=[—-12+ A 0 0
4 8 —-2—A

=(-D(-124+XN)((2=-N(-2—-X)=32)=—-(A— 12)()\2 — 36)
=—A—-12)(A—=6)(A+6)
und den Eignewerten A1 = 12, A\g = 6 und A3 = —6. Damit ist \; =
12 das Maximum und A3 = —6 das Minimum der Funktion ¢ unter der
Nebenbedingung z3 + x3 + 23 = 1.
Der Eigenraum F1g ist E1g = {(¢,—t,0) : t € R}, denn

-5 =5 4 10 10 -8 5 5 —4 1 10
A-12E=|-5 -5 4 ~10 0 O0)])]~10O0 O]~(0OO0O
4 4 -14 2 2 -7 0 0 33 0 01

Es gibt im Eigneraum FE19 zwei Vektoren der Lénge 1. Daraus folgt
1 1 1 1

Der Eigenraum E_g ist E_g = {(¢,t, —2t) : t € R}, denn

13 -5 4 9 -9 0 0 0 0
A-12E=|-5 13 4] ~[-9 9 O|~|-1 10
4 4 4 1 1 1 1 11

Es gibt im Eigneraum FE_g zwei Vektoren der Lénge 1. Daraus folgt
1 1 1 1 1 1
—6 = q <6\/6, g\f, —3\/6) =4q <_6\[7 _6\/67 3\/6) .

2. Hauptachsentransformation in R?, Kegelschnitte

Eine quadratische Gleichung in zwei Variablen, x und y, mit Koeffi-
zienten a,b,c,d, e, f € R, (a,b,c) # (0,0,0), ist eine Gleichung der Form

(162) 0 = az® + 2bxy + cy® + dx + dy + f =: q(z,y).
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=K
¥

ABBILDUNG 1

BEMERKUNG 91. Falls a = b = ¢ = 0, so ist Gleichung 162 eine lineare
Gleichung. O

BEISPIEL 224. Fird =e=b=0,a =c=1und f = —r? erhilt man
die Gleichung z? +y? = r2. Die Losungsmenge ist die Menge aller Vektoren
(x,y) mit Lange r, also ein Kreis mit Radius  um (0, 0).

BEISPIEL 225. Fird=e=b=0und f =1,a=1/25und b = 1/9
erhilt man die Gleichung
2\ 2 ne
(5) ~(5) -

Die Losungsmenge ist eine Ellipse mit Mittelpunkt (0,0), den Halbach-
senldngen 5 und 3 und den Brennpunkten (4, 0) und (—4, 0) (siche Abbildung

1).
BEISPIEL 226. Fird=e=b=0,c= —1,a =1 und f = —1 erhilt

man die Gleichung 22 — y? = 1. Die Losungsmenge besteht aus zwei Hyper-
belarmen, y = +v/22 — 1 (siehe Abbildung 2).

BEISPIEL 227. Fird=b=c= f =0, e = —1 und a = 1 erhélt man
die Gleichung 2% — y = 0, also die Parabel y = z2.

BEISPIEL 228. Fird=e=b=c¢c=0,a =1 und f = —1 erhélt man
die Gleichung z? = 1, also = £1 und y € R beliebig. Die Lésungsmenge
besteht aus zwei parallelen Geraden.

BEISPIEL 229. Fiird =e=b=c = f = 0 und a = 1 erhilt man die
Gleichung 22 = 0. Die Losungsmenge enthélt nur den Punkt (0, 0).

BEISPIEL 230. Fiird =e=b=c¢c=0und a = f = 1 erhélt man die
Gleichung 22 = —1. Die Losungsmenge ist leer.
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Wir werden sehen, dass die Losungsmenge der Gleichung 162 immer eine
Ellipse, eine Hyperbel, eine Parabel, zwei Geraden, ein Punkt oder die leere
Menge ist. Allerdings kann sie im Vergleich zu den Beispielen 224 bis 229
gestreckt, gestaucht, gedreht oder verschoben, also nicht im Punkt (0,0)
zentriert, sein.

Gleichung 162 148t sich mit Hilfe einer symmetrischen 2 x 2-Matrix A
und eines Vektors ¥ € R schreiben als

_ AT A AT = o4 fa b\ L [(d\ ., [=x
0=gq(z,y) =" AZ+ T x—l—fmltA—(b c),v—(d>,x—<y>.

Zuerst wird im Abschnitt 2.1 eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
der Matrix A bestimmt. Driickt man die Funktion ¢ in den Koordinaten
beziiglich dieser Basis aus, so treten keine gemischten quadratischen Terme
mehr auf. Von den Vorzeichen der Eigenwerte der Matrix A hiangt ab, ob die
Losungsmenge der Gleichung ¢(x,y) = 0 eine Ellipse (Abschnitt 2.2), eine
Hyperbel (Abschnitt 2.3) oder eine Parabel (Abschnitt 2.4) ist. In jedem
der drei Fille kann durch eine Verschiebung bzw. quadratisch Ergénzung
die Losungsmenge zentriert werden.

2.1. Hauptachsen der Matrix A. Das charakteristische Polynom der
Matrix A ist

a— A\ b

det(A—\FE) = b e

’ =(a—N)(c=A)=b* =X~ (a+c)A+ac—b*.

Es hat die reellen Nullstellen

a+ci\/(a+c)2 et — a—&—ci\/(c;—c)?—i—élb?

2 4

A2 =

und die Eigenrdume

Ey, = span; mit v = <c— a—+/(a—c)? —|—4b2,—2b) ,

E), = spanws mit wy = (c —a+ v/ (a—c)?+4b?2, —2b> .

Die Geraden Rw; und R sind die Hauptachsen (Symmetrieachsen) der
quadratischen Form #T AZ.

Normiert man die Vektoren w; und ws, so erhilt man eine Orthonor-
malbasis {7, 7} des R2. Die Beziehung zwischen den Koordinaten eines
Vektors 7 € R? mit & = 2, +yés = &) +nis beziiglich der {7, T2} bzw. der
Standardbasis 148t sich mit Hilfe der Matrix C' := (¢;v3) beschreiben:

()-(9



2. HAUPTACHSENTRANSFORMATION IN R?, KEGELSCHNITTE 199

ax2+y =1

a=0

Z
\

ABBILDUNG 2

In Koordinaten (£,n) beziiglich einer Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren hat die quadratische Funktion ¢ folgende Form:

o(z,y) = FTAT + 77 + f = (&,0)CTAC <f7> e (757) ny

— (&) (%1 ;L) (g) + B (g) + f mit @ = 90 = (g)

=ME+ X’ +al+Bn+ f
Es gilt

1

(164) Mo = 5 ((a+¢)? = ((a—c)* +4b*)) = b* — ac.

BEISPIEL 231. Die Hauptachsen der quadratischen Gleichung az?+y? =
1 sind die x- und die y-Achse. Abbildung 2 zeigt, wie die Verkleinerung des
Koeffizienten vor z? die Ellipse (a > 0)in Richtung der z-Achse streckt bis
aus der Ellipse zwei parallele Geraden (¢ = 0) und dann zwei Hyperbelarme
(a < 0) werden.

BEISPIEL 232. Die Haupachsen hiingen von den Koeffizienten a, b und
¢ ab. Hilt man a und c fest, zum Beispiel @ = 1/4 und ¢ = 1, so kann man
in Abbildung 3 beobachten, wie die Anderung des Parameters b die Haupt-
achsen dreht und die Eigenwerte beeinflufit. Es konnen Ellipsen, parallele
Geraden oder Hyperbeln als Losungsmenge auftreten.
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(x/2)2+2bxy+y2=1

b=2/5

b=1/4

\

ABBILDUNG 3

2.2. Ellipsen. Falls A; A2 > 0, wenn also beide Eigenwerte das gleiche
Vorzeichen haben, dann gilt

& ., «a B f
= Ao [+ L&

a&mn) _ (& o ? n B >2
)\1)\2 B <\/:f:>\2 + 2)\1\/2&)\2) + (\/ :|:)\1 + 2\/:|:)\1)\2 +’7

2
()
+)A9 +\
4f Mo F A F A 52
ANINZ

mit v :=

Die Gleichung ¢(z,y) = 0 besitzt genau dann eine Losung, wenn v < 0. Die
Losungsmenge ist in (£, n)-Koordinaten eine Ellipse mit Mittelpunkt

a _p
<¢2)\17:F2/\2>

und Hauptachsen der Liange /—7yX2 und /—~vA;. Fiir v = 0 entartet die
Ellipse zu einem Punkt.

BEISPIEL 233. Die quadratische Gleichung x? — xy + y? + dx = 1 besitzt
zwei positive Eigenwerte. Abbildung 4 zeigt wie die Veréinderung des Para-
meters d im linearen Term dz die Ellipse in - und y-Richtung verschiebt
und die Léngen der Hauptachsen beeinflufit.
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— x2—xy+y2+dx=1 4 \)

d=(

d=2 | —

d=5

ABBILDUNG 4

2.3. Hyperbeln. Falls A\; A2 < 0, wenn also beide Eigenwerte verschie-
dene Vorzeichen haben, dann gilt

_ SO 5 !
q(&,m) = A1 ()\2 TN + ()\1))\2g TN * >\1>\2>

a(&m) 3 o 77 B\
A1 A2 _i<vi>\2+2>\1\/r>\2 <\/4:)\1+2\/:F)\1)\2> A

N
|
>
i
iy
()

L 4f)\1>\2 — )\204
o 4NIN2

mit ~y

Die Gleichung ¢(x,y) = 0 besitzt fiir alle v € R eine Losung. Die Losungs-
menge besteht in (£, n)-Koordinaten aus zwei Hyperbelarmen mit Mittel-

punkt
o p
M=-—,——].
( 21 2/\2>

Fiir v = 0 entarten die beiden Hyperbelarme zu zwei Geraden, die sich im
Punkt M schneiden.

2.4. Parabeln. Falls A\ = 0, also Ay = 0 oder Ay = 0, so kann man
durch Vertauschung der Variablen und Vorzeichenwechsel in ¢ erreichen,
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- . /d/=-10
— x2-2xy+y2+dx=1 % —
/ d=0
— = {\/
4 8 p 0(9
& X
d=1 / | —T
/: [ —
/.
VAR

ABBILDUNG 5

dass A1 = 0 und A2 > 0. Dann folgt
2
—\2 (= B e, S
(e =4 (L + g+ 536+ 5
2
a€n) _ (n+3) , dagtaf - 8
A3 V2 Iy '

Die Losungsmenge der Gleichung ¢(z,y) = 0 ist in (&, n)-Koordinaten fiir
a # 0 eine Parabel mit Scheitelpunkt

-8
4o T 20 )

Fiir @ = 0 entartet die Losungsmenge zu zwei parallelen Geraden.

BEISPIEL 234. Ein Eigenwert der quadratischen Gleichung 2 —2zy+y2+
dz = 1ist Null. Deshalb erhélt man fiir d = 0 als Losungsmenge zwei zu einer
Haupachse parallele Geraden. Abbildung 5 zeigt wie die Veréinderung des
Parameters d im linearen Term dx die parallelen Geraden zu unterschiedlich
stark getffneten Parabeln deformiert und dabei den Scheitelpunkt in z- und
y-Richtung verschiebt.



KAPITEL XV

Fourierreihen und Orthonormalsysteme

1. Fourierreihen

1.1. Ziel. Man mochte sich regelméBig wiederholende (periodische) Funk-
tionen durch natiirliche/schéne periodische Funktionen (Sinus- und Kosi-
nusfunktionen) approximieren (annéhern). Zu einer gegebenen periodischen
Funktion f(x) suchen wir eine Reihenentwicklung

oo
a :
?0 + E ay, cos(nx) + by, sin(nx)

n=1

mit reellen Koeffizienten a,,, b, € R.

1.2. Periodische Funktionen.

DEFINITION 1. Eine Funktion f:R — R heifit L-periodisch, (L € R,
L >0), wenn f(x+ L) = f(z) fir alle z € R.

BeispiEL 235. Die Funktionen sinx und cos x sind 2w-periodisch, denn
sin(x+27) = sinx cos(27)+sin(27) cos x = sinz fiir alle x € R, dasin(27) =
0 und cos 27 = 1.

BEISPIEL 236. Die Funktionen sin kz und cos kx sind 27 /k-periodisch
fiir jedes k # 0.

LEMMA 28. FEine Funktion f ist genau dann L-periodisch, wenn die

Funktion
()
g:x— f|—x
2

eine 2m-periodische Funktion ist.

BEwEIs. Wenn f(z + L) = f(x) fiir alle z € R, dann

g(z +2m) = f <2I7’r(:c + 27r)> =f (21;T$ + L> =f (ZLWQ:) =g(x)
fiir alle z € R. Wenn g(z + 27) = g(z) fiir alle z € R, dann
fle+L)=f (;ﬁ(f; + 2@) _y (ﬁg + 27r> —y (ﬁ;) ~ f(@)
fitr alle 7 € R. 0

203
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A

-4n -3 -an T 0 T 2n 3n 4n

ABBILDUNG 1. 27-periodische Fortsetzung von f(x) = x fiir
x € [—m, )

Dies bedeutet, dass man durch eine einfache Koordinatentransformation,
x = 2my/L, eine L-periodische Funktion in eine 27-periodische Funktion
umwandeln kann.

Jede L-periodische Funktion ist fiir alle £k € N auch kL-periodisch. Des-
halb ist es sinnvoll, die kleinste Periode einer periodischen Funktion zu be-
stimmen.

BEISPIEL 237 (Zweiweg-gleichgerichteter Sinus). Die kleinste Periode
der Funktion |sinz| ist 7, denn |sin(x + 7)| = |sinx cosm + sinmcosz| =
| —sinz| = |sinz|, dasin7m = 0 und cosm = —1. L = 7 ist die kleinste Periode
der Funktion |sin x|, weil die Menge 7Z der Nullstellen der Funktion | sin z|
keine kleinere Periode besitzt.

BEIspIEL 238. Die kleinste Periode der Funktion f(x) = sin(3z) cos(2x)
ist 27. Da sin(3z) und cos(2z) die Periode 27 haben, ist auch f eine 27-
periodische Funktion. Gibt es noch eine kleinere Periode? Wir betrachten
die Nullstellen von f. Es gilt f(z) = 0 genau dann, wenn & = kn/3 oder
x = 7/4 + kn/2. Die Nullstellen haben die kleinste Periode w. Wir priifen
flx + m) = sin(3(x + 7)) cos(2(z + 7)) = sin(3x + 37)cos(2z + 27) =
—sin(3x) cos(2x) # f(x).

DEFINITION 2. Die L-periodische Fortsetzung einer auf einem In-
tervall [a,b) oder (a,b] der Linge L, d.h. b— a = L, definierten Funktion f
ist gegeben durch x + kL — f(x) fir x € [a,b) und k € Z.

BEISPIEL 239 (Rechteckimpuls). Der Rechteckimpuls

1 >0

filmm R f(x)z{o e

hat die 27-periodische Fortsetzung (wie in Abbildung 1)

1 0<z<mkeZ
0 7<z<0kecZ

fz+2km) = {

BEISPIEL 240 (S#gezahnkurve). Die Funktion f(z) : [-m,7) — R,
f(x) = z hat die 27-periodische Fortsetzung f(z+2kn) = z fiir x € [—m, 7),
k € Z (Abbildung 2).
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ABBILDUNG 2. 2m-periodische Fortsetzung von f(x) = « fiir
x € [—m, )

ABBILDUNG 3. 2m-periodische Fortsetzung von f(x) = |z|
fir z € [—7, 7

BEISPIEL 241 (Dreieckskurve). Die2m-periodische Fortsetzung der Funk-
tion f(z) : [-m,7m) = R, f(zx) = |z| ist f(z + 2k7) = |z| fir z € [-7,7),
k € 7 (Abbildung 3).

1.3. Warum Fourierreihen? Wir kennen bereits die Taylorreihenent-
wicklung als eine Methode, um eine Funktionen f zu approximieren. Hier
sollen Taylorreihen und Fourierreihen verglichen werden.

Um eine Funktion f in eine Taylorreihe » ° jan(z — 2¢)" um einen
Punkt xg entwickeln zu kénnen, muss f in xg glatt sein. Die Koeffizienten
ap hingen nur von den Funktionswerten f(z) in der N&he von z( ab, da
an = " (z0)/n!. Es gibt einen Konvergenzradius R, so dass die Taylorreihe
fiir alle  mit |z — 29| < R konvergiert. Auch wenn der Konvergenzradius R
positiv ist, kann es passieren, dass die Funktion f nur fiir x = x¢ durch ihre
Taylorreihe dargestellt wird. Taylorreihen sind insbesondere sehr hilfreich,
wenn man eine Funktion lokal verstehen will und die auftretenden Restglie-
der (Fehler) gut abschétzen kann. Die Grundfunktionen z" sind algebraische
Funktionen. Thre Funktionswerte lassen sich leicht berechnen.

Weder der unstetige Rechteckimpuls und die unstetige Ségezahnkurve
noch die in & = 0 nicht differenzierbare Dreieckskurve lassen sich auf dem
Intervall [—m, 7] gut durch eine Taylorreihe annéhern. Eine Taylorentwick-
lung wére um & = 0 bzw. x = £7 gar nicht moglich. Die Taylorentwicklung
dieser Funktionen um einen glatten Punkt wiirde die Funktionen immer nur
auf einem Teilintervall darstellen. Zum Beispiel ist 1+ (z—1) die Taylorreihe
der Dreieckskurve um x = 1. Sie stimmt nur auf [0, 7] mit der Dreieckskurve
iiberein.

Um eine Funktion f in eine Fourierreihe ag/2 + > 7 an cos(nz) +
by, sin(nx) entwickeln zu kénnen, muss f intergrierbar und periodisch sein.
Die Koeffizienten a,, b, héngen von fast allen Funktionswerten ab, da sie
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durch Integration bestimmt werden. Wenn die Funktion f sogar stiickweise
stetig differenzierbar ist, so konvergiert ihre Fourierreihe fast alle x gegen
f(x). Wir benutzen Fourrierreihen, um global eine moglichst gute Néherung
zu finden. Die Grundfunktionen sin(nz) und cos(nz) sind transzendente
Funktionen, d.h. ihre Funktionswerte lassen sich schwer berechnen. Aber als
Schwingungen sind sie technisch gut realisierbar und ihre Ableitungseigen-
schaften sind auch bequem.

1.4. Fourierkoeffizienten und Orthogonalitéitsrelationen.

SATZ 121. Wenn die Funktionenreihe

ao - .
5t Zl an cos(nx) + by, sin(nz)
gleichmaf$ig gegen eine Funktion f(x) konvergiert, dann gilt fir die Koeffi-
zienten
1 (7 1 (7 .
(165) an = — f(z)cos(nz)dx, b, =— f(x)sin(nz) dz.

- m

BEWEIS. Wir betrachten das Integral [”_ f(z)cos(kz)dz mit k € N.
Da die Funktionenreihe gleichméflig konvegiert, kénnen wir Summation und
Integration vertauschen.

i f(x) cos(kx) dox = /7r <a20 + Z an cos(nz) + by, sin(nx)) cos(kz) dz

—T —T n=1
= a20/ cos(kz) dz

T

+ Zan/ cos(nx) cos(kx) dx + by, / sin(nx) cos(kx) dx

—T

= Tag,

) g2 (k=0)
N aEm (k 7& O)

denn

™ 1 . = -
/ cos(kx) dxr = %[Sm(l{:m)]_Tr =0,

—T

fir alle k € N

/7r sin(nz) cos(kx) dz = /0 sin(nz) cos(kx) dx + /07r sin(nx) cos(kx) dz

—T —T

0 T
_/7r —sm(—ny)cos(—ky)dy—i—/o sin(nz) cos(kx) dz

= —/ sin(ny) cos(ky) dy + / sin(nx) cos(kx) dr =0
0 0
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mit der Substitution y = —x, —dy = dx im ersten Summanden,
/ cos(nx) cos(kx) d / (n+k)x) 4 cos((n — k)z) dx

—T

/ cos((n + k) )dz:+;/7rcos((n—k)a:)dx

—T

1
=3 [sin((n + k)x)]™

n —+
1 B
2 Lk[sm (n—Fk)z]™, (n#k)
7 (n=k)
0 (n#k)’
da k,n € N und n > 0.

Nun betrachten wir das Integral [T f(x)sin(kz)dz mit k € N, k # 0,
um die Koeffizienten b,, zu bestimmen.

[\'J\)—l l\D @
—
S
|
B
~

<a0 + Z an cos(nx) + by, sin(n:c)) sin(kx) dz
2 1

n=

7; f(x)sin(kzx) dez = /7T

= 6120/ sin(kz) dz

+ Zan/ cos(nx) sin(kx) dx + by, / sin(nx) sin(kz) dx

—Tr

- ﬂ-bka

da [*_cos(nz)sin(kz)dz = 0 fir alle n € N, [" sin(kz)dz = 0 fiir alle
k # 0 und

/7r sin(nz) sin(kz) dz = % /7r —cos((n + k)x) + cos((n — k)z) dx

—Tr —Tr

_ 1 /W cos((n + k)z) dz + ;/W cos((n — k)z) da

—Tr —T

1 . s
=5 E [sin((n + k)z)]",

da k,n € N und n > 0. O
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Die Beziehungen

(166) 711_/7r (sin(nz))? de = 1 /TF (cos(nz))?>dr =1 (n#0),

-7 L —
1 ™
(167) / cos(kz)sin(nz)dx =0 (n,k € N,n >0 oder k > 0)
™ —T

heilen Orthogonalitétsrelationen.

DEFINITION 3. Die Fourierreihe einer stiickweise stetigen, 2m-periodischen
Funktion f(x) ist die Reihe ao/2 + Y .~ an cos(nz) + by sin(nz) mit den
Fourierkoeffizienten
™ 1 ™
ap, = — f(z)cos(nz)dx, b, =— f(z) sin(nz) dx.

™ J_x T J-x

Wir schreiben

f(z) ~ % + i an cos(nx) + by, sin(nz)

n=1

um anzudeuten, dass es sich um die Fourierreihe der Funktion f handelt.

Warnung: Bisher wissen wir weder ob die Fourierreihe konvergiert, noch
ob ihr Grenzwert, falls er existiert, mit der Funktion f {ibereinstimmt!

BEISPIEL 242 (Polynome in sinz und cosz). Die konstante Funktion
f(z) = c € R ist bereits eine Fourrierreihe (a9 = 2¢). Die Fourrierreihe der
Funktion f(z) = sin?z erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme. Da
cos 2z = cos® x — sin® z, gilt

1 1 1
sin?z = 5(1 —cos(2x)) = 573 cos(2x).

BEISPIEL 243 (Rechteckimpuls). Wir berechnen die Fourierreihe der 27-
periodischen Fortsetzung der Funktion

=, z) = L (z=0)
Es gilt
a :l ” X ) cos\nx x:l WCOSTL:U xr = L (n:())
v= g [ fweostaa)do =2 7 contno)d {;;[sinm:c)]azo (n #0)
und
by = % " (@) sin(na) do = i/ow sin(nz) do = —%%[cos(nx)]g _ —%((—1)" ~1)

0 (n gerade)
- 2 (n ungerade )
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damit ist die Fourierreihe von f die Reihe

1 < 2sin((2m + Dz
X[O,ﬂ')(-T) ~ 54— Z 7r((2m+1) ) auf [—m, 7).

1.5. Gerade und ungerade Funktionen. Wenn man die Symmetri-
en der Funktion beachtet, kann man ihre Fourierreihe schneller berechnen.

DEFINITION 4. Fine auf R definierte Funktion f heifit gerade, wenn
f(z) = f(—=z) fir alle x € R. Sie heifft ungerade, wenn f(—z) = —f(x)
fiir alle x € R.

An den Symmetrien des Graphen einer Funktion kann man leicht er-
kennen, ob die Funktion gerade oder ungerade ist. Der Graph einer geraden
Funktion ist symmetrisch beziiglich Spiegelung an der y-Achse. Der Graph
einer ungeraden Funktion ist symmetrisch beziiglich Drehung um den Ur-
sprung um 180°.

BEISPIEL 244. Gerade 2m-periodische Funktionen sind cos(nz), Drei-
eckskurve, | sin z|.

BEISPIEL 245. Ungerade 2m-periodische Funktionen sind sin(nx), Sége-
zahnkurve und die 2m-periodische Fortsetzung der Funktion

1 (x>0

fol-mm) =R, f(z) =2xpm —1= {_1 (x<0)’

LEMMA 29. Wenn f eine ungerade integrierbare Funktion ist, dann gilt

f(@) do =
fiir alle a > 0.

BEWEIs. Es gilt

a 0 a 0 a
fyde = [ f(e)de+ / f(z) dz = / () dy + / f() da

w /af dy+/ fl@ —/Oaf(y)dy+/0af(x)dx:

mit © = —y, dr = —dy, da f(—y) = —f(y) und sich bei der Vertauschung
der Integrationsgrenzen das Vorzeichen des Integrals dndert. O

FOLGERUNG 39. Es sei 9 4 Y | a, cos(nx) + by sin(nz) die Fourier-
rethe einer stiickweise stetzgen 2m-periodischen Funktion. Wenn f ungerade
ist, dann ap, = 0 fir alle n € N. Wenn f gerade ist, dann b, = 0 fiir alle
n € N.

BeEwers. Wenn f ungerade ist, dann ist f(z)cos(nz) eine ungerade
Funktion. Wenn f gerade ist, dann ist f(z)sin(nz) eine ungerade Funk-
tion. g
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7 Fourierentwicklung
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ABBILDUNG 4. Fourierapproximation der 2m-periodischen
Fortsetzung von f(x) =z fir z € (—m, 7]

BEISPIEL 246 (Fourierreihe der Sdgezahnkurve). Die Funktion f : (—m,7) —
R, f(x) = = ist ungerade. Darum gilt fiir die Fourierkoeffizienten a,, = 0
und

— / " sin(na) do = - ([—m cos(na)] = / " cos(n) da:)

T J)_r 0 n nJ_r
1 2 -1 n+1

_ = <(_1)n+17T +O> _ Qij
n n n

wegen der Orthogonalititsrelation ffﬂ cos(nx) dx = 0. Die Fourierreihe der
2m-periodischen Fortsetzung von f(z) = x ist also die Reihe

x ~ 22(—1)"*18111(7:”:) auf (—m, 7).
n=1

BEISPIEL 247 (Fourierreihe des Zweiweg-gleichgerichteten Sinus). Da die

Funktion f(z) = |sinz| gerade ist, gilt fiir die Fourierkoeffizienten b,, = 0
und

1 (7 2 (7 2 (7
an = / | sin x| cos(nz) dr = / | sin x| cos(nz) dz = / sin x cos(nx) dx

™ J_n ™ Jo ™ Jo

L leoscos(na) + nsin zsin(na)[f

=— cos x cos(nx) + nsin x sin(nz
mn?—1 0
2 1 0 n ungerade

= ()™t -1)= { 41

T2 _ _4
mn®—1 27 n gerade
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Fourierentwicklung des
|| Zweiweg-gleichgerichteten
Sinus

T

ABBILDUNG 5. Fourierapproximation von |sin z|

da
/sinx cos(nx)dxr = —cosx cos(nz) —n / cos z sin(nx) dx

—= — cosz cos(nx) — nsinx sin(nz) + n? / sin x cos(nx) dz

1

= ———(cosz cos(nz) + nsinzsin(nz)).
n J—

Die Fourierreihe von | sin z| ist
2 4 1
1 ~N — — — _— 2 .
| sin z| - 7Tm§14 2_1(:03( ma)

1.6. Rechenregeln - erster Teil. Wenn f und g zwei integrierbare,
2m-periodische Funktionen mit den Fourierreihen f(x) ~ 9 +>""° , ay cos(nx)+
bpsin(nz) und g(z) ~ L 4+ >0 ¢, cos(nx) + dp sin(nzx) sind, dann ist fiir
alle \, u € R die Fourierreihe der Funktion Af(z) + pg(z) gerade

Aag + pico

5 + Z()\an + pey) cos(nx) + (Aby, + pdy,) sin(nz).

n=1

M (x) + pg(z) ~

BEISPIEL 248. Die Fourierreihe der 2m-periodischen Fortsetzung der
Funktion

gilmm SR, g(x)z{fh o
mit A > 0 ist .
o) ~ 4h Z sin((2m + 1)33)7

T = 2m+1
denn g(z) = 2h(f(z) — 1/2) mit dem Rechteckimpuls f aus Beispiel 243.
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ABBILDUNG 6. Fourierapproximation des symmetrischen Rechteckimpuls

1.7. Darstellungssatz. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Fou-
rierreihe einer stiickweise differenzierbaren, 2m-periodischen Funktion fast
iiberall punktweise gegen die Ausgangsfunktion konvergiert und diese Kon-
vergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall ohne Sprungstellen sogar gleichméfig
ist.

DEFINITION 5. Fine Funktion fla,b] — R heifit stiickweise stetig
bzw. stiickweise stetig differenzierbar, wenn f bis auf hochstens end-
lich wviele Stellen in [a,b] stetig bzw. stetig differenzierbar ist und in den
Ausnahmestellen jeweils alle im abgeschlossenen Intervall [a,b] mdglichen
einseitigen Grenzwerte von f bzw. f und f’ existieren.

Natiirlich sind alle stetigen bzw. stetig differenzierbaren Funktionen auch
stiickweise stetig bzw. stiickweise stetig differenzierbar. Der Rechteckimpuls
und die Sdgezahnkurve sind Beispiele fiir nicht stetige, aber stiickweise ste-
tige und stiickweise stetig differenzierbare Funktionen. Die Dreieckskurve,
|sin z| und die 27 —-periodische Fortsetzung von f(z) = 22 mit = € [~7,7)
sind Beispiele fiir stetige, aber nur stiickweise stetig differenzierbare Funk-
tionen.

Stiickweise stetige Funktionen f auf einem abgeschlossenen Intervall
[a,b] sind beschrinkt. Die Funktionswerte an den endlich vielen Sprung-

stellen haben auf die Berechnung des Integrals ff f(z) dx keinen Einfluss.

BEISPIEL 249 (fast iiberall stetige, nicht stiickweise stetige Funktionen).
Die Funktionen f, g :[0,1] — R mit

sinl  (z#0) B
{0 (x=0) gw_{

sind auf dem Intervall (0, 1] stetig und in x = 0 unstetig. Sie sind aber nicht
stiickweise stetig, weil der einseitige Grenzwert lim,_,o f(z) nicht existiert
und lim, o+ g(x) = 0.

(x #0)

fla) = oo

S 5=



1. FOURIERREIHEN 213

LEMMA 30. Fiir alle x # 2lm mit 1 € Z gilt

1 81n(na:+x/2)
ZCOS (kz) 2sin (z/2)

BeEweis. Es gllt

n

n ) ix(nt1) _ 1
_ zkzx zkx _ iz\ky _ €
kE_O cos(kx) = E e (€")") §R( g >

=0 — k:
_ etl@n+wz/2) _ —w/? etlen+w/2) _ —ix/2
eie/2 — g=ix/2 2isin(z/2)
51n(n:):—|—x/2)+sm(:c/2 l_i_sm (nx + x/2)
2sin(z/2) 2 2sin (z/2)

O

LEMMA 31. Wenn f : R — R integrierbar und 2mw-periodisch, dann gilt
fiir das Fourierpolynom

@ - '
To(z) := EO—I—Z ay, cos(kx)+by sin(kx) = - .
k=1

2 /“/2 f(x+2t)+f(m—2t)Kn(t) "
0

mit dem Kern

sin(2nt+t)
Kn(t) — sint (t ?é 0)
m+1  (t=0)

BEWEIS. Wir erhalten

Th(z) = — + Z ay, cos(kx) + by sin(kz)
k=1
= % f t)dt + — Z ) cos(kt) cos(kx) dt + 7Tf(t) sin(kt) sin(kx) dt
1

== /7r (1 + Z cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(k;@) f(t)dt

T J)_\2 Pt

— 71r/_7; (; +;cosk(t—l‘)> f(t)dt
x4+ n
_ i/xw (; + ; cos(k(t — x))) f(t)dt

1 /(1 n

= 7T/_W <2+kz_1005(k5)> f(s+x)ds
0 n

:i/_ﬂ(i—i—;cos(ks))fs—i—x)ds—i— /O<+Zcosks> (s+x)ds
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= S cos (k) | Ft
= 2 cos (— —t+x
k=1
LM<
+ / ~+ > cos(kt) | f(t+x)dt
™ Jo 2 el
1/7r 1+zn:cos(k:t) f( t)dt—kl/7r 1+zn:cos(kt) dt
= — —_— :I/‘ pa— —_ —
m™Jo 2 =1 ™ Jo 2 k=1

1 [7 1 <
_ﬂ/o (ft+x)+ f(x —1)) <2+kZ:100s(kt)> dt

9 /2 1 n
= /0 (f(x+2s) + f(x —29)) (2 + ;cos(Qk:s)> ds

s

) /2
:/0 (f(z+2s)+ f(z — 29))

™

sin (2ns + s)
2sins

ds

indem wir

die Formeln fiir die Fourierkoeffizienten einsetzen,

Summation und Integration vertauschen,

f(t) ausklammern,

das Additionstheorem fiir cos(kt — kz) anwenden,

die Integrationsgrenzen verschieben, weil der Integrand 27-periodisch

ist,

e die Substitution s =t — z, ds = dt durchfiihren,

e das Integrationsintervall [—7, 7] = [—m, 0] U [0, 7] zerlegen,

e im ersten Summanden ¢t = —s und dt = —ds substituieren und im
zweiten Summanden die Integrationsvariable s durch t ersetzen,

e ausnutzen, dass Kosinus eine gerade Funktion ist, und dass sich
bei der Vertauschung der Integrationsgrenzen das Vorzeichen des
Integrals umkehrt,

e Summe und Integration vertauschen,

e ¢ = 25 und dt = 2ds substituieren,

e das Lemma 30 mit x = 2s anwenden.

FoLGERUNG 40. FEs gilt

) /2
/ Ko(t)dt = 1.
™ Jo

BEWEIS. Wir betrachten die konstante Funktion f(x) = 1 und wenden
Lemma 31 an:

w/2 w/2
To(z) = 1= 2/ %Kn(t) dt = 2/ Ko(t) dt.
™ Jo ™ Jo
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LEMMA 32. Wenn f stiickweise stetig im Intervall [a,b], dann gilt

b
lim f(t)sin(nt) dt = 0.
n—oo a
BeEwEIS. Wir zerlegen das Intervall [a,b] in endlich viele Intervalle, in
denen f stetig ist. So reicht es, die Aussage fiir stetige Funktionen f zu
beweisen. Zu jedem § > 0 und jedem x € [a,b] gibt es ein ¢, > 0 mit
|f(y) — f(x)| <9 fir alle y mit |y — x| < €,. Da das Intervall [a, b] kompakt
ist, gibt es endlich viele x;, so dass die Vereinigung der £, ;-Umgebungen von
x;j das Intervall [a, b] iiberdecken. Damit erhalten wir

:cJ—i—aJ
/ f(t)sin(nt) dt = / f(t)sin(nt) dt = Z/ ) sin(nt) dt

JTEj

Tj+Ej
=0 [0 £ + ) sint) de

j 7€)
T te; xy"‘fy
= Z/ (f(t) = f(xy))sin(nt) dt + Z/ f(x;)sin(nt) dt.
j YEITE Tj—€j

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

$J+5J
Z/m — f(x;)|| sin(nt)| dt

]

) sin(nt) dt

Tjite;
+ Z /m f(z;)sin(nt) dt

i —€;
Tj+E;
/ sin(nt) dt
x

i€

Tj+e;
/ sin(nt) dt| ,
x

i€

da |f(t) — f(z;)| < 6 auf dem jeweiligen Integrationsintegral, |sin¢| < 1 und
mit M = max{f(z): z € [a,b]}.

Auf jedem abgeschlossenen Intervall [c,d], z.B. [c,d] = [z; — €j,x + &5],
gilt

/d sin(nt) dt| = —l[cos(nt)]d < 1
. on ‘= n’
da |cosz| < 1. Damit gilt
t) sin(nt) dt' <o(b—a)+ ;
und
b M
lim f(t)sin(nt) dt = lim — =0,

n—oo J, n—oo n
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da (b — a) beliebig klein gew#hlt werden kann. O

SATZ 122 (Punktweise und gleichméfige Konvergenz der Forurierreihe).
Fiir jede stiickweise stetige, stiickweise stetig differenzierbare, 2m-periodische
Funktion f konvergiert die Fouriereihe von f punktweise gegen

f(z) , falls f stetig in x
%(f(m*) + f(z7)) , falls © Sprungstelle von f '

Die Fourierreihe konvergiert auf jedem abgeschlossenen Intervall ohne Sprung-
stellen gleichmdfsig.

Hier bezeichnen f(z") und f(x~) den rechts- bzw. linksseitigen Grenz-
wert von f an der Stelle x.

BeEweIs. Wir betrachten die Differenz zwischen Fourierpolynom 7),(z) =
@ + 3 agcos(kx) + by sin(kx) und behauptetem Grenzwert (f(z") +
f(z7))/2:

f@h) —f@) 2 /’2‘ flat2t) + f@ =26 = J@") = @) 1o oy g,
T Jo

()= 2 2

Der Integrand
flat2t) + fla—2t) — f(a™) — f(z7)

. Kn(t)
x — f(az™ xr—2t) — j(x
:<f( +2t2)t ) | 2t2>t S )>Siitsin((2n+1)t)

ist stetig auf dem Intervall [0,7/2]. Fiir ¢ # 0 ist dies klar, fiir ¢ = 0 folgt
dies aus
t fo 4 20) - f(a)

P S . _
2 Sin — b und i ot S @)

Mit Lemma 32 erhalten wir die punktweise Konvergenz

) — f(x™
i Ty - 1D I

=0.

Aus dem Beweis des Lemmas 32 folgt, dass die Konvergenz aus jedem ab-
geschlossenen Intervall ohne Sprungstellen von f gleichméfig ist. (]

BEeISPIEL 250 (Fourierreihe des Ségezahns). Die Fourierreihe der 27-
periodischen Funktion f : R = R, f(z+2k7) =z mitk € Zund z € [—7, )
konvergiert punktweise gegen die Funktion

0 (x=-mkeZ)
z (ve(—mm),kelZ)
Das bedeutet, dass fir x = (2k+ 1) mit k € Z die Fourierreihe von f nicht

gegen f(z) konvergiert, sondern gegen den Mittelwert des rechts- und links-
seitigen Grenzwertes von f im Punkt (2k+1)m. Aber in # = 7/2 konvergiert

x+2k7ﬂ—>{
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die Fourierreihe gegen f(z) und wir erhalten eine Reihenentwicklung fiir 7
durch

™ - sin(nm/2 0 —_1)m
f(m/2) = 5= 27;:()(_1)%1(%/) — Zn;(_1)2m+1+12(771j_1

T ()7

4 mZ::O 2m + 1

1.8. Integration von Fourierreihen. Da die Konvergenz der Fou-
riereihe einer stiickweise stetigen und stiickweise differenzierbaren Funktion
auf jedem Stetigkeitsintervall gleichméfig ist, kann man die Fourierreihe auf
diesen Intervallen gliedweise integrieren.

BEIspIEL 251 (Fourierreihe der Dreiecksfunktion). Aus Beispiel 248 wis-
sen wir, dass die Fourierreihe

sin(2m + 1)z
- Z om 1 Xm0 T X(m):

also punktweise gegen dle 2m-periodische Funktion g mit

1 ,ze(0,n),keZ
glx+21k) =4 -1 ,ze(-m0),keZ
0 ,ze{-nm0hkeZ

konvergiert. Da die Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall, das
keine ganzzahligen Vielfachen von 7w enthélt, gleichméfBig ist, erhalten wir
durch gliedweise Integration die Fourierreihe von [ g(z)dxz = f(x), wobei
f(x) die Dreieckskurve aus Beispiel 241 ist. Nur den Fourierkoeffizienten ag
der Fourierreihe von f koénnen wir nicht durch Integration der Fourierreihe
von g bestimmen. Wir berechnen

1 /" 1
CL(]:/ lz|dz = —n% = 7.
T T

Also
cos((2m + 1)z)
f@) = el = f—fz ey ant [,

und die Fourierreihe der Dreleckskurve f konvergiert auf ganz R gleichméafig
gegen f, da f stetig ist.

BEeIsPIEL 252 (Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von z?).
Die Fourierreihe der 2m-periodischen Fortsetzung von f : [-m,7] — R,
f(x) = 2%, erhalten wir durch Integration des Doppelten der Sigezahnkurve,
da (22)" = 2z. Also

f(z) = ;ﬂ/ xdm+2/ Z ”+1sm —+4Z n cos(n ).
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Warnung: Auch auf einem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall gilt

oo
f'(z Z an, cos(nx) + by, sin(nz))’ Z —apnsin(nx) + byn cos(nz)
n=1 n=1

nur, wenn f stetig ist. Zum Beispiel ist gilt zwar 2’ = 1 auf dem Intervall
(—m, ) aber die Ableitung der Fourierreihe der Sigezahnkurve ist

2502(—1)"+1 <s1nm:> = 22 )" cos(nz) # 1,
n=1

also nicht die Fourierreihe der konstanten Funktlon flz)=1.

SATZ 123. Wenn f L-periodisch, f'(x) stiickweise stetig und

f'(z) ~ % + Z an cos(nwz) + by, sin(nwz),

n=1
dann
1 L2 1 X ap + ag(—1)"*1 by,
f(x) ~ T /L/2 f(z)dx + " 7; - sin(nwz) — - cos(nw).

BewEs. Der Summand + [~ LﬁQ f(x)dx ist der konstante Anteil der

Fourierreihe der Funktion f. Auflerdem gilt

an . b .
ﬁ sin(nwz) = /an cos(nwz) dz, —i cos(nwzx) = /bn sin(nwz) dz
und apz/2 = [ag/2dz mit L = 27 /w. Die Fourierreihe der L-periodischen

Fortsetzung von x — z fiir —L/2 <x < L/2 ist
n+1

— Z sin(nw).

O

1.9. Komplexe Darstellung der Fourierreihe. Wir betrachten eine
komplexwertige, 2m-periodische Funktion f, also f : R — C und f(x +
27k) = f(x) firallex € Rund k € Z. Da f = R(f)+iS(f), erweitern wir die
Definition einer Fourierreihe fiir komplexwertige Funktionen in natiirlicher

Weise.

DEFINITION 6. Die Fourierreihe einer 2m-periodischen, komplexwerti-
gen, integrierbaren Funktion f ist

ap = .
5+ Zl an cos(nx) + by, sin(nx)
mit den Fourierkoeffizienten a,,, b, € C gegeben durch
1 (7 1 (7
an = — f(x)cos(nz) dz, b, =— f(x)sin(nz) dz.

T ) m
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Alle Sétze iiber Fourierreihen reellwertiger Funktionen, insbesondere
die Konvergenzaussagen, iibertragen sich auf Fourierreihen komplexwertiger

Funktjonen. Wir kénnen die Fourrierreihe auch mit Hilfe der Grundfunktio-
nen e schreiben.

SATZ 124. Es sei

a | :
[~ 0} + Z a, cos(nx) + by, sin(nx)

n=1

die Fourierreithe einer 2m-periodischen, integrierbaren Funktion f : R — C.
Dann gilt

4 4 1 (7 ,
an, cos(nx)+by sin(nz) = cpe™+c_pe” """ mit ¢ = o / f(x)e " dxVk € 7.
ﬂ- —Tr

BEwEIs. Es gilt

; 1, . )
COS(nm) = %(emm) = i(eml” + e—mw)
; 1 . .
sin(nz) = $(e™*) = ?(emm )
7

Also erhalten wir

. . 'b . )
ap, cos(nx) + by, sin(nz) = a?”(emm 4 emine) %(am _ gmine)
_an—ibp ipy Ot b i,
= Dngina y In T O,
—ib 1 T . i |
Gn = WOn _ 1 (z)(cos(nx) —isin(nz)) der = — f(z)e™ T dg
’ 27 )« 2 J_,
‘W’% =5 /_W f(z)(cos(nz) + isin(nx)) dr = 5 _ﬂ-f<m)eznx e

0

DEFINITION 7. Die komplexe Darstellung der Fourierreihe einer 2m-
periodischen, integrierbaren Funktion f ist die Reihe

0 00 T

. . . 1 .
Z cpe™ = CO+Z(Cnemx+0_n6_Z”x) mit ¢, = — f(x)e ™ dxVk € Z.
— 27

—T

Es gelten fiir alle k € N die Beziehungen

ar — tby aj, + by,

) C_k = )
2 2
BEisPIEL 253. Wir berechnen die komplexe und die reelle Form der

Fourierreihe der 2m-periodischen Fortsetzung der Funktion f : (-7, 7) — R,

(168) cp = ar = 2R(cg), b = —25(cx).
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f(z) = e, mit o € R\ {0}. Da f auf dem Intervall (—,7) stetig ist, gilt

dort e‘“ = an—oo €™ mit

™
Cp = i " QT o —INT 10 i " e(af'm)xdx — i |: 1 e(ain):p:|

27 J_, 27 J_, 27 laa—in 77T

1 ) .
= (la=im)r _ —(a—in)w
27(a — in) (e ¢ )
1 _ (a+in)(—=1)" .
— —1) (T — T — h
21 (a — m)( )(e e 7(a? 4+ n?) sinh(am),
also
o0 .
ax (a+2n)(_1)n . inx
e = nzz_oo el sinh(am)e
und

2n sinh(am)(—1)"*+
7(a? + n?)

o smh (amr) Z 2acsinh(am)(—1)"
£OT

a2+ ) cos(nx)+

sin(nx).
=1

Die Orthogonalitétsrelationen lassen sich mit Hilfe der Grundfunk-
tionen e'"™* besonders elegant schreiben. Es gilt

1 [ 1 [T . 1 (n=k)
- T gikz o — / ez(nfk)xdx — 7
27T —T 27T —m %z(n—k)[ z(n k) ]—Tl' = 0 (n 75 k)
da €™ = 7",

SaTz 125 (Besselsche Ungleichung). Fiir jede 2w-periodische, stiickweise
stetige Funktion f mit der Fourierreihe

oo
f~ % + Z an cos(nx) + by sin(nz) = Z Cne™

n=1 n=-—o0o

gilt fiir jedes N € N die Besselsche Ungleichung

|a0| i
+Z (lanl® + |bal?) =2 Z len” < ! f(2)]? da.

n=—oo

BEwWEIS. Wir be‘prachten die endlichen Partialsummen der Fourierreihe
Sn(z) =N e, Es gilt

1 Cn T —inx _ - _ 2
o | res@ar= 3 2 [ fwe = Y we= 3 e
n=—N n=—N n=—N
1 N N
_ —_ 2
By N(z)SN(z)dr = Z CnCn = Z len]
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und damit
0< = [ 7)) - Sy@)Pde = = / " (F(@) — S (@) (F@) — Sn(@)) de
T 2m ), 27 J_,
1 7 _ 1 [T N
= [ WP - Sv@ @ de =5 [ If@Pdr = 3 el
-n T n=—N
fiir alle N € N. O

1.10. Rechenregeln - zweiter Teil. Mit Hilfe der komplexen Dar-
stellung der Fourierreihe l&8t sich die Berechnung der Fourierreihe einer
Funktion vereinfachen. Es sei f ~ ¢o + Zflozl €™ + c_p,e” ™ die Fourier-
reihe einer 27-periodischen, integrierbaren Funktion f.

1.10.1. Konjugation. Die Funktion g : R — C, g(t) = f(t), ist ebenfalls
2m-periodisch und integrierbar und hat die Fourrierreihe

oo oo
f(t) ~ T+ Zaeint +ae—int _ Z C,nemt,
n=1 n=-—00
denn f(t)eint = f(t)e .
1.10.2. Zeitumkehr. Die Funktion g : R — C, ¢g(t) = f(—t), ist ebenfalls
2m-periodisch und integrierbar und hat die Fourrierreihe

00
f(—t) ~ co + Zcineint + Cne—int _ Z C,nemt,

n=1 n=-—o0o

denn

" f(t)e—mt dt = — - f(_x)emx dr = " f(—$)€mx d.

1.10.3. Verschiebung im Zeitbereich. Die Funktion g : R — C, g(t) =
f(t+a) mit a € R, ist ebenfalls 27-periodisch und integrierbar und hat die

Fourrierreihe
[o¢]

f(t—|—a) ~ Z (einacn)emz’
denn

s T+a

ft+a)e ™ dt = /

f(x)e—m(x—a) dr = e"@ f(x)e—inx dr
—7+a -7

—T
und der Integrand ist 2w-periodisch.

BEISPIEL 254 (verschobener Rechteckimpuls). Fiir eine relle Zahl a €

(0, ) wollen wir die Fourierreihe der Funktion g : R — R
1 firte[—a,m—a),keZ
0 firte[-m—a)Ulr—a,n),kcZ’

g(t+2mk) = {

also die 2m-periodische Fortsetzung der charakteristischen Funktion X (4 _q)
auf dem Intervall [—m, ) berechnen. Es gilt g(t) = f(¢t + a), wobei f der
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Rechteckimpuls aus Beispiel 239 und Beispiel 243 ist. Also f(¢) = 1 fiir
x € 1[0,7) und f(t) =0 fir x € [—m,0) mit der Fourrierreihe

1 o0 2sin((2m+1 i(2m+1)x ‘(2m+1)x
F~ 5+ 30 2RI < o *Z @1
‘ m+ (2m+1)

m=

Mit der Formel fiir die Verschiebung im Zeltberelch erhalten wir die kom-
plexe Form

i(2m+1)a —z(2m+1) '(2m+1)a6i(2m+1)m

oder mit Hilfe der Addltlonstheorme die reelle Form

RTINS ety
12 > sin((2m + 1) )cos((2m+ 1)x) 4 cos((2m + 1)a) sin((2m + 1)a)
“3tr ot '

m=0

1.10.4. Verschiebung im Frequenzbereich. Die Funktion g : R — C,
g(t) = e** f(t) mit k € Z, ist ebenfalls 27-periodisch und integrierbar und

hat die Fourrierreihe
o0

elktf(t) ~ Z Cn*keinx7

denn

/ﬂ— eiktf(t)e—mt dt = f( ) —i(n—k)t dt.

1.11. Das periodische Faltungsprodukt.

DEFINITION 8. Das Faltungsprodukt f x g zweier stiickweise stetiger,
2m-periodischer Funktionen f und g ist die 2w-periodische Funktion

(f * o)t / £t - 2)g

LEmMMA 33. Das periodische Faltungsprodukt ist assoziativ, distributiv
und kommutativ, d.h. fiir stiickweise stetige, 2m-periodische Funktionen f, g, h
gilt

frlgxh)=(f*g)xh, [fx(g+h)=(fxg)+(f*h), [fxg=gx]f
BeEwEIs. Es gilt

(et =5 [ se=a@rde =~ [ " rwate—v)dy

1 —T ™

-5/ FWg(t—y)dy = [ Fly)g(t—y)dy=(g*f)(t)
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mit der Koordinatentransformation y = t — z, da f und g 27-periodische
Funktionen sind.

Das Distributivgesetz f * (g + h) = (f xg) + (f * h) folgt direkt aus der
Addititvitdt des Integrals [ f(t — z)(g9(z) — h(z))dz = [ f(t — z)g(z) dz —
| f(t — z)h(z) dz.

Zum Beweis des Assoziativgesetzes bendtigen wir einen Satz iiber die
Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge aus der Integralrechnung meh-
rerer Verdnderlicher. Damit gilt

Frlgan) = o [ Fe—a)gsm@ s
1

— o [ =215 [ ga-phwdyda

= 4;/_” _W f(t —x)g(x —y)h(y) dy dx
= 4;/_7r _w f(t —x)g(x —y)h(y) dv dy

=5 [ 105 [ 0= = ata ey

= % ﬂh(y);/:?;f(t—y—i‘)g(ﬂ?) di dy
:% _trh(y);ﬁ _Zf(t—y—i)g(ff)dfﬁdy
= o [ ) (e )t~ ) dy = (7 + ) = W)(O)

O

SATZ 126. Das periodische Faltungsprodukt gldttet, d.h. wenn f eine
(stiickweise) stetige und g eine k-mal (stiickweise) stetig differenzierbare
Funktion ist, dann ist auch f x g eine k-mal stetig differenzierbare Funk-
tion.

BeEwEIS. Wenn f (stiickweise) stetig ist, so ist f auf dem Intervall [—7, 7]
beschrénkt durch eine Konstante S. Auch jede der Ableitungen g ist auf
dem Intervall [—m, 7] durch eine Konstante M) beschrinkt. Also gilt

(a1 = ()] = 5 | [ (ate-+h=0) = g0 = 2)f (o)
S ™

<o _ng(t+h—x)—g(t—x)|dﬂf

hS

=h— [ lg(t—x+&h)|dx
2 J_,
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usw. nach dem Mittelwertsatz fiir g. Das Integral iiber ein kleines Intervall
um eine Sprungstelle yo von ¢\) schiitzt man durch

Yyo+h ) ) .
/ 9V (y + &1 ) — gV ()| dy < kD)
yo—h

ab. Auf den restlichen Intervallen ist die zu integrierende Funktion stetig
und man hat gleichméflige Konvergenz, also

™ ™

lim lg(t+h—x)—g(t—x)|dz = 0, }llir% | (t+éh—2)—g(t—2)|dx =0....
—

h—0 J_. o

O

SaTz 127 (Fourierreihe des Faltungsprodukts). Wenn f und g stickwei-
se stetige, 2mw-periodische Funktionen mit den Fouriereihen

oo oo
f~ Z cre™® und g ~ Z dje’™*®

k=—o00 k=—o00

sind, dann hat das Faltungsprodukt f = g die Fourierreihe

o
f * g~ Z dekeik:x
k=—0o0
BEWEIs. Es gilt
1 [" - 1

—ikx _
o | (Fropae ™ dr= o

21< i f(t—x)g(x) daz) e dt

/.
/ g(x)e e <27r/ f(t — x)e ™t Z"“‘dlt) dx
/_ff

1

1
2m
ZL g(x)e™ < f(t — )e h(t=2) dt) dx

2m
1 —ikx Ck " —ikx
= — g(x)e " epdr = — g(x)e dx = cpd.

27 2 J_,

O

1.12. Vollstandigkeit und Eindeutigkeit.

SATZ 128 (Vollsténdigkeitssatz). Es sei f : R — C eine 2mw-periodische,
stiickweise stetige Funktion. Wenn f in den Sprungstellen die Mittelwertbe-
dingung erfillt,

1 _
f(z) = 5(f@T) + fa7)) Ve eR,
und alle Fouerierkoeffizienten von f wverschwinden,

I ;
/ flz)e""™*dx =0 VnelZ,

dann gilt f(z) =0 fir alle t € R.
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BEwEIs. Natiirlich gilt der Satz fiir stiickweise stetig differenzierbare
Funktionen f, weil dann die Fourierreihe von f punktweise gegen f konver-
giert.

Angenommen f(xg) > 0 in einer Stetigkeitsstelle zp. Dann falten wir f
mit einer ,cut-off“-Funktion ¢. D.h. ¢ ist glatt, 2m-periodisch, ¢(zg) = 1
und verschwindet auflerhalb einer kleinen Umgebung Uy von xg, auf der f
positiv ist. Nach der Formel fiir die Fourierkoeflizienten des Faltungspro-
duktes (Satz 127) verschwinden alle Fourierkoeffizienten von f % ¢. Dies ist
ein Widerspruch, da die Funktion f * ¢ stetig differenzierbar ist, also durch
ihre Fourierreihe dargestellt wird, und

(fee)ao) =5 |

1

f( 0—T)p (x)deT f(zo — x)p(z) dx > 0.
T Ju,

O

FOLGERUNG 41 (Eindeutigkeitssatz). Haben zwei stiickweise stetige Funk-
tionen dieselben Fourierkoeffizienten und erfillen die Mittelwertbedingung
an allen Sprungstellen, so sind sie identisch.

BEWEIS. Die Funktion f—g erfiillt die Voraussetzungen des Vollstandig-
keitssatzes. U

FOLGERUNG 42 (Konvergenz der Fourierreihe des Faltungsproduktes).
Es seien f und g zwei stickweise stetige, 2mw-periodische Funktionen mit
den Fourierreihen f(z) ~ >0 _ ¢p,e™® bzw. g(x) ~ > o0 dne™®. Dann
konvergiert die Fourierreihe des Faltungsproduktes f % g stets gleichmdfig
und es gilt

oo
(f=g)(t) = Z Ccndye™.
n—=—oo
BEWEIS. Aus 0 < (|e,| — |dy])? folgt 2|c,d, ] < len|? + |dn)?. Aus der
Besselschen Ungleichung, Y% [cn|* +[dn|? < 5= [7_|f(2)|* + [g(2)|? da,
folgt, dass die Reihe > 2 cndne’™ gleichméiBig konverglert7 da|cpd,e™| =
|cndy|. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt dann, dass das Faltungsprodukt fxg
durch seine Fourierreihe dargestellt wird. O

FOLGERUNG 43 (Vollsténdigkeitsrelation, Parsevalsche Gleichung). Fir

zwei stiickweise stetige, 2m-periodische Funktionen f,g : R — C mit den
Fourierreihen f(z) ~ 0% cn,e™ und g( )~ >0 dne™ gilt:

n=-—oo n€

> 1
(169) n:zoo endlp = - f( )g(x) da
(170) n:fjoo el = o / (@) da

BEWwEIS. Wir betrachten die Faltung der Funktionen f und h mit h(z) =
g(—z). Die Funktion h entsteht durch Zeitumkehr und Konjugation aus g.
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Also hat h die Fourierreihe h(z) ~ Y07 d_(_, e = > d,e™.

Darum gilt

(Feh)(t) = o " h(t—z) da = — f()( —t)d i dpe™
=5 ] x z)dz = x x n:,oocn e

Die erste Gleichung folgt mit ¢ = 0 und die zweite Gleichung mit f =g¢g. U

Die Gleichung

—Tr

> leaP =g [ )P

heiflt Parsevalsche Gleichung. Thre reelle Form ist fiir reellwertige, stiick-
weise stetige, 2m-periodische Funktionen f : R — R mit der Fourierreihe
ao/2 + Y 02 | an cos(nz) + by, sin(nz) ist

|a0|2 - 2 2_1 i 2
f(x) B +;‘an‘ +‘bn| T 77rf(x) dx

BEISPIEL 255 (Reihenentwicklung fiir 72 aus der Fourierreihe der Sige-
zahnkurve). Auf dem Intervall (—7, ) gilt

1 n+1

x—2z sin(nz).

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt
S (o9}
1 1 T 2 1 3 2 5 1 1 ,
4;:1712_77/_7r$ d:):zg[w ]ergw , also 31712_67T )

1.13. Fourierreihenansatz bei Differentialgleichungen. Wir be-
trachten lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und
periodischem inhomogenem Anteil der Form y” + wiy = f(z) mit wy > 0,
wobei f eine L-periodische, stiickweise stetige und stiickweise glatte Funk-
tion ist.

Da das zur homogenen Differentialgleichung y” + wly = 0 gehérende
charakteristische Polynom A2 + w? die komplexen Nullstellen #iwy besitzt,
hat die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung 3" +w3y = 0
die Form

yn(z) = 1 cos(wox) + c2 sin(woz)

mit Konstanten ¢y, cy € R.
Wir entwickeln die Funktion f in eine Fourierreihe

f(z) = AO + ZA cos(nwx) + By sin(nwz), w =

n=1
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und machen fiir die spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung
y" + woy = f(x) einen Fourierreihenansatz mit der Periode L:

oo
a
y(x) = ?0 + Z an cos(nwz) + by, sin(nwz)
n=1
Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein und nehmen an,
dass die Reihe zweimal stetig differenzierbar ist. So erhalten wir

0= —ﬂ - Z A,, cos(nwz) + By, sin(nwx)

n=1

00 "
a :
+ (20 + Z an, cos(nwzx) + by, sm(nwx))

n=1

oo
a :
+ wi (20 + g ap, cos(nwzx) + by, sm(nwx))

n=1
[e%S)

200 —
_ %f‘o + 37 (w2 = n2w?) an — Ay) cos(nwa)

n=1
o
+ Z — nw? ) by, — By) sin(nwz).
n=1

Falls wy # nw fiir alle n € Z (keine Resonanz), so kénnen wir aus dieser
Reihenentwicklung die Koeffizienten a,, und b, bestimmen. Es gilt

a AO a An Bn
0= 20 = 2 22" nT 9 2,2

Falls wg = kw fiir ein k € Z (Resonanz), so &ndern wir den Ansatz in

y(x) = 6120 + Z ap, cos(nwz) + by, sin(nwz) + axx cos(kwx) + byx sin(kwx)
n=1,n#k

und erhalten fiir die speziellen Koeffizienten a; und by die Gleichungen
Ay, cos(kwz) + By sin(kwx) = —2aikw sin(kwzx) + 2bgkw cos(kwz),
also ap = —By/(2kw) und by, = Ay /(2kw).

2. Orthonormalsysteme

Wir werden sehen, dass die Fourierkoeffizienten ,,nur“ die Koordinaten
der Funktion beziiglich eines rechtwinkligen Koordinatensystems sind.

2.1. Vektorrdaume.

DEFINITION 9. Fin reller (komplexer) Vektorraum V ist eine Men-
ge mit zwei Operationen, der Addition von Vektoren

(v,w) »v+w firv,weV
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und der Multiplikation von Vektoren mit Skalaren
(A v) = X firveV, e R(AeC),
so dass v+ w = w—+ v, AMw+v) = Aw + v und Mpv) = (Ap)v fir alle
v,w eV und \,p € R (bzw. C).
BEISPIEL 256. Der R, der Raum aller n-Tupel reeller Zahlen, ist ein

reeller Vektorraum. Addition und Skalarmultiplikation sind komponenten-
weise definiert, also

(X1, )+ Y1y -y Yn) = (@14YL, -« TntYn), AL, .o, zn) = (A2, .0, Axy)
fir alle z;,y;, A € R.
BEIsPIEL 257. Der C™, der Raum aller n-Tupel komplexer Zahlen, ist

ein komplexer Vektorraum. Addition und Skalarmultiplikation sind kompo-
nentenweise definiert, also

(1, s xn)+ Wiy Un) = (@14Y1, - TntYn), A @1, .. xn) = (A2, .00, Azy)
fir alle z;,y;, A € C.

BEISPIEL 258 (Vektorraum stetiger Funktionen). Auch die auf einem
Intervall stetigen Funktionen bilden einen Vektorraum. Die Summe zwei-
er Funktionen f und g ist definiert durch (f + g)(z) = f(z) + g(x). Die
Multiplikation einer Funktion f mit einer reellen oder komplexen Zahl A
ist die Funktion (Af)(z) = Af(z). Aus der Stetigkeit von f und g folgt die
Stetigkeit von f + g und Af.

Wir benutzen die Bezeichnungen C([a, b],R) und C([a, b], C) fiir die Vek-
torrdume reellwertiger bzw. komplexwertiger stetiger Funktion auf einem
Intervall [a, b].

2.2. Normierte Vektorrdume. Wir mochten die Ldnge von Vektoren
bzw. den Abstand zweier Vektoren v und W, also die Lange der Differenz
v —w, messen konnen. Dazu definieren wir eine Norm auf dem Vektorraum.

DEFINITION 10. Fine Norm auf einem reellen Vektorraum V ist eine
Abbildung V' — R, v — ||v||, mit folgenden Eigenschaften:
o Positivitdt: ||v|| > 0 fir allev € V und ||v]| =0 v =0
o Ahnlichkeit: || v|| = |\|||[v]| fiir alle v € V und alle X € R
e Dreiecksungleichung: |[v + w|| < ||v|| + ||w|| fir alle vyw € V
BEeIspiEL 259 (Euklidische Norm). Auf dem reellen Vektorraum R™ ist
durch
(z1,.. . zn)|| = /22 + ... + 22

eine Norm definiert. Auf dem komplexen Vektorraum C™ ist durch
(215, 2z0)|| = \/|Zl‘2 +.o..+ |Zn|2 =Vaz+...+ 2z

eine Norm definiert. Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften Positivitéit, Ahn-
lichkeit und die Dreiecksungleichung. Sie folgen aus den entsprechenden Ei-
genschaften fiir die Betragsfunktion der reellen Zahlen.
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e Positivitdt: Es sei z = (z1,...,x,) ein Vektor im R”. Dann gilt
[|z|| >0, da ZL‘? > 0 fiir alle j. AuBlerdem gilt ||z|| = 0 genau dann,
wenn z; = 0 fiir alle j, also z = 0.

e Ahnlichkeit: Fiir A € R gilt

IAz|| = V/IAz1]2 + . F [ Azn? = VA2 2+ A2 za)2
= VIAR(212 + .+ [za?) = AV]1 2+ 4 [2af? = [A]]]2]]

e Dreiecksungleichung: Fiir zwei Vektoren x,y € R mit = (z1,...,2,)
und y = (yy, ..., yn) gilt:

0< > (wjun — wry;)”
i#k
2 Z Ty ThYk < Z T3Yi + 1Y
7k 7k

n n
Z TiYj TRk < Z T

J,k=1 7,k=1

n
> wymye < @+l Wi 4+ vl)
Ji.k=1

n
Qijyj <2 m%—l—m%\/y%—i-%-y%
j=1

n n
(@190 oot (a9 <S4 YR k2 fad a2
j=1 j=1

[l +yl[* < [l + [lyl1* + 2/J[[[y]]
[z +yll <[l + Iyl

BEISPIEL 260 (Maximumnorm). Auf den Vektorrdumen C([a, b], R) und
C([a,b],C) ist durch || f||oo := max{|f(z)| : x € [a,b]} eine Norm definiert.

Auch auf den endlich dimensionalen Vektorraumen R und C" kann man
durch ||(z1,...,2y,)|| == max{z; : j = 1,...,n} eine Norm definieren, die
der Maximumnorm auf dem unendlich dimensionalen Vektorraum C(|a, b))
entspricht.

Wir iiberpriifen Positivitit, Ahnlickeit und die Dreiecksungleichung fiir
die Definition der Maximumsnorm auf C([a,b],R). Fiir alle f € C([a,b],R)
gilt || f|looc > 0, denn |f(z)| > 0 fiir alle x € [a,b]. AuBerdem ist ||f||cc = 0
genau dann, wenn |f(z)| = 0 fiir alle z € [a,b], also f = 0. Die Ahnlichkeit
der Maximiumnorm folgt direkt aus |Af(x)] = |A||f(x)| fir alle A € R
und x € [a,b]. Die Dreiecksungleichung gilt fiir die Maximumnorm, weil
max{|f(z) + 9(z)| : = € [a,b]} < max{|f(2)] : 2 € [a,b]} + max{|g(z)| : = €
[a,b]} fiir alle f, g € C([a,b],R).
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2.3. Umgebungen und Konvergenz. Wenn man den Begriff der
Norm hat, dann kann man Umgebungen (eine Topologie) definieren und
Konvergenz diskutieren. Einen Vektorraum, der mit einer Norm || || ausge-
stattet ist, nennt man einen normierten Vektorraum.

DEFINITION 11. Es sei (V,||||) ein normierter Vektorraum, € > 0 und
x € V. Die e-Umgebung U.(x) von z ist die Menge aller Punkte in V,
deren Abstand von x kleiner als € ist, also

Ue(@) ={y e V:|lz -yl <e}.

DEFINITION 12. Es sei (V,||||) ein normierter Vektorraum. Eine Folge
{fu}nen C V konvergiert gegen f € V, wenn zu jedem € > 0 fast alle
Folgenglieder in U.(f) liegen.

Die e-Umgebung beziiglich der euklidischen Norm in R™ ist wirklich
ein offener Ball vom Radius €. Die e-Umgebung beziiglich der Maximum-
norm in R" ist ein offener Wiirfel mit Seitenldnge 2¢. Auf R™ und C™
fithren alle Normen zu #quivalenten Konvergenzbegrifffen, auch wenn die
e-Umgebungen verschieden aussehen. Zur Maximumnorm auf C([a,b],R)
gehort die gleichméflige Konvergenz von Funktionen.

LEMMA 34 (Komponentenweise Konvergenz in R™). Eine Folge {xy }ren C
R™ konvergiert genau dann gegen y € R™ (beziiglich der euklidischen Norm),
wenn T = (Tp1,..,Thn)s Y = (Y1,--.,Yn) und fir jedes j = 1,...,n die
Folge reeller Zahlen {xy, ;}ren gegen y; konvergiert.

BEWEIS. Es gilt limy .« ||z —y|| = 0 genau dann, wenn limy_, o (2 j —
y;)? = 0 fiir alle j. O

2.4. Skalarprodukt. In vielen Fillen wird die Norm durch ein Ska-
larprodukt gegeben, das uns dann sogar erlaubt, Winkel und L&ngen zu
messen.

DEFINITION 13. Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V
ist eine Abbildung (, ) : V x V — R mit folgenden Eigenschaften:
o Symmetrie: (v,w) = (w,v) fir alle v,w €V
o Linearitit: (\jv1+Aavg, w) = A\ (v1, w)+ Ao (ve, w) fiir alle vy, vy, w €
V und A, s € R
o Positivitit: (v,v) > 0 fir alle v € V und (v,v) =0 < v =0.
BEeispiEL 261 (Euklidisches Skalarprodukt). Auf dem reellen Vektor-
raum R™ kennen wir das euklidische Skalarprodukt (z,y) = > ", x;y; fiir
x=(x1,...,xp) und y = (Y1, .., Yn)-
BEISPIEL 262 (Konvergenz im quadratischen Mittel fiir reellwertige Funk-
tionen). Auf dem Funktionenraum C([a, b],R) wird durch

/f

ein Skalarprodukt definiert. Wir iiberpriifen
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e Symmetrie: (f, g f f(z)g(x)dx = ffg(a:)f(:l?) dz = (g, f),
e Linearitét:

b
Ofr+ Aafan g) — / ufi(@) + Aafol@))g(x) da

b
—)\1/ fi(z dw+)\2/ fo(x)g(x) dx

= M(f1,9) + X2(f2,9)
und
o PosmVltat f f(x)?dz >0, da f(x) > 0 fiir alle x € [a, b],
und fa f(z dm = 0 genau dann, wenn f(x) = 0 fiur alle x € [a, b)].
Hier ist es Wichtig, dass f stetig ist. Wenn f(z)? > 0 fiir ein z, so
ist f( )2 > 0 in einer Umgebung U von x und damit ff f(z)?dx >
fU z)?dx > 0.

DEFINITION 14. FEin hermitesches Skalarprodukt auf einem kom-
lexen Vektorraum V' ist eine Abbildung (,) : V. x V. — C mit folgenden
FEigenschaften:

o Symmetrie: (v,w) = (w,v) fir alle v,w €V

o Linearitit: (A\jv1+A2va, w) = A1 {vy, w)+A2(va, w) fiir alle vy, ve, w €
V und A\, € C

e Positivitit: (v,v) > 0 fir allev € V und (v,v) =0 < v =0.

Aus der Symmetrie und der Linearitét folgt fiir ein hermitsches Skalar-
produkt (v, \w) = Xv,w) fiir alle v,w € V und A € C. Weiterhin sichern
Symmetrie und Linearitit, dass (v,v) € R fiir alle v € V und die Positi-
vitdtsbedingung sinnvoll ist.

BEISPIEL 263 (Hermitesches Skalarprodukt auf C™). Auf dem komple-
xen Vektorraum C” kennen wir das hermitesche Skalarprodukt (z,w) =
> o1 7wy fir 2 = (21,...,2n) und w = (wi, ..., wy).

BEISPIEL 264 (Konvergenz im quadratischen Mittel fiir komplexwertige
Funktionen). Auf dem Funktionenraum C([a, b],C) wird durch

= [ s

ein hermitesches Skalarprodukt definiert.

SATZ 129. Es sei (, ) ein (hermitesches) Skalarprodukt auf einem Vek-
torraum V. Dann definiert ||v|| :== \/(v,v) eine Norm auf V. Auflerdem gilt
die Schwarzsche Ungleichung

(v, w)| < [ol[[|wl] fiir alle v,w € V.

BEWwWEIS. Wir iiberpriifen die Eigenschaften der so definierten Norm:

e Positivitdt der Norm folgt direkt aus der Positivitat des Skalarpro-
duktes.
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e Ahnlichkeit der Norm folgt direkt aus der Linearitét des Skalarpro-

duktes: |[Av]| = /(\v, \v) = /A2(v,v) = |A|/(v,v) = |A]?||v]]

e Wir beweisen die Schwarzsche Ungleichung: Falls w = 0, so gilt
die Ungleichung, weil (v,0) = 0 und [|0|| = 0. Falls ||w|| # 0, so
betrachten wir den Hilfsvektor h := w/||wl||. Es gilt

0 < |jv = (v,R)A]|*> = (v — (v, A)h,v — (v, h)h)
0 < (v,v) — 2(v, h)? + (v, h)*(h, h) = (v,v) — (v, h)
(v,1)? < (v,0) = [Jo]?,

da (h,h) = 1. Nun setzten wir wieder h = w/||w|| und multiplizie-
ren die Gleichung mit ||w||%. So erhalten wir

(v,w)* < (v, 0) = ||l |w] .

Durch Ziehen der Wurzel ergibt sich die Schwarzsche Ungleichung.
e Die Dreiecksungleichung erhalten wir mit Hilfe der Schwarzschen
Ungleichung:

o4+ w|| =V {v +w,v+w) =/ {v,0) + (w,w) + (v, w) + (w,v)
= VIR + [Jw]? + 2R((v, w)) < V/[]o]|? + [[w]|? + 2| (v, w)]
< VIR A+ llwl? + 2wl = /(o] + [[w]])? = [[o]] + [Jw]]

O
Das Skalarprodukt (f,g) = f f(z dac induziert also die Norm
1l =1/ | f(x)]? dz und eine Funktlonenfolge {fn}nen konvergiert beziiglich

dieser Norm gegen eine Funktion f, wenn lim,_ ||fn — f|| = 0. Da || f,, —
fIP = J7 | fa(z) — f(a)|? dz ist die Bezeichnung ,Konvergenz im quadrati-
schen Mittel“ gerechtfertigt.

BEMERKUNG 92. Die gleichméflige Konvergenz ist stirker als die Kon-
vergenz im quadratischen Mittel. Wenn eine Folge {f,}nen stetiger Funk-
tionen auf einem Intervall [a,b] gleichméBig gegen eine Funktion f konver-
giert, so konvergiert sie auch im quadratischen Mittel gegen f, denn aus
|fol(2) — f(2)] < ¢ fiir alle @ € [a,b] folgt [7(fu(z) — f(x)2da < (b — a)e
Die Umkehrung gilt nicht, wie man leicht an der Folge { g, }nen € C([0,1],R)
mit

0 fir z € [1/n,1]

sehen kann, die zwar im quadratischen Mittel aber nicht punktweise gegen
g(z) = 0 konvergiert.

o) = {1 —nx fir z € [0,1/n]

DEFINITION 15. Es sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (, ). Zwei
Vektoren v,w € V stehen senkrecht aufeinander, sind orthogonal zuein-
ander, wenn (v,w) = 0. Ein Vektor v € V heiffit normiert, wenn ||v|| = 1.
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BEISPIEL 265 (Orthogonalitétsrelationen). Wir betrachten das Skalar-
produkt aus Beispiel 262 Die Vektoren sin(nz) und cos(mzx) mit m,n €
N stehen paarweise senkrecht aufeinander als Elemente in C([—m,7],R)
mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 262. Die Elemente sin(nz)/\/7 und
cos(nz)/y/m haben fiir alle n € N die Linge 1.

Die Vektoren ¢ mit n € N stehen ebenfalls paarweise senkrecht auf-
einander als Elemente in C([—m, 7], C) mit dem Skalarprodukt aus Beispiel
264. Die Elemente €™ /y/27 haben fiir alle n € Z die Linge 1.

2.5. Orthonormalsysteme.

DEFINITION 16. Es sei V' ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (., ).
FEine Menge von Vektoren {vj} C V heifit Orthonormalsystem, wenn die
Vektoren normiert sind und paarweise senkrecht aufeinander stehen, also
(vj, vk) = Ojk-

BEISPIEL 266 (Standardbasis in R™). Die Standardeinheitsvektoren e; =
(1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),...,ep, = (0,...,0,1) bilden ein Orthonor-
malsystem.

BEISPIEL 267 (Harmonische Schwingungen). Beziiglich des Skalarpro-
dukts aus Beispiel 264 sind die Mengen

1 mw} { 1

—c und sin(nx),

{ Var ne Vam f NG

Orthonormalsysteme.

cos(nx) :n € N}

LEMMA 35. Ein Orthonormalsystem ist linear unabhdngig.

BEWEIS. Wenn Zjvzl ajvj = 0 und {v; : j = 1,..., N} ist ein Ortho-
normalsystem, dann 0 = (v, Z;V:1 a;v;) = ay firalle k =1,..., N. O

BEMERKUNG 93. Aus jeder Menge linear unabhéngiger Vektoren kann

man mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens ein Ortho-
normalsystem konstruieren. [

SATZ 130 (Besselsche Ungleichung). Es sei{v; : j € N} C V ein Ortho-
normalsystem. Dann gilt fiir jedes v € V' die Besselsche Ungleichung

D (w0 < ol

jEN
und E;V:l@,vj)vj ist die beste Approzimation von v im Untervektorraum,

der von {v1,...,vn} aufgespannt wird.

BeEweEis. Es gilt
N

N N N
0§HU—Z<U v vil|* = (v— ZUU] Vj, V= Zvv] vj) Z|UUJ ,
j=1 j=1 j=1

j=1
da (v,v5) = (vj,v).
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Um zu zeigen, dass Z;Vﬂ(v,vj)vj die beste Approximation von v ist,
miissen wir die Differentialrechnung mehrerer Verénderlicher benutzen. Wir
wollen nédmlich die Funktion f(ai,...,ay) = |lv— Zévzl a;jv;||? minimieren.
Fine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum der Funktion f ist
das Verschwinden des Gradienten (—2(v,v;) + 2a;)j=1,.. n. Dies bedeutet
a; = (v,vj). Man iiberpriift, dass fiir diese a; ein Maximum der Funktion f
angenommen wird, da die Hessematrix von f gerade 2 Id, also positiv definit
ist. U

BEMERKUNG 94. Der Vektor v — Z;V:l@, vj)v; ist die Projektion von v
in einen Untervektorraum, der zum Orthonormalsystem {v; : j € N} C V
senkrecht steht, denn <v—Z§V:1<v,vj>vj, vg) = <v,vk)—2§y:1(v,vj><vj, vg) =
0 fir alle k, denn (vj,vg) = 0;5. O

DEFINITION 17. Ein Orthonormalsystem {v;}je; heifit vollstindig,
wenn fir alle v € V aus (v,vj) =0 Vj auch v =10 folgt.

BEISPIEL 268 (Harmonische Schwingungen). Die Orthonormalsysteme

{j??em}nez und {\/12? \}%sin(nx), \}Ecos(nx) ‘ne N}

sind vollsténdig.

BEMERKUNG 95. In unendlich dimensionalen Vektorrdumen kann es pas-
sieren, dass eine unendliche Summe von Vektoren, z.B. 372 (v, v;)v;, kein
Element des Vektorraumes ist. Zum Beispiel ist jede endliche Uberlagerung
von Sinusschwingungen der Form

sin(nx)

fN(.%') ZZW—QZ n

eine stetige, 2m-periodische Funktion und damit ein Vektor in C([—, 7]). Fiir
jedes x € R existiert der Grenzwert limy_,o fn(2) und die Funktionenfolge
{f~n} konvergiert punktweise gegen die Ségezahnkurve f mit f(z) = z fiir
x € (—m,7m) und f(0) = f(xw) = 0. Jedoch ist diese Grenzfunktion f
nicht mehr stetig. Man kann den normierten Vektorraum C([—, 7], R) durch
Hinzufiigen der Grenzwerte solcher Cauchy-Folgen vervollstdndigen. [

FOLGERUNG 44 (Parsevalsche Gleichung). Es sei {v; : j € N} ein
vollstindiges Orthonormalsystem. Dann gilt fiir jedes v € V' die Parsevalsche
Gleichung

ZI(WWI2 = [[o]*.

Jj=0
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BeEWEIS. Der Vektor v — 3. ;(v,v;)v; ist senkrecht zu allen v;. Da das
Orthonormalsystem vollstdndig ist, muss er der Nullvektor sein, also

0=1lv=> (wo)vll = (0= (vv)vj,0 = (v,05)v;)

JEN JjEN jeJ
= [Jol[> = D (v, v)(vj,0) = > {0,05)(v,05) + Y (v, v5) (v, 05)
JEN JEN JEN
> v, o) = (o]l
JEN
da (v,v;) = (vj,v). O

Bisher haben wir fiir den Vektorraum C([—m, 7], C) mit dem hermite-
schen Skalarprodukt

Frg) =~ [ f@)a@)d

.

die vollstindigen Orthonormalsysteme {v/2,v/2sin(nz),v/2cos(nz) : n €
N} und {e™® : n € Z} kennen gelernt. Die Koordinaten einer Funktion f €
C([—m, m], C) beziiglich dieser Orthonormalbasis sind die Fourierkoeffizienten
und man erhélt die Fourierreihenentwicklung

f($) _ Z<f7 ein:c>eimc‘

neL

2.6. Approximation stetiger Funktionen durch Polynome. Wir
wollen stetige, reellwertige Funktionen durch Polynome approximieren. Der
Weierstrafische Approximationssatz sichert die Existenz einer approximie-
renden Folge von Polynomen, erklért aber nicht, wie man eine solche Folge
konstruiert.

SATZ 131 (Weierstrafischer Approximationssatz). Zu jedem f € C([a,b],R)
gibt es eine Folge von Polynomen {py}nen, die gleichmdfig gegen f konver-
giert.

BEMERKUNG 96. Wenn die Folge {py, }nen gleichméBig gegen f konver-
giert, so konvergiert sie auch im quadratischen Mittel gegen f. [J

Die Menge der Monome {2/ : j € N} = {1,z,22,...} ist linear un-
abhéingig. Deshalb versuchen wir, aus dieser Menge ein vollsténdiges Ortho-
normalsystem des Vektorraumes C([a, b], R) zu konstruieren. Wir kénnen uns
auf die Betrachtung des Intervalls [—1, 1] beschrénken, weil durch die Substi-
tution y = —142(x—a)/(b—a) ein Isomorphismus C([a, b, R) = C([-1,1],R)
definiert wird
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2.6.1. Legendresche Polynome. Zur Darstellung elektrostatischer Poten-
tiale benttigt man Legendresche Polynome.
Wir beginnen, mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfah—

rens ein Orthonormalsystem {iL () :m € N} in C([-1,1],R) mit dem Ska-
larprodukt (f, g) f f(x)g(z) dz aus der Basis {hy, ( )=2a":n € N} zu
konstruieren:

1
|mm2=/)umz2,ham:
—1

- 1 1
hi,ho) = — xdr =0
<1 0> \/5/_1

1 1 2
||h1\|2:/ 1’2d$:§[$3]£1=§a hi(z) =/ ;T
1

1
V2

(o o) 1/1 2qp = L)L, = 2
s = — €T :[,‘:7‘%’_:7
210 2/, 320 71T 32

- 3
(hg, hi) = /;ﬁm—o
2/
1

2 - 1\2 1 2 1 5 93
||h2—h0|]:/ 2 — - da::/ - et Sdr= | -2y
3v2 . 3 . 3 9 5 9

2

8

45

)
0= 33 (3) -3 G- )

Die Funktionen hg, k1 und he bilden ein Orthonormalsystem. Wir brechen
das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren hier ab und zeigen, dass
die Funktionen h,, bis auf einen Normalisierungsfaktor die Legendreschen
Polynome sind.

Fiir n € N ist das Lengendresche Polynom L, vom Grad n definiert
durch

2_
=

Ln(@) = g (2~ 1))
T gnpl dgn ’
SATZ 132. Die normierten Legendreschen Polynome

V2n+1

7

bilden ein vollstcmdiges Orthonormalsystem in C([-1,1],R) beziiglich des
Skalarprodukte (f, g) f f(z

Ln:neN}

BEwEIs. Wir zeigen zuerst, dass die Legendreschen Polynome orthogo-
nal zueinander sind. Fiir n > 0 gilt

(Lp,1) = /1 L,(x)dx = % [((x2 —1)m)n=D) . 0,

1 2 n' —1
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da x = +1 Nullstellen von ((z2 — 1)")=1 sind. Fiir n > m > 0 erhalten
wir

1 1
(L L) = / L)Ly () dit = / ((@® — 1)) (2 — 1)™)™ g

_1 - ontmminl |

= g [ = D@ = ]

1
- [t =y - e an)

-1

_ (71)m+1 ! 2 ny\(n—m—1) 2 m\(2m+1) _
gt [ (@ = D@ = e g o,

da z = +1 Nullstellen von ((z2 —1)")"=*) sind und ((z* — 1)™)@m+1) =0,
Durch partielle Integration 148t sich auch die Norm ||L,,|| berechnen:

1
Mol = gz | (= D) (@ = 1)) da

= g 0 [ (@ )M -1y e

_ 22(73(”2;)2(_1)m /_ll(x )@+ )" de

_ 22(73?2:)2 o ;’;l_ - /_11(:c —1)¥ (2 4 1)° dz

- 22% ll(g; — 1) dy = 221m2m1+1 (- 1?1 = 2m2+1

Da das Legendresche Polynom L,, den Grad n hat, liegen alle Monome z7
mit 7 € N im Vektorraum, der von den Legendreschen Polynomen erzeugt
wird. Aus dem Weierstrafischen Approximationssatz folgt dann, dass die

normierten Legendreschen Polynome eine vollstdndiges Orthonormalsystem
in C([-1,1],R) bilden. O

Mit der Leibnizregel fiir die Ableitung erhalten wir

, 1
n+1(~’5) = m ((

2 =)™ = (@ 1)

= g (2@ = MO 4 (4 1) (@2 - 1))
=zl (z) + (n+1)Ly(2)
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und
1) = ey (@ = 0 =) 7Y
_ m (@2 = 1) (@2 = M) 4 200 4 1) (@2 - 1)m) ™
-+ 1) (@2 - 1)m) ")
- %LZ(@") D0 ) 2 ),

Aus diesen beiden Gleichungen fiir L], () ergibt sich Legendresche Diffe-
rentialgleichung

(171) 0= (2% = 1)L/ (z) + 2zL, () — n(n + 1)Ly, (x).
Ahnlich kénnen wir eine Rekursionsformel
(172) (n+1)Lpt1(z) = 2n + DaLn(x) — nl, i)

fiir die Legendreschen Polynome beweisen:

(n 4+ )i () = gz (@ = 1) Y
= g (0 + Da(a® — 1)m) ™
= 7o (2n+ (22— 1)" — na(a® — 1))
= Sl ((2n +Da((z2 = 1)™)™ + 20 + Dn((«® — 1))

—712((1'2 - 1)n712$2)(n71) - n((xZ _ 1)n)(n71)>
= (2n+ DzLy(z) — nly_1(2)
Abbildung 7 zeigt die Graphen der ersten vier Legendreschen Polynome.

BEISPIEL 269 (Approximation von e durch quadratische Polynome).
Die Linearkombination E?:O a;jhj(x) mit a; = (f, h;) ist die beste Appro-
ximation von f(z) = e® im quadratischen Mittel durch quadratische Poly-
nome. Wir berechnen die Koeflizienten ag, a1 und as

1:1:1_L€_671
o) = [ = e = e

(€%, hy) / \[xdx_\[/ ea:dx_\[<[ ]11—/_116mdx>
\[(e+e —e®te” )—2\/3 -1
(%, hg) = \[/ 2322 - 1)d \/g<[—ex]11+[6x3x2]11—/116a:emdx>
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Lo

/ L

ABBILDUNG 7. Die ersten vier Legendreschen Polynome

1 /5 '
= \/> <—e +e 1 4+3e—3e! — [6ze”]L, +/ 6e” dw)

2V 2 -1

1 /5 -1 -1 -1 L /5 -1
:2\/;(26—26 — 6e — 6e™ " + 6e — Ge ):2\/;(26—146 )

und erhalten die quadratische Approximation

.1 1 3 1\/§ 1\F . 1\/3 )
~(e—e ) 12y /2 2 242 (20 — 14e7Y) 24/ 2 (322 — 1
e \/i(e e )\/§+ 5¢ 5%+ 5 2(6 e )2 2(33; )

1 )

er ~ 5(@ — 6*1) +3e 1z + 3 (2@ — 14671) (33U2 -1)
3 33 15
e¥ ~ —1° + Ze_l + 3¢tz + T (e - 76_1) z?

2.6.2. Tschebyscheffsche Polynome. Tschebyscheffsche Polynome treten
bei Tschebyscheff-Filtern der Elektrotechnik im Nenner der Ubertragungs-
funktion auf. Wir betrachten den Vektorraum C([—1, 1], R) mit dem Skalar-

produkt )
= [ L),
—1 VvV 1-— IL‘2

Die Tschebyscheffschen Polynome T,,(x) = cos(n arccos z) sind auf dem
Intervall [—1,1] glatte Funktionen. Sie erfiillen die Orthogonalitétsrelatio-
nen (T, T,,) = 0 fiir alle n # m, die Differentialgleichung (1 — 22)T(z) —
2T! () + n?*T,,(x) = 0 und die Rekursionsformel T, 1(z) = 22T, (z) —
Th-1(z), also To(z) = 1, Th(z) = z, Ta(z) = 222 — 1, T3(z) = 22(22% —
1) — z = 423 — 3z. Abbildung 9 zeigt die ersten vier Tschebyscheffschen
Polynome.
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X

(X)=€

Approximation der Exponentialfunktion
durch das Taylorpolynom zweiten Grades
und quadratische Legendre-Polynome

Taylorpalynom

ABBILDUNG 8. Approximation der Exponentialfunktion
(schwarz) durch das Taylorpolynom zweiten Grades (blau)
und quadratische Legendre-Polynome (rot)

To

[\

T2

ABBILDUNG 9. Die ersten vier Tschebyscheffschen Polynome



