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KAPITEL 1

Differentialrechnung fiir Funktionen in mehreren
Veranderlichen

Wir betrachten Abbildungen f : R®™ D> D — R™ wobei m,n € N und D
eine (offene) Teilmenge von R™ ist. Funktionen, die von mehreren Verénderlichen
abhiingig sind, sind z.B. die Ladungsverteilung im Raum p : R3 — R, oder die
kinetische Energie, die von der Masse und der Geschwindigkeit abhéngt.

Weiterhin muss man manchmal Funktionen mehrerer Verédnderlicher betrach-
ten, um Eigenschaften von Funktionen, die nur von einer Variablen abhingig sind,
zu beweisen, z.B. die Assoziativitit des Faltungsproduktes und die Aussage, dass
ZJNZO@, vj)v; die beste Approximation eines Vektors v beziiglich eines Orthonor-
malsystems {v; : 5 =0,..., N} ist.

Abbildungen nach R™ (m > 1) treten zum Beispiel auf, wenn man den Weg
eines Teilchens (im R?) beschreiben will.

1. Eigenschaften des R"

Der R™ ist die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen. Wir schreiben einen Vek-
tor ¥ € R™ als Spaltenvektor & = (21,...,2,)7 € R™ mit z; € R. Der R™ mit
komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ist ein reeller Vektorraum
der Dimension n, dimg R™ = dimR™ = n. Die Standardbasis besteht aus den Ein-
heitsvektoren €}, so dass & = Z;Zl x;€; mit eindeutig bestimmten Koeffizienten
Tj € R.

1.1. Skalarprodukt und Norm. Das Standardskalarprodukt auf dem Vek-
torraum R” ist
n T U1
(,):R"XR" SR, (F,§) =Y ajy; fird=| 1 |,§

—
J T Yn

Die durch dieses Skalarprodukt definierte Norm ist die euklidische Norm ||Z]| =
Va3 +...22. Fiir e > 0 und @ € R” ist die e-Umgebung U.(Z) eines Punktes #
definiert als U.(Z) = {y € R™ : ||Z — ¢]| < €}.

1.2. Topologie.

DEFINITION 1. FEine Teilmenge D C R™ heifit offen, falls es zu jedem Punkt
Z € D eine e-Umgebung U.(T) gibt, die ganz in D liegt, also U.(Z) C D.

Eine Teilmenge D C R™ heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement R™ \ D
eine offene Menge ist.

FEine Teilmenge D C R™ heifst beschrinkt, falls es ein S € R gibt, so dass
|Z|| < S fiir alle & € R™.
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Natiirlich sind R™, e-Umgebungen und die leere Menge @) offene Teilmengen
des R™. Auch unendliche Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen
sind wieder offen.

BEISPIEL 1 (offene Intervalle). Fiir a;,b; € R mit a; < b; heifit die Teilmenge
{#=(21,...,2,)T €R":a; < xj <b;Vj} ein offenes Intervall in R™. Falls n = 1,
so handelt es sich um das Intervall (aj,b1). Falls n = 2, so ist das Intervall ein
offenes Rechteck mit den Seitenldngen b; — a1 und by — as. Falle n = 3, so ist das
Intervall ein offener Quader mit den Seitenléingen b; — a; fiir j = 1,2, 3.

BEISPIEL 2 (abgeschlossene Intervalle). Fiir a;,b; € R mit a; < b; heifit die
Teilmenge {Z = (21,...,2,)7 € R" :a; < x; < b;Vj} ein abgeschlossenes Intervall
in R™.

1.3. Konvergenz.

SAaTz 1 (Komponentenweise Konvergenz). Eine Folge {Zy,}men konvergiert
genau dann in R™ gegen &, wenn die n Koeffizientenfolgen gegen die Koeffizienten
von T konvergieren.

. . — T n -
BEWEIS. Mit den Bezeichnungen Z,, = (Zm,1,...,Tmn) = ijl T, ;€5 und
T

Z=(x1,...,25)" = Z?Zl x;€; erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung

n

n n
=k < Y (@ = 25)% = (| En—E <Y am &= = Y Jwm =],
j=1 j=1 j=1

O

FOLGERUNG 1. Wenn {Zm tmeN, {Un}men konvergente Folgen in R™ und {\p, }men
eine konvergente Folge in R mit lim,, oo @y = Z, iMyy 00 Y = ¥, liMyy 00 Ay =
A, dann gilt
im (Z,, + §m) =+ ¢, lm N\, T = AT
m— 00 m— 00
und

T () = (£, lim_ ||l = [2].
BEWEIS. Mit & = Y7 0,8, 7= Y71 45, Br = 2y 20,8, G = 1 Yhi€)
erhalten wir
n n

lim 7+ g = ) =3 (b y)E = 4
dm Tt g = ), im (k) +yeg)es = ) (25 +y;)éj =T+,
j=1 J=1
n n
Jim AT, ' kll)n(}o()"c‘”’w)eﬂ . (Az;)€; = A&,
j=1 j=1
n n n
Jim (@, k) = kli_gozxmym = Z Lz ijyj = (Z,7)
Jj=1 j=1 j=1
lim ka||2 = lim <.’Z"k7fk> = <{f,:i"> = | sz
k—o0 k—oo

O

FOLGERUNG 2. Jede Folge in R™ hat hichtens einen Grenzwert. Jede beschrink-

te Folge in R™ hat eine konvergente Teilfolge. Jede Cauchyfolge in R™ ist konvergent
m R™.
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BEWwEIS. Direkt aus den entsprechenden Resultaten fiir Folgen reeller Zahlen
durch Ubergang zu den Koordinatenfolgen. ([

2. Beispiele und Darstellungshilfen

Um Funktionen f : R — R besser zu verstehen, haben wir ihre Graphen
{(z,y) € R : y = f(x)} skizziert. Auch fiir Funktionen f : R® — R kann man
den Graph definieren und betrachten {(z1,...,2,,y) € R"™ 1y = f(xq,...,2,)}.
Aber dieser Graph ist (fiir n > 1) keine Teilmenge des R? mehr und liisst sich
deshalb schlecht skizzieren.

2.1. Kurven. Kurven sind Abbildungen c: [a,b] — R", c(t) = (c1(t),...,ca(t))?.
Statt des Graphen kann man sich das Bild der Kurve ¢ anschauen. also die Menge
{c(t) : t € [a,b]}. Man nennt diese Bildmenge auch Spur der Kurve. Dies ist beson-
ders hilfreich, wenn die Abbildung ¢ injektiv ist und n = 2, 3. Kurven sind wichtig,
um eindimensionale Unterobjekte zu beschreiben, z.B. den Weg eines Teilchens in
Abhéngigkeit von der Zeit t.

BEISPIEL 3 (Geraden und Strecken). Die Spur der Kurve ¢ : R — R2 ¢(t) =
(a1t, ast), mit ay, as € R ist eine Gerade in R2. Schrinkt man den Definitionsbereich
auf ein Intervall ein, so parametrisiert man Strecken. Besonders hdufig braucht man
eine Parametrisierung einer Geraden in der Nihe eines Punktes & = (71, 22)T. Sie
ist durch ¢ : (—¢,6) — R2, c(t) = (z1 + ait, x2ast), mit a;,a2 € R und € > 0
gegeben.

BEISPIEL 4 (Kreis). Die Spur der Kurve c : [0,27] — R2, ¢(t) = (cost,sint)T,
ist der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

BEISPIEL 5 (Schraubenlinie). Fiir & € R fest betrachten wir die Kurve ¢: R —
R3, c(t) = (cost,sint, th)T.

Wir werden spéter, nach den notwendigen Definitionen, sehen, dass eine Kurve
c genau dann stetig bzw. differenzierbar ist, wenn dies fiir alle ihre Komponenten-
funktionen c; der Fall ist.

2.2. Koordinatenlinien. Zu einer gegebenen Funktion f : R™ — R betrach-
ten wir die partiellen Funktionen entlang einer Kurve ¢ : R — R"”, d.h. die Funk-
tion foc:R =R, t— f(c(t)). Zum Beispiel beschreibt f o ¢; mit ¢;(t) = & + te;
wie sich die Funktion f um den Punkt # in Richtung €;, also in Richtung der z;-
Koordinate verindert. Gerade bei rotationssymmetrischen Funktionen ist es sinn-
voll, die Kurven ¢, : RZ9 — R2, c4(t) = t(cos ¢, sin ¢), und die Funktionen f o c,
zu betrachten.

BEISPIEL 6 (Nordhalbkugel). Wir betrachten die Funktion f : R? > D — R
mit f(z1,72) = /1 —2? — 22 und D = {(z1,22)7 : 23 + 23 < 1}. Der Graph ist
die Oberfldche der oberen Halbkugel.

Fir © = (0,a2)” erhilt man die partielle Funktion f o ci(t) = f(t,a2) =
/1 —a3 —t2 fiir [t| < /1 — a2 deren Graph ein Halbkreis um (0, a2) mit Radius
/1 — a3 ist. Fiir jeden Winkel ¢ ist f o cg(t) = v/1 — 2 fiir [t| < 1 definiert. Der
Graph von f o ¢, ist ein Halbkreis um den Koordinatenursprung.

Die Abbildung 1 zeigt den Graph der Abbildung f mit (r, ¢)- und (z,y)-
Koordinatenlinien.
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ABBILDUNG 1. Graph von f(z,y) = v/1 — 22 — y2 mit (r, ¢)- und

(2, y)-Koordinatenlinien

BEISPIEL 7 (Sattelfliche). Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
f(x1,22) = m129. Fiir ¥ = (a1,0a2)T erhiilt man die partielle Funktion f o ¢ (t) =
flay+1t,a2) = ajas + tas, also eine lineare Funktion in ¢, deren Graph eine Gerade
ist.

2.3. Hohenlinien. Zu einer gegebenen Funktion f : R™ — R betrachten wir
die Hohenlinien, d.h. die Menge H. = {# € R" : f(Z) = ¢} mit ¢ € R. Die
Gestalt und die Verdnderung dieser Hohenlinien, wenn man ¢ variiert, gibt uns
einen Eindruck vom Verhalten der Funktion f.

BeIsPIEL 8 (Nordhalbkugel). Fiir f : R?2 D D — R mit f(z1,22) = /1 — 27 — 22
und D = {(z1,22)7 : 23 + 23 < 1} wie in Beispiel 6 gilt H. = {(z1,22)T : 22+ 23 =
1—c?}. Also ist die Hohenlinie H, fiir ¢ > 0 ein Kreis mit Radius v/1 — ¢2, fiir ¢ = 1
ein Punkt und fiir ¢ < 0 leer. In der Abbildung 2 sieht man links den Graph der
Funktion f entlang der Hohenlinien.

BEISPIEL 9 (Sattelfliiche). Fiir die Funktion f:R? — R mit f(x1,72) = 122
wie in Beispiel 7 gilt H, = {(z1,22)T : 2125 = c}. Also ist die Hohenlinie H, eine
Hyperbel {(x1,c/z1)T : 21 # 0} fiir ¢ # 0 und die Vereinigung der beiden Geraden
{z1 =0} und {z2 = 0} fiir ¢ = 0. In der Abbildung 2 sieht man rechts den Graph
der Funktion f entlang der Hohenlinien.

2.4. Stetigkeit.

DEFINITION 2. Eine Funktion f :R™ D D — R heifit stetig in einem Punkt
Z € D, falls es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass |f(§) — f(Z)| < € fiir alle §
mit ||j — Z|| < 0.

Eine Funktion f:R™ D D — R heifit stetig in & € D, falls f in jedem Punkt
Z € D stetig ist.

BEISPIEL 10 (Stetigkeit der Koordinatenfunktionen). Die Funktion f : R™ —
R, & = (21,...,7,)7 > x, ist stetig in jedem Punkt 7 fiir jedes j = 1,...,n, denn
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ABBILDUNG 2. Funktionsgraph eingeschrinkt auf Hohenlinien fiir
Beispiele Nordhalbkugel und Sattelfliche

zu jedem e > 0 gilt fiir alle 7 = (y1,...,y,)" mit ||7 — Z|| < e(=9)

F@) = @)=y —x—; | = /(g —2)> < V(@1 —11)> + ... + (&0 — yn)?

=[lg—7| <e.

LEMMA 1 (Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit). Eine Funktion f :
R™ D D — R ist genau dann stetig in £ € D, wenn fiir jede Folge {Z,}nen C D
mit imy, o0 Tn = & gilt lim, 00 f(Z,) = f(Z).

BEWEIS. Wenn [ stetig in & ist und {Z,}nen C D eine gegen T konvergente
Folge ist, dann gibt es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0, so dass | f(Z,) — f(Z)| < ¢ fiir alle
Zp, mit ||Z, — Z|| < J. Da die Folge {#, } aber konvergent ist, gibt es ein ng € N, so
dass ||%, — Z|| < 4 fiir alle n > ng. Also |f(Z,) — f(Z)| < ¢ fiir alle n > ng und die
Folge {f(Z,)} konvergiert gegen f(&).

Wenn f in Z nicht stetig ist, dann gibt es ein 9 > 0, so dass fiir alle 6,, = 1/n >
0 ein &, mit ||Z,—F|| < 1/nund |f(Z,)—f(Z)| > eo existiert. Die so gefundene Folge
{Zn}nen C D konvergiert gegen & aber die Folge der Funktionswerte {f(Z,)}nen
konvergiert nicht gegen f(Z), denn |f(Z) — f(Z,)| > €0 O

LEMMA 2. Wenn f,g : R® D D — R stetige Funktionen sind, so sind auch
thre Summe f+ g : R™ D D — R und ihr Produkt fg:R"™ D D — R stetig. Wenn
zusdtzlich g(Z) # 0, so ist auch der Quotient f/g stetig in & € D.

Wenn f:R" DD =R undg: R C U — R stetig und f(D) C U, dann ist
auch go f:R™ = R mit (go f)(&) = g(f(Z)) stetig.

BEWEIS. Der Beweis verlduft wie im Fall von Funktionen einer Verénderlicher
und basiert auf den Rechenregeln zur Grenzwertbildung. Wenn f und g stetig in
Z, dann gilt lim, o f(Z,) = f(&) und lim,, o g(Z,) = g(Z) fir jede gegen &
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konvergente Folge {Z,, }nen C D. Also auch
Jim (f +9)(Zn) = lim f(Zn) + g(Fn) = f(Z) + () = (f + 9)(@)
lim (fg)(Zn) = lim f(Z)g(Zn) = f(Z)g(T) = (f + 9)(Z)
Jim (f/9)(Zn) = lim f(Zn)/g(Tn) = f(Z)/9(Z) = (f/9)(Z)

und
Jim (go f)(Zn) = lim g(f(Fn)) = g(f(Z)) = (g 0 f) (7).
O
BEISPIEL 11 (Polynome). Polynome in den Koordinatenfunktionen 1, ..., x,

sind stetige Funktionen auf R™, da sie durch die Operationen Addition und Multi-
plikation aus den Koordinatenfunktionen in Beispiel 10 entstehen.

BEISPIEL 12. Die Funktion h : R? — R mit h(zy,z2) = x;sinzy ist stetig,
denn h ist das Produkt der stetigen Koordinatenfunktion ($1,$2)T — x1 und der
stetigen Funktion h(x1,xs) = sin xs. Dabei ist die Funktion h stetig, weil h = sin og;
mit 91(1‘1,1‘2) =T.

BEISPIEL 13 (Unstetige aber partiell stetige Funktion). Wir betrachten die
Funktion f:R? — R mit

2 falls (x,y)T # (0,0)T
flw,y) = o ( y)T?é( )T'
0 , falls (z,y)* = (0,0)

Die Funktion f ist auf R?\ {(0,0)7'} stetig, weil sie dort Quotient zweier Polynome
ist. Die Funktion ist in Z = (0,0)7 = 0 nicht stetig, da fiir die Folge {#, }nen mit
Zp = (1/n,1/n)T zwar lim,, o &, = 0 aber
. , . 1/n? .11 _
(@) = B e = i 5 = 5 # 0= 70,

Die Funktion f : R?\ {0} — R lisst sich auch nicht stetig auf R? fortsetzen,
z.B. durch die Definition f(0) = 1/2, da es auch gegen 0 konvergierende Folgen
gibt, fiir die die Folge der Funktionswerte nicht gegen 1/2 konvergiert, z.B. die
Folge {7, = (0,1/n)T} mit lim,_e0 f(#,) = 0 und lim,_,c §, = 0. Abbildung 3
zeigt die Hohenlinien der Funktion f. Man erkennt, dass sich alle Hohenlinien in 0
treffen®.

Warnung: Um die Stetigkeit einer Funktion f : R®™ — R mit n > 1 zu be-
weisen, reicht es nicht, die Stetigkeit der partiellen Funktionen foc; : R — R,
(focy)(t) = f(&+ te;), fir alle Z und j zu zeigen.

3. Differenzierbarkeit

Eine Funktion f : R — R hief} differenzierbar in einem Punkt zg, wenn sie
durch eine lineare Funktion {(x) = c¢(z — xo) in der Ndhe des Punktes xg gut
angenihert wurde. Dabei bedeutete ,,gut®, dass der Fehler f(x)— f(xo) — c(z — x0)
schneller gegen 0 konvergiert als der Abstand |z — xg], also

lim f(@) = f(zo) _

T—To T — X0

=0.

Diese Zahl ¢ hingt vom Punkt xo ab und wird mit f’(z) bezeichnet.



3. DIFFERENZIERBARKEIT 11

ABBILDUNG 3. Héhenlinien der Funktion f(z,y) = zy/(z* + y?)

Eine Funktion f : R™ — R soll differenzierbar in & heiflen, wenn sie sich lokal,
d.h. in der N#he von &y, ,,gut” durch eine lineare Funktion approximieren 148t. Eine
lineare Funktion { : R™ — R mit {(Z) = f(Zy) ist von Form

l(f) = 61(951 - 56071) + ...+ Cn(l'n - ;1707”) = <C, T — fO)

—

. n - n R n =
mit ¢ =Y 0 ¢;€;, =) . x;€5, Lo =D ;_; To,;€; und Konstanten c; € R.

3.1. Totale Differenzierbarkeit.

DEFINITION 3. FEine Funktion f : R™ — R heifit differenzierbar in einem
Punkt %y. falls es einen Vektor ¢ = 2?21 c;€; gibt, so dass

f(@) = f(@o) — (¢, T — To)

Fodo ||Z — Zo|

=0.

FEine Funktion f : R™ — R heifit differenzierbar in D C R™, wenn sie in jedem
Punkt ¥y € D differenzierbar ist.

Die Differenz f(&) — f(Zy) — (¢, & — &) ist eine Funktion r(& — Zy). Falls f in
Ty differenzierbar ist, so kann man (& — Zo)/||& — Zo|| stetig in 0 fortsetzen.

SaTz 2 (Stetigkeit). Wenn f : R™ — R differenzierbar in &y, so ist [ auch
stetig in To.

BEWEIS. Aus der Dreiecksungleichung und der Schwarzschen Ungleichung folgt

(@) = f(@o)| = [(¢, & = Zo) + r(T — Zo)| < [{¢, @ — To)| + |r(Z — To)]

’I’(f— SE"())

<|lel|l|Z = Zol| + |75 ||Z — Zol]|
It

— T

und damit die Stetigkeit, da (& — Zo)/||Z — Zo|| stetig in 0 ist. O
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3.2. Partielle Differenzierbarkeit.

Satz 3 (Partielle Ableitungen). Wenn f : R™ — R in &y differenzierbar ist,
dann gilt c; = h';(0) fiir alle j, wobei hj : R — R mit h;(t) = f(Zo + t€;).

Beweis. In der Definition der Differenzierbarkeit betrachten wir & = &y + t€;
mit t = 0, also & — &y. Wenn f differenzierbar ist, so gilt £ — %y = t€; und es gibt
eine Funktion r(¢) mit lim;_,o7(¢)/t = 0 und

f(@0) = {e, t6g> r(t)
hj(0) = tej +r(t)
h; (0

>]+@

f(@o + tej) f(

_ r(t)
=il = o

O

DEFINITION 4. Fine Funktion f : R™ — heif$t partiell differenzierbar in
Zo, falls die partiellen Funktionen h; : R — R, h;(t) = f(Zy + t€;) firt = 0
differenzierbar sind. Wir benutzen die Bezeichnungen

) ) ) g
@) = 150), (rad Dz, = (5L @) ) )

Der Vektor (grad f)z, der partiellen Ableitungen (0f/0x;)(%o) heifft Gradient
von f in @y. Falls f fir alle ¥ € D C R"™ partiell differenzierbar ist, so nennt man
auch die Funktionen

of
FIT

of

fﬂ?]‘ 67%(5)7

D= R, f (%)=

partielle Ableitungen von f.

Wihlt man in R? oder R? die Koordinatenfunktionen z, y, z, so schreibt man
auch f;, fy und f, fiir die entsprechenden partiellen Ableitungen.

BEISPIEL 14. Wir betrachten die Funktion f : R? — R, f(z,y) = 2? +
sin(z + 2y). Sie ist partiell differenzierbar, weil ihre partiellen Funktionen diffe-
renzierbar sind. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir f,(z,y) = 2z + cos(z + 2y)
und f,(z,y) = 2cos(x + 2y), also

2 2 )
grad f = (P fgrad o = (3).

SaTz 4 (Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit). Eine Funktion f :
R™ D D — R istin Ty € D differenzierbar, wenn es eine offene Umgebung U (Zy) C
D gibt, auf der alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.

Bewels. Fiir & = &y + ¥ € U (%)) betrachten wir die Differenz & — ¥y = ¢ =
Zj 1 vj€; und fithren die Zwischenpunkte &} = Zo + Z 1 0j€; ein. Nun gilt mit
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Hilfe des Mittelwertsatzes fiir 0 <¢; <1

I
M=

f(&) = f(Zo) — ((grad f)z,, ¥ — To) (f (@) — f(@k-1)) — Z far (To)vi
k=1

n

Uk for (o1 + trokei) = Y fu, (Fo)v
k=1

E
I
—

I
NE

>
Il
—

(for (Tr—1 + trvr€r) — for (Z0)) k.

I
NE

>
Il
—

—

Aus der Stetigkeit der partiellen Funktionen in U. (%) und lim; 5 |vk|/[|7]| = O,

—

da |vg| < ||7]| folgt die Differenzierbarkeit von f in .

BEISPIEL 15. Die Funktion f : R? — R, f(x,y) = 22 +sin(z +2y), aus Beispiel
14 ist differenzierbar, da f, und f, iiberall stetig sind.

3.3. Richtungsableitung.

LEMMA 3 (Richtungsableitung). Es sei f : R™ — R in &y differenzierbar und
@ € R"™ ein normierter Vektor, d.h. ||d|| = 1. Dann gilt ((grad f)z,,d@) = h'(0) fir
die Funktion h : R — R, h(t) = f(Zo + td).

BEWEIS. Der Beweis dhnelt dem Beweis des Satzes 3. In der Definition der
Differenzierbarkeit setzen wir & = #y + ta und erhalten, wegen ||@|| = 1,

r(t 1 . . L h(t) — h(0 _,
o = @) = 1) ~ {(grad Pz - 80) = "0 — (grad £,
Fiir ¢ — 0 und erhalten #'(0) = (grad f)z,, @), da lim;_,o r(¢)/|t| = 0. O

DEFINITION 5. Es seien @ € R™ ein Vektor mit ||d|| = 1, f : R™ — R eine

Funktion und Zo ein Punkt. Falls die partielle Funktion t — f(Zo +td) int =0
differenzierbar ist, so nennt man

of . (@ +ta) — f(#o)

g (Fo) = lim '
die Richtungsableitung wvon f in Richtung d im Punkt Zg.

SATZ 5 (Geometrische Deutung des Gradienten). Der Gradient einer differen-
zierbaren Funktion f : R™ — R im Punkt & zeigt in die Richtung des grofiten
Anstiegs und steht senkrecht auf der Héhenlinie durch Z.

BEWEIS. Fiir jeden Richtungsvektor @ (mit ||a@|| = 1) gilt fiir den Winkel «
zwischen (grad f)z und @

%(f) = ((grad f)z, @) = ||(grad f)z||||@]| cos a < ||(grad f)zl,

wobei das Maximum genau fiir & = 0 angenommen wird.
Wenn ¢: R — R” mit ¢(0) = Z und (f o ¢)(t) = f(c(t)) = f(Z) fiir alle ¢, dann
gilt

0=(foe)(0) = Z fz,(c(0))c(0) = ((grad f)z, ¢ (0)).
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ABBILDUNG 4. Graph von f/z,y) = 2°/(z? + y?)

3.4. Beispiele.

BEISPIEL 16 (partielle Differenzierbarkeit ohne Stetigkeit). Wir betrachten die
Funktion f;R2 — R mit

A falls (3,9)7 # (0,0)

f(x’y) = 0 , falls (at,y)T = (0’0) '

Aus Beispiel 13 wissen wir, dass f partiell stetig aber unstetig in 0 ist. Die Funktion
fist in R?\ {0} differenzierbar, da dort die partiellen Ableitungen existieren und
als Quotienten von Polynomen mit Nennern ohne Nullstellen auch stetig sind. Wir
berechnen die partiellen Ableitungen in 0 existieren und f,(0) = f,(0) = 0, da
f(0,y) = f(z,0) =0.

BEISPIEL 17 (partielle Differenzierbarkeit ohne totale Differenzierbarkeit). Wir
betrachten die Funktion f;R? — R mit

o falls (@,9)7 # (0,0)

fay) = 0 , falls (z,9)T = (0,0)

und untersuchen f auf Differenzierbarkeit. Es gilt fm(ﬁ) = 1 und fy(ﬁ) =0, da
f(x,0) =z und £(0,y) = 0. Fiir & # 0 gilt

23y
(22 +y2)%"

() = 3z (x? + y?) — 232z _ xt + 322y? f(@) = —
x @ @

Die partiellen Ableitungen sind in 0 nicht stetig. Die Funktion f ist auch nicht
differenzierbar in 0, denn

a3 xy?

g U g )

(@) = F(0) = ((grad f)g;, 7) =
und r(z,x)/V222 = —1/v/2, also lim, o r(z,z)/||(z,z)T|| # 0.
Abbildung 4 zeigt den Graphen der Funktion f. Man erkennt, dass in 0 keine
Tangentialebene existiert.
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ABBILDUNG 5. Graph von f/x,y) = x*/(2? 4+ y?)

BEISPIEL 18 (partielle Differenzierbarkeit und totale Differenzierbarkeit). Wir
betrachten die Funktion f;R? — R mit

[ falls (2,9)T #(0,0)
fay) = {O ’ , falls (z,9)T = (0,0)

und untersuchen f auf Differenzierbarkeit. Es gilt f,(0) = 0 und £,(0) = 0, da
f(z,0) = 22 und £(0,y) = 0. Fiir Z # 0 gilt

. 4a3(2? +y%) — 22z 225 + 4a3y? . 2ty
fa(@) = ( 2 )22 = a3 e N0 = s
(% +9?) (% + ) (% +9?)
Die partiellen Ableitungen sind in 0 stetig, denn
. 222 (x? + 2y?) . 224
[fo(D)] = || ——5 55— < 2[zl,  [fy(Z)] =yl 7 < 2Jyl.

CESOE @+ )
Also sind die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von 0 stetig und die Funkti-
on f ist differenzierbar in 0. Man kann dies auch an der Definition direkt iiberpriifen

4
x .
5 <127,

|£(Z) — f(0) — ((grad f), 7)| = e

also |r(Z)|/]|Z]| < ||Z||- Abbildung 5 zeigt den Graphen der Funktion f.

3.5. Ableitung von parameterabhiingigen Integralen. Wir betrachten
eine Funktion F : [a,b] — R, die durch bestimmte Integration einer Funktion
f : R% D [a,b] x [¢,d] — R nach der zweiten Variablen gegeben ist, F(z) =

d
I. f(x,y)dy.

SAaTz 6. Wenn f stetig auf dem Intervall I = [a,b] X [c,d] ist, so ist auch F
stetig auf [a,b]. Wenn zusdtzlich die partielle Ableitung f, auf I existiert und stetig
ist, so ist auch F auf [a,b] differenzierbar und

d
F'(x) = / fola,y) dy.
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BEWEIS. Wenn f auf I stetig ist, so ist f auf I gleichméfig stetig, da I ein
kompaktes Intervall ist. Also existier zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass |f(x+h,y)—
f(z,y)| < ¢ fir alle |h| < ¢ und alle (z,y) € I. Nun folgt fiir |h| < ¢

d
F(z+h) — F(z)| = >—f@wﬂys/‘u@+mw—fwﬂn@

< ygl[gx] [f(@+hy) = fz,y9)|(d =) <e(d—c)

und damit die Stetigkeit von F'.
Wenn f,, auf I existiert und stetig ist, wenden wir den Mittelwertsatz an und
erhalten

d
F(:c+h — F(z /f +hy f(:c,y)dy:/ fula + th,y) dy

fiir ein ¢ € [0,1]. Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitung folgt

F(a) = lim T /hw

h—0

O

Nun betrachten wir eine Funkion f : I = [a,b] X [¢,00) — R und die Funktion
F(z) == [ f(z,y)dy, die durch ein uneigentliches Integral definiert wird.

FOLGERUNG 3. Wenn [ stetig auf I und das Integral fcoo f(z,y) dy gleichmdifig
auf [a, b] konvergiert, dann gilt fir jedes xo € [a,b)

lim F(z / flzo,y

Tr—To

Wenn zusdtzlich f, in I existiert und stetig ist und wenn

/COO fola,y)dy = lim /d fo(z,y) dy

gleichmdfig auf [a,b] konvergiert, dann gilt F'( f folz,y)d

BEeispiEL 19 (Integraldarstellung der Ableitung). Wir betrachten die stetig
differenzierbare Funktion f(z,y) = sin(zx — y) und F(x fo sin(z — y) dy. Also
gilt F'(z) = fO cos(x — y) dy. Ohne den Satz miissten wir

F(z) = /0 sin(z — y) dy = [cos(z — y)]é = cos(z — 1) — cos(z),

F'(x) = —sin(z — 1) — sinz berechen.

BEISPIEL 20 (Ableitung eines uneigenlichen Integrals, geschlossener Ausdruck
fiir das Integral). Wir betrachten die Funktion flz,y) = eV cos(zy) auf [a,b] x
[0, 00) und die Funktion F(z) = [° f(z,y) dy.

Da |f(z,y)] < e v fiir alle 2 und das uneigentliche Integral [~ eV’ dy exi-
stiert, konvergiert auch F'(x) gleichméfBig. Weiterhin ist f,(z,y) = fye’yz sin(zy)
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stetig, | f2 (2, y)| < ye~" fiir alle z und alle y € [0, 00) und I ye V" dy = [—e’y?/Q]So =
1/2 existiert. Deshalb gilt

= gin( h 1 h ze™Y cos(x
= {26 ( y)}0 2/0 (zy) dy
Fl(z) = —%F(x)
Pla) e
F(z) 2
F'(z) , x
/F(a:) dx——/gd:r
In |F(z)| = —% ta
F(z) = e~ e

Wir berechnen die Konstante ¢ als ¢ = F(0) = [° e V'dy = /7/2. Also gilt

F(z) = ge*yy‘l.

4. Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Wir betrachten eine Funktion f : R™ D D — R. Ist f in D partiell diffe-
renzierbar, so sind die partiellen Ableitungen fs,,..., fz, : D — R wieder auf D
definierte Funktionen. Sind diese Funktionen f,, wieder in D partiell differenzier-
bar, so konnen wir die partiellen Ableitungen (fz, )z, bilden, die wir auch mit f; 4,
bezeichnen. '

DEFINITION 6. FEs sei f: R™ D D — R eine Funktion, D eine offene Menge

und Ty € D. Euzistiert fir Indizes iy,...,i; € {1,...,n} der Grenzwert
0 0 0 -
amil (83%‘[1 ( B axil f)> (xO)’
so heifit er [-te partielle Ableitung von f in ¥y nach z;,,...,2;,. Sie wird auch
mit
o'f

faiy oo, (Zo), bzw. m (Zo)

bezeichnet.

Existieren fir f in D alle partiellen Ableitungen l-ter Ordnung und sind diese stetig
i D, so heifst f I-mal stetig partiell differenzierbar. Die Menge aller I-mal
stetig differenzierbaren Funktionen auf D wird mit C'(D) bezeichnet.

BEISPIEL 21 (Polynome). Wir betrachten f : R® — R mit f(x,y,2) = 3zyz —
222 +y. Bs gilt f, = 3yz —4da, f, =32+ 1, f, = 32y, foy = fyo = 32, for =
fex =3y, fyz = [oy = 32, foe = —4, fyy = 0. Alle andere partiellen Ableitungen,
insbesondere die partiellen Ableitungen der Ordnung > 3 verschwinden. Es gilt f €
C>(R3), d.h. f ist unendlich oft stetig partiell differenzierbar und die Reihenfolge
der partiellen Ableitungen spielt keine Rolle.
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SATz 7 (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen). Wenn f € C!(D) und
k <1, dann ist jede k-te partielle Ableitung unabhdngig von der Reihenfolge, d.h.

fxil Tiy T f“”f?gu) Ty gy

fiir jede Permuatation o € Sy,.

BeEwEIs. Die Aussage folgt mit vollstdndiger Induktion aus f,y, = fy. fir
f € C*(D) mit D C R% Wir beweisen f.,(Zo) = fy.(Zo) fiir alle Zy € D durch
Anwendung des Mittelwertsatzes. Es gilt fiir £ = &g + a1€1 + a2€s
F(@) = f(Zo) = f(Zo+ ar1€1 + azés) — f(Zo + azéa) + f(Zo + axés) — f(Zo)
= a1 f2(Zo + d1a1€1 + a2é2) + ag f (To + &2a262)
= ay fo(Zo + d1a1€1 + a2é2) — a1 fo(Zo + d1a1€1)
+ a1 fo(Zo + 61a1€1) + az fy (Zo + 202€2)
= a20 [y (%o + 6101€1 + d2a263)
+ a1 f2 (Lo + 01a1€1) + az fy (Zo + £20265)
und
(@) = f(@o) = [(Zo + a1€1 + aze2) — f(Zo + a1é1) + f(Zo + ar€1) — f(Zo)
= as fy(Zo + a1€1 + dha2€2) + a1 fo(To + E1a1€1)
= as fy(Zo + a1€1 + d5a2€2) — as f(To + d4a265)
+ aa fy(Zo + 05a263) + a1 f2(To + Erarer)
= a1az fy. (7o + 61a1€1 + 85a265)
+ aa fy(Zo + 05a263) + a1 f2(To + Erar€1)
fir 81, 02,07, 05,&1,&2 € [0,1]. Fiir & — & erhalten wir, f5,(Z0) = fyz(Zo), da f, fz
und f, stetig sind. O

BEISPIEL 22 (Keine Vertauschbarkeit partieller Ableitungen). Wir betrachten
die Funktion f :R? — R mit

2 2
vy falls (z,y) # (0,0)

fla,y) = {0 , falls (z,y) = (0,0)

Es gilt £.(0) = £,(0) = 0, da f(z,0) = £(0,y) = 0. Fiir (z,y) # (0,0) berechnen
wir
y(Ba? —y?)(@® +y?) — 22%y(a® —y?) _ 2ty +4da?y’ — P

(2% +y)? (@ +y)?

fz(may) =

und
yia + dy2a® — b

Dann gilt f,, (0) = —1, da f.(0,y) = —y, und f,,(0) =1, da f,(2,0) = z.

Fiir die [-te partielle Ableitung fs,. ., schreibt man auch
o' f

Oxt’

3
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5. Funktionen von R™ nach R und Kettenregel

Es sei f: R™ D> D — R™ eine Funktion mit

(@
fay=|
Fn(@)

und f; : D — R fiir i = 1,...,m. Die Funktion f; heif}t i-te Koordinatenfunktion
von f. Man schreibt auch f = (fi,..., f,n)T. Man nennt f vektorwertige Funktion
oder Abbildung, um zu unterstreichen, dass die Bilder keine reellen Zahlen sind
(m >1).

DEFINITION 7. Fine Funktion f: R™ D D — R™ heif§it stetig in Zy € D,
falls fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass ||f(Z) — f(Z0)|| < ¢ fiir alle Z
mit ||Z — Zo|| < 6. Die Funktion f heifit stetig, falls f in allen Punkten & des
Definitionsgebietes D stetig ist.

Eine Funktion f: R™ D D — R™ heifit differenzierbar in einem inneren

Punkt %y € D, falls es eine (m,n)-Matriz A gibt, so dass

i 10 = f80) —A@—5) _ 5
o ||Z — Zo||

Die Funktion fhez'ﬂt differenzierbar in D, falls f in allen Punkten € D diffe-
renzierbar ist.

BEMERKUNG 1. Die Abbildung & — A(Z — &) ist eine lineare vektorwertige
Funktion R” — R™, die in & den Wert f(Z,) hat. Differenzierbarkeit bedeutet
also wieder, dass lokal die Approximation durch eine lineare Funktion gut ist und
der Fehler f(Z) — f(Zo) — A(Z — &) fiir & — Z, schneller gegen 0 konvergiert, als
der Abstand der Argumente ||Z — Zo||.

5.1. Reduktion auf Komponentenfunktionen.

SATZ 8. Es sei f:R" O D — R™ mit fz (fi,-- s fm)T und %y € D.
Die Funktion f ist genau dann stetig in Ty, wenn alle Koordinatenfunktionen f; in
Zo stetig sind.
Die Funktion f ist genau dann differenzierbar in oy, wenn alle Koordinatenfunk-
tionen f; in Ty differenzierbar sind. Es gilt dann

Ofi

@(IO)'

A = (aij)i=1,....msj=1,...n. Mit a;; =

BEWEIS. Eine Folge in R™ ist genau dann konvergent, wenn alle ihre Kompo-
nentenfolgen konvergent sind. O

5.2. Ableitungsmatrix.

DEFINITION 8. FEs sei f: R™ > D — R™ mit f = (fi,-- s fm)T und ¥y € D.
Sind die Koordinatenfunktionen f; in Zy partiell differenzierbar, so nennt man die
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Matrix
) gu(@) - (@)
L= (21w % Be o Ee
oz Oz i=1,...miyj=1,...,n : :
aaj;'f(fo) %’;(fo) %’:(’fo)

Jacobimatrix oder Funktionalmatrix von f an der Stelle Zy. Falls n = m, so

nennt man die Determinante
of
det
( oL o >>

die Jacobi-Determinante oder Funktionaldeterminante von f mm Punkt Ty.
. OF
BEMERKUNG 2. Ist m =1, so gilt aT]; = (grad f)7.

BEISPIEL 23. Wir betrachten die Funktion f: R2 — R? mit
2

B T
flx,y)= |22y |,
ey
also fi(z,y) = 2*, fa(x,y) = 2zy und f3(z,y) = e¥. Es gilt
7 2¢ 0
of =2y 2«

O(x,y) 0 e

BEISPIEL 24 (Polarkoordinaten in R2). Wir betrachten die Abbildung f : R2 —

R? mit
fiar= (1222).

rsin ¢

of _ (cos¢p —rsing af _
o(r,¢) (sinqb T COS ¢ >’ det (8(r, ¢)> -

Die Funktionaldeterminante verschwindet auf R>° x R nicht.

Es gilt

BEISPIEL 25 (Kugelkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung

7 COS ¢ COS P

FiR> SR f(r,¢,¢) = | rsingcosy

7 siny
Es gilt
3f cos¢pcosy —rsingcosy —rcos@siny
o) = singcosy rcos¢cosyy —rsingsiny |,
(r,6,9) sin Y 0 7 COoS Y
det 761? =r%sin? ¢ costp + 1% cos® 1 = r? cos .
a(r, ¢,v)

Die Funktionaldeterminante verschwindet auf R>? x R x (—n/2,7/2) nicht.
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BEISPIEL 26 (Zylinderkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung

7 COS ¢
fiR* =R flr,o,¢)= | rsing

z

Es gilt
= |sin¢g rcos¢p O 30 6.2)

0 (7"’ 9, Z) 0 0 1
Die Funktionaldeterminante verschwindet auf R>% x R2 nicht.

2 cos¢ —rsing 0 7
of i , det <( of ):r.

5.3. Kettenregel. Die Ableitung der Verkniipfung differenzierbarer Funktio-
nen laBt sich mit der Kettenregel berechnen. Wenn klar ist, welche Koordinaten
im Definitionsbereich benutzt werden, so schreibt man auch kurz Dfz fiir die

Ableitung der Funktion f im Punkt .

SATZ 9 (Kettenregel). Es seien f: R™ — R™ und §: R™ — R¥.
Wenn f in &y und § in f(Zy) differenzierbar ist, dann ist die Funktion h = go f :
R™ — RF in Zy differenzierbar und
Dhsz, = Dgz Dfs,-

BEMERKUNG 3. Die Kettenregel besagt, dass die Ableitung der Verkniipfung
go f das Matrixprodukt der Ableitungen der Funktionen ¢ und f ist. Hier ist
die Reihenfolge der Faktoren entscheidend, da Dg eine (k, m)-Matrix und D f eine
(m,n)-Matrix ist. Weiterhin mu$ man beachten, dass DF im Punkt f(Z,) ausge-
wertet wird.

Es gibt verschiedene Moglickeiten, die Kettenregel auszudriicken. Zum Beispiel

oh of 9F (7,
or or
wobei ¥/ die Koordinaten in R™ sind, oder noch suggestiver als , Kiirzungsregel
0z 2 8z 8y

oG
—(%p) = AB mit A = 8—y(f(x0)), B =

mit o = f (Zp). Dabei sieht man 2 als Grofle, die von den Parametern ¢ abhéngt,
7 = §(ij), wobei  wieder von den Variablen # abhéingig ist, 7 = f(&). Die Ketten-
regel beschreibt, wie sich die Ableitung éndert, wenn man die Menge der Variablen
wechselt.

—

BEWEISs. Da f in &, differenzierbar ist und ¢ in f(&,) differenzierbar ist, gilt

— — —

h(E) = h(Zo) = §(f(@) — §(f(&0)) = DGz, ([(&) — [(#0)) + Fa(F(Z) — [(F0))
= Dz (D (= o) + 71T — &) + 72 (f(&) — f(#0))
= Dz0) Do (F = T0) + D,y 71 (& — To) + 72(f(&) — f(0))

mit Funktionen 7, 75, die die Eigenschaft

lim ™ (Z — Zo) _G . ™ (
|

iy ||T — Zol| T @ fE) |
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— —

haben. Da f(Z) — f(Z) = D fz, (% — &) + 71 (Z — o) erhalten wir auch

g PO = F@) @) - o) 1@ - Fell g
F—Zo [|Z — Zo| #-30 ||f(Z) — f(Zo)]| [|Z — Zo|
O
BEMERKUNG 4. Wenn n = k£ = 1, dann D}_ifo = (gradg)?(ﬂ )Dj:;go. Fiir ei-
Zo
ne differenzierbare Kurve ¢ = (cy,...,¢,)7 : R — R™ und eine differenzierbare

Funktion f:R™ — R gilt deshalb

c1 (o)
D(f o ¢)z, = ((grad f)a,), Dcz,) = <§i(q(50))7 EE 7§J£L(5(f()))> :

¢ (To)

Der Vektor D¢z, heiit Tangentialvektor an die Kurve ¢ im Punkt &(Zp). Wir
sehen, dass der Tangentialvektor D¢z, senkrecht auf dem Gradienten (grad f)zz,)
steht, falls f o¢: R — R eine konstante Funktion ist, die Spur der Kurve ¢ also
eine Hohenlinie beschreibt.

—

FOLGERUNG 4. Wenn f: R™ = R™, (21,...,2n) — f(z1,...,2,), und § :
]_Rfm — H§k7 (yla s 7y’m) = §<y17 v 7y’m) und f = (fh v 7fm)T7 dann gllt f’U/I"
=gof

Oh . =07 7. 0fi
T(xo) = Z —=(f( 0))f($o)-
Ly

BEISPIEL 27. Wir betrachten die Funktion g : R? — R3 mit g(z,y) = (22, 2y, y*)T
und die Funktion f: R? — R? mit f(r,¢) = (rcos¢,rsin¢)? (Polarkoordinaten).
Es gilt h(r,¢) = G(f(r,$)) = (r?cos? ¢, 2 cos psin ¢, 72 sin® ¢)”. Nun berechnen
wir Dh einmal direkt und einmal mit Hilfe der Kettenregel. Es gilt

on 27 cos? ¢ —2r2 cos ¢sin ¢
Dh = 3 = [ 2rsingcosp 2r2(cos? ¢ — sin? ¢)
(r,¢) 2r sin® ¢ 212 sin ¢ cos ¢
und
2z .
. cos¢p —rsing
DgDf = g 23; <sin ¢ rcose >
2x cos ¢ —2xrsin ¢
= |ycos¢p+xsing —rysing+ rrcose
2y sin ¢ 2yr cos ¢
2r cos? ¢ —2r2 cos ¢psin ¢
= | 2rsingcos¢  2r?(cos? ¢ —sin? ¢)
2rsin® ¢ 272 sin ¢ cos ¢

mit £ = rcos¢ und y = rsin ¢.
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5.3.1. Laplaceoperator in Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten.

BEISPIEL 28 (Laplace-Operator in Polarkoordinaten). Fiir g € C%(D) mit D C
R? driicken wir 9z + Gyy in Polarkoordinaten (z,y) = f(r,¢) = (rcos ¢, rsin @)
aus. Fiir h = go f gilt

(hrshe) = (3 0)DF = (0r3) (Gogy o)

= (gz cos ¢ + gy sin ¢, —rg, sin ¢ + rg, cos P)

09z 0
hyr = (9, c056 +g, sing), = cos 2= +sin 6

= €08 @(Juz COS P + gy sin @) —|— sin qb(gyw COS @ + gyy Sin @)
= o COS% )+ 2Gqy Sin @ cos @ + gy sin? ¢

00z
h¢p = —Tgs COSP — 1gy sin ¢ — rsinp—— +Tcos¢

99

—1(gs cosd + gy sind)
— 7 8In G(—Tgpq SIN G + 7g3y OS @) + 1 COS G(—Tgya SIN P + 7@y, COS @)
= —1(gs cos ¢ + gy sin @) + 72 gpu Sin? ¢ — 2r2gwy sin ¢ cos ¢ + rggyy cos? ¢,

da gzy = gy. und wir iiberpriifen
e + h + h¢¢ = g COS% ) + 20y Sin ¢ cos ¢ + gy, sin )

1
+ ;(gz cos ¢ + gy sin ¢)

_ gacCOSP + gysing
r
= Gax T Gyy;

+ gppsin® ¢ — 202y Sin ¢ cos ¢ + gyy cos? ¢

da cos? ¢ +sin® ¢ = 1.

BEISPIEL 29 (Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten). Fiir g € C?(D) mit
D C R3 driicken Wir g,z +¢yy+9-- in Zylinderkoordinaten f(r, ¢, z) = (r cos ¢, sin ¢, z)
aus. Das Resultat folgt sofort aus dem Laplaceoperator in Polarkoordinaten, da
. cos¢ —rsing 0
Df=|sin¢g rcos¢ 0
0 0 1
Es gilt

hrr + h + hd)d) + hzz = Yzx + Gyy + 92z

BEISPIEL 30 (Laplace—Operator in Kugelkoordinaten). Fiir g € C%(D) mit D C
R? driicken wir gze + Jyy + 92> in Kugelkoordinaten

7 COS ¢ COS Y

flr.é.0) = [ rsingcosy

rsiny

aus. Wir kénnten versuchen, zur Berechnung die Funktionalmatrix von f, die in Bei-
spiel 25 bestimmt wurde, zu benutzen. Es ist aber bequemer, die Kugelkoordinaten
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als Verkniipfung von Polarkoordinaten in der (z, z)-Ebene mit Zylinderkoordinaten
zu schreiben. Also

L . 7 COS Y . p COS @
f=8o¥, mit G(rg,0)= | ¢ |. B(p,6,2) = psine
rsiny z

Der Laplace-Operator von g o d in (p, ¢, z)-Koordinaten ist
. 1 . . .

(go @)y, + ;(9 0®),+ pﬁ(g 0®@)sp+ (g0 D)z

Da sich die Koordinate ¢ unter der Abbildung U nicht dndert, gilt (g o q;)¢¢ =
(go @ o W)4e. Nun schreiben wir den Laplace-Operator von g o @ beziiglich (p, z)-
Koordinaten in Polarkoordinaten, die durch U gegeben sind, also mit h = go dol

—

= 1 1
(g o (I))PP + (g o (I))Zz - h'r'r + ;hr + ﬁhww

AuBlerdem gilt

Ly, Yy (g0 ), cost + (g0 &) sinw)

~hy — ——hy = —
r rz YTy
tan > . -
-2 (—r(go®),)siney +r(go ®), cosyp)
1 - t -
= ;(g o ®),cost + a:;wr(g o®),)siny
- t -
_ Cozw(g ° @)pcosw + w(g o @)psind]
1 -
= ;(9 © (I))p~
Zusammengefasst ergibt sich
2 1 1 tan i
hyw + D hoy, = hpp + —hy + —<h h —h
+ iy Jrr +r2 waercoqub 44 rz Y

5.3.2. Parameterabhingige Integrale.

FOLGERUNG 5 (Integrale mit parameterabhiingigen Integrationsgrenzen und
Integranden). Seien ¢, : [a,b] — R stetig differenzierbar mit ¢(x) < i (x) fir alle
z € [a,b] und f € CY(D) mit D = {(z,y)T : z € [a,b],d(x) <y < (x)}. Dann ist
die Funktion F : [a,b] — R mit

¥ ()
F(x):L( ) [z, y)dy

auf [a,b] differenzierbar und es gilt

F(z) = /¢ Folew) dy + Fa, v (@)W () — f(z, (2)d ().
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BeEwEIS. Wir benutzen die Substitution y = ¢(x)+t(¢(z)—@(z)), das bedeutet
dy = (¢(x) — ¢(z)) dt, und erhalten

¥ () 1
F(r) = / [z, y)dy = / [, 0(x) + t(¥ () — ¢(x)) (¥ () — ¢(x)) dt
o(x) 0

1
— (b(z) - 6(2)) / F, 8(z) + () — d(z)) dt

— (4(z) - o(2)) / o, 1) dt

0
mit g(z,t) = f(z,¢(x) + t(¢(z) — ¢(x)). Da jetzt die Integrationsgrenzen nicht
mehr von z abhingen und g(z,t) stetig diffeenzierbar ist, gilt mit der Funktion

y(a,1) = 6lx) + 1 (z) — 6(x))
1 1
Fl(z) = (¥/(2) - ¢'(2)) / gl Dt + () — $(2)) / gu (2, 1) dt

1

= (W (2) - ¢/ () / oo, t) dt

0

+ ((2) = fb(w))/o fa(@,y(a,6)) + fy(x,y(2, 1) ya (2, 1) dt
1 1

= (¢’(I)—¢’($))/ g(, ) dt + (p(x) — ¢(x)) [ fulw,y(z,1))dt

0 0

+ (@(x) - 6()) / Fy ey 1)y ) dt
P(x)

1 1
= (¥/(2) - ¢ (@) / gty dt + /¢ |, ety / g0, Oy, ) dt

1 1

— (W/(2) - ¢/(2)) / 92, 1) + tgy(x, £) dt + ¢ (2) / ol ) dt

0 0

P(x)
(T, y)d
+ /¢ » fa(z,y) dy
P(x)
= (¢ (x) — &' (@) [tg(z, DI} + ¢/ (2)(g(x. 1) — g(x,0)) + /¢ L et dy
P(x)
— (@) f () — (@) s B(a) + / Folsy) dy
d(x)

da gi(z,t) = fy(z,y(z,t)(Y(z) — ¢(z)) und (tg): = g + tg:. O

BEMERKUNG 5. Fiir ¢(z) = zg, ¥(z) = = unf f(x,y) = f(y) erhilt man die

Aussage, dass die Integration F(z) = [ f(y)dy eine Stammfunktion liefert, also

Zo

F'(z) = f(z),da f, =¢’ =0und ¢/ = 1.
6. Mittelwertsatz, Poincarésches Lemma, Taylorpolynome

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder Funktionen f : R™ D D — R.
Die Anwendung der Resultate aus diesem Abschnitt auf die Komponentenfunktio-
nen einer vektorwertigen Funktion f :R™ € D — R™ liefern die entsprechenden
Aussagen fiir vektorwertige Funktionen.
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Als einfache Folgerung aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen
erhalten wir den Mittelwertsatz fiir Funktionen R™ — R. Eine Teilmenge D C R"
heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten 7y, Z1 € D auch ihre Verbindungsstrecke
{Zo + t(#1 — Zo) : t € [0,1]} in D enthalten ist.

SATZ 10 (Mittelwertsatz). Es sei f € C'(D) mit D C R™ konvez. Dann exi-

stiert zu Ty, 71 € D ein § € [0,1], so dass
. . _of . S e
F(@) — (@) = 9L (@ + 8@ — 7o))@ — 7).

BEWEIS. Die Funktion h : [0,1] — R mit h(t) = f(Zo + ¢(Z1 — &p)) ist auf
[0, 1] stetig differenzierbar. Auflerdem ist h = f o ¢ fiir die Kurve ¢ : [0,1] — R"
mit &(t) = Zo + t(T — Zo). Da D& = & — & fiir alle ¢ € [0, 1] erhalten wir mit der
Kettenregel

h(1) — h(0) = K (Fo + (&1 — To))1 = %@0 +ola - f(’))%(é)
_ %(fo +0(i1 — 7)) (7 — 7o)
fiir ein 0 € [0, 1]. )

BEMERKUNG 6. Der Vektor (0f)/(0%)(Zo+ (&1 — o)) ist ein Zeilenvektor und
& — ¥y ist ein Spaltenvektor. Ihr Produkt ist deshalb eine (reelle) Zahl.

Eine offene Teilmenge D C R™ heifit zusammenhingend, wenn aus D =
Dy U Dy und Dy N Dy = ( fiir zwei offene Mengen D1, Do folgt, dass D; = () oder
D5 = (). Eine offene Teilmenge D C R™ ist zusammenhingend, wenn man je zwei
Punkte in D durch einen Polygonzug, also eine Aneinanderreihung von Strecken,
verbinden kann, der ganz in D enthalten ist. Eine Teilmenge G C R™ heifit Gebiet,
wenn G offen und zusammenhéngend ist. Als Folgerung aus dem Mittelwertsatz
konnen wir jetzt das Poincarésche Lemma formulieren.

FOLGERUNG 6 (0. Poincarésches Lemma). FEs seien G ein Gebiet und f €
CY(G). Die Funktion f ist genau dann konstant in G, wenn (Df)z = 0 fir alle
Zeq.

BEWEIS. Wir verbinden die zwei Punkte & und &y durch einen Streckenzug,
der ganz in D liegt, und wenden auf jede Strecke den Mittelwertsatz an. O

BEMERKUNG 7. Dieses Lemma wird uns spéter sichern, dass das Potential eines
Vektorfeldes, falls es existiert, bis auf eine Konstante auf einem Gebiet eindeutig
bestimmt ist.

BEISPIEL 31. Wir betrachten das Gebiet G = {(z,y) : # > 0 und y > 0} C R?

und die Funktion f: G — R mit f(x,y) = arctan(y/x) + arctan(z/y). Es gilt
1 —y 1 1 —y Y
= _— —_ = p— O
S = T s " Tr Gy~ 2a i T

und aus Symmetriegriinden auch f,(z,y) = 0. Da G ein Gebiet ist, ist f auf G
konstant. Wir berechnen diese Konstante dadurch, dass wir einen Funktionswert
bestimmen. Es gilt f(1,1) = 2arctan(l) = 27/4 = x/2. Wir haben folgendes
,Additionstheorem* bewiesen:

x Y ™
arctan [ — ) + arctan (7) = —.
Y T 2
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Die Approximation von Funktionen einer Variablen durch Taylorpolynome &8t
sich wiederum durch die Betrachtung der Verkettung f o ¢ von f mit der Kurve
¢: R = R”, &t) = &y + t(& — &), zu einer Aussage fiir Funktionen f : R® — R
verallgemeinern. Hier benutzen wir die Notation

} " . o
h.orad) = E hj—, (h,grad)® hyj, .
(h,grad) : Jaxj’ , grad) Z Z J1 hiji 81']1333]2. .aCL‘jk

Jj=1 Jr=1 j1=1

fiir b = (hq, ..., h,)T € R™
Satz 11 (Satz von Taylor). Es seien D eine offene konvere Menge und f €
C™TY(D). Fiir beliebige T, %o € D gilt

— - 1 v 7 7 0
= > (@ — Zo, grad)" (Fo) + Bin,z, (8,

mit dem Restglied
Rm@'o (f) =

fir ein § € [0,1].

1

m< — o, grad) " f (2o + 6(F — L))

BEMERKUNG 8. Fiir m = 0 ist der Satz von Taylor gerade der Mittelwertsatz.

BEMERKUNG 9. Der Satz von Taylor (und der Mittelwertsatz) konnen fiir die
Fehlerrechnung benutzt werden, wenn es moglich ist, das Restglied abzuschétzen.

7. Implizite Funktionen

Manchmal ist eine Funktion f nicht nur durch eine explizite Berechnungsvor-
schrift wie zum Beispiel f(x) = 2% gegeben, sondern implizit durch eine Gleichung.

BEISPIEL 32 (Parametrisierung einer Niveaumenge). Wir betrachten die Funk-
tion g : R? — R mit g(z,y) = y? + 2y +4 — 22 und ihre Nullstellen Menge, also die
Hohenlinie Hy = {(x,y)T : g(z,y) = 0} C R2.

Wie ein Blick auf die Abbildung 6 zeigt, ist die Menge Hy weder der Graph
einer Funktion y(z) noch der Graph einer Funktion z(y), da es in Hy mindestens
zwei Punkte mit gleicher z-Koordinate und mindestens zwei Punkte mit gleicher
y-Koordinate gibt. Da ¢(2,0) = g(v/3, —1) = 0, sind die Punkte P = (2,0)” und
Q = (v3,-1)7 in der Menge Hy. Kénnen wir die Menge Hy in der Nihe dieser
Punkte als Graph einer Funktion schreiben?

Durch Auflésung der Gleichung g(x,y) = 0 nach y erhalten wir y = —1 £
V2 — 3. In der Nihe des Punktes P miissen wir y(z) = —1 + vz2 — 3 wihlen,
denn 0 = —1 + /22 — 3. Jedoch ist die Funktion y(z) nur fiir z > /3 definiert und
die Spur der Kurve z — (x,y(z)) ist nur ein Teil der Hohenlinie (in Abbildung 6
rot).

In der Néhe des Punktes @ bringt uns die Auflésung der Gleichung g(z,y) = 0
nach y nicht weiter, da keine Wahl des Vorzeichens eine Funktion y(z) in einem
offenen Intervall um —+/3 definiert. Der Grund dafiir ist, dass die Linearisierung
von Hy um den Punkt @) eine Parallele zur y-Achse ist, die erste Komponente des
Tangentialvektors an Hy in @) also verschwindet.

Hier kann y als Parameter benutzt werden. Umstellen der Gleichung g(z,y) =
0 nach z liefert x = +4/y2 + 2y +4. In der Nihe des Punktes @ miissen wir
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Linearisigrung
von|Hy um Q Linearisierun
=) Ol ﬂo T F
y(x
(y) N
0 5 0 1
X
H
T ;4
~]
> Nullstellenmenge 0
der Funktion
y£+‘ y+4-x"2

ABBILDUNG 6. Parametrisierung einer Hohenlinie

z(y) = —\/y2 + 2y + 4 wihlen, denn —/3 = —/(=1)2 — 2 + 4. Die Kurve y

(=92 + 2y +4,y)T ist auf R definiert. Ihre Spur ist ebenfalls eine Teilmenge der
Hohenlinie (in Abbildung 6 blau).

Das Beispiel beschreibt einen Aspekt der allgemeinen Situation sehr gut. Eine
Niveaumenge N 148t sich in der Ndhe eines Punktes P als Graph einer Funkti-
on darstellen, wenn man in der Linearisierung von N in P, dies ist ein lineares
Gleichungssystem, die anderen Variablen eliminieren kann.

SATZ 12 (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien § : R"*™ — R™ und
Fo € R™, o € R™ mit §(Zo, %) = 0. Wenn g € C1(U) fiir eine Umgebung U des
Punktes (Zo, §o) und
99
det an gO ) # Oa
(8(y1,..~,ym)( )

dann gibt es eine Umgebung Uy von &y, eine Umgebung Vi von vy und eine Funktion
f:R*" DUy — Vo CR™, so dass f(Zo) = yo und fiir (Z,y) € Uy x Vo genau dann
g(&,§) = 0 gilt, wenn i = f(Z).

BEMERKUNG 10. Das lineare Gleichungssystem

ist die Linearisierung des Gleichungssystems §(&, %) = 0 um den Punkt (&, 70)%.
Die Bedingung des Satzes iiber implizite Funktionen bedeutet, dass man die (m, m)-
Untermatrix aus den letzten m Spalten invertierbar ist und die letzten m Variablen
Y1, -- -, Ym durch die ersten n, also x1,...,z,, ausgedriickt werden kénnen:

) (M(H)) (52 o) ) = 0 = (7 30,
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BEWEIS. Wir betrachten die Komponentenfunktionen § = (g1,. .., gm)?. Durch
Permutation der Variablen y1, ...,y kénnen wir immer erreichen, dass
OGm -
—(z 0
aym( 0,%0) #
gilt. Es gibt ein offenes Intervall U,, um (Zo, 7o)”, so dass
OIm ., Lo
a—m( ) £0 Y& DT € Uy,
Ym
Wir definieren eine neue Variable 7, = ¢ (&, 7). Da 7, als Funktion von y,,
mit Konstanten x1,...,2,,91,.-.,Yn_1 Streng monoton und stetig ist. gibt es ein

Umkehrfunktion f,, mit ¥, = fo (T, Y1, - Ym—1,Mm)- Fiir alle (7,97 € Uy,

gm(f, 17) = 0 g g: (ylv oy Ym—1, fm(fvylv ... 7ym7170))T'
Statt der verbleibenden m — 1 Gleichungen ¢1(Z,%) = ... = gm-1(Z,%) = 0 be-
trachten wir nun die Abbildung 7 : R**™~1 5 D — R™~! mit
gl(fa Y,y Ym—1, fm(‘:a Yty - 7ym—170))
:Y‘(fayla"wym—l):
gm—l(fv Yis-- -3 Ym—1, f’m(fa Y, - -5 Ym—1, O))
und D = {(Z,y1,--,Ym—1) : FYm : (Z91,.--,Ym) € Un}. Da fiir alle (Z,7) €
Up N {gm = 0} und fiir alle j = 1,...,m — 1 gilt
8gm JE—
- &L Y) = 07
dy; (9
folgt aus der Bedingung
g
det | == (2,7 0
e (W(x,y)) #
fiir (%, 9)7 € Uy, sofort
2l
det (= (Z,y1,. ., g ) 40
(e )

fiir alle (Z,91,...,Ym_1)7 € D. Mit vollstindiger Induktion iiber die Anzahl m der
Gleichungen folgt die Aussage des Satzes. (]

BEISPIEL 33. Wir betrachten die Funktion g : R? — R mit g(z,y) = y> + 2y +
4 — 22 wie in Beispiel 32. Es gilt Dgea,0yr = (—22,2y+2) (2,07 = (—4,2). Also kann
man die Gleichung g(x,y) = 0 in der Nithe des Punktes (2,0)7 nach y auflsen.
Aber es gilt Dg 5 _1yr = (=22,2y + 2)(5,_1yr = (—2v/3,0). Deshalb kann man
die Gleichung g(x,%) = 0 in der Nithe des Punktes (v/3, —1)7 nicht nach y auflésen.
Jedoch kann man sie dort nach z auflésen.

7.1. Implizites Differenzieren. Wenn (%) := §(Z, f(Z)) =0, § € C* und

—

so folgt aus der Kettenregel
Oh 07 o 0F .z OF
or;  Ox;
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Insbesondere ist f partiell differenzierbar. Durch Umstellung dieser Gleichung nach
der partiellen Ableitung von f erhélt man

(@) = (§j< f(f))) aj( @),

ar
a.Tj

Diese Formel eignet sich, um die Ableitungen von f im Punkt Z; auszurechnen, da

—

der Funktionswert f(Zy) = gy bekannt ist.

BEISPIEL 34. Wir betrachten die Funktion g : R? — R mit g(x,y) = y? + 2y +
4 — 2% wie in Beispiel 32 und den Punkt (zg,y0)? = (2,0)7. Da g,(z,y) = —2z und
gy(z,y) = 2y + 2, folgt aus g(z, f(x)) =0 um zo = 2 und f(2) =0, dass

F'(2) = —(94(2,0) 71 (9:(2,0)) = =5 (—4) = 2.

Dies ist einfacher als erst die Auflosung y = f(z) = —1 + va? — 3 konkret zu
bestimmen und dann diese explizit gegebene Funktion abzuleiten:
1

") = p(z2 — 3)~1/2 19y —
J@) =ala=3)7 () =2

=2

BEISPIEL 35 (Zwei Gleichungen). Wir betrachten die Abbildung g : R%+2 — R?

mit
2
= _ [ *1— 222
G(x1,72,y1,Y2) = <£B1y2 _ y1m2> :

Es gilt §(0,z2,0,0) = 0 fiir alle 2o € R und

_ _ 9a
Dj = (2”“ o 0 ‘”2) . det <g ) = —a3.
Y2 —Yy1 —T2 T1 I(y1,92)
Also ist die Gleichung §(#,7) = 0 auf {2 # 0} nach ¢ auflésbar. Explizit lautet
diese Auflosung yo = 2% /w5 und y; = x1y2 /72 = 23 /2% also

Flan, a2) = (96‘;’/3?3) .

SC% /CCQ
Wir berechnen die Ableitungsmatrix D f einmal explizit und einmal implizit:

Df= (317%/:1:% —2$?/I%)

221 /w9 —2% /23
e (0F, . s\ 0F, L 0 -z (201 —wp
Df =—| 3, f(& =@, f(2)) = —
F=-(Saeso) fara--(20, ) (0
_ L (w22 -y _ L 207 + oYz —T1Y2 — Y122
x5 \r2 0 Y2~ z3 22129 —Z2Y2
1 3af =2y L[ 3af 228/
22 \2z1my  —af 22 \2z17) —x? )
da oYy = 23, Y129 = 21y, wenn §(Z, ) = 0 und 25 # 0.

Im Punkt Z € R* ist die Gleichung (&, %) = 0 nicht nach zwei der vier Variablen
auflosbar, weil in dem Punkt keine (2, 2)-Untermatrix von Dg invertierbar ist.
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7.2. Umkehrabbildungen. Wir betrachten eine Abbildung f : R®" - R"
und wollen wissen, ob eine Umkehrabbildung, also eine Abbildung f “1:R" —
R™ mit f~1(f(&)) = 7 fiir alle ¥ € R", existiert. Diese Frage ist im Allgemeinen
schwer zu beantworten. Zum Beispiel miisste man entscheiden kénnen, ob die Ab-
bildung injektiv ist und die Bildmenge f (R™) gut beschreiben kénnen. Wenn uns
die Abbildung f aber nur in der Nahe eines Punktes Zy interessiert und wir nur
nach einer Umkehrabbildung in der Néhe des Bildpunktes f (Zy) suchen, so gibt
uns die Differentialrechnung ein handliches Kriterium.

SATZ 13 (Lokale Umkehrabbildung). Es seien f € CL(U) mit U D R™ und Ty €
U. Wenn det(Df;;O) # 0, dann existieren eine offene Umgebung Vi von f(fo), eine
offene Umgebung Uy von Ty und eine Abbildung h:Vy— Uy, so dass E(f(f)) =7
fiir alle & € Uy.

Die lokale Umkehrabbildung b ist stetig differenzierbar. Die Jacobi-Matriz der
Umkehrabbildung h ist die Inverse der Jacobi-Matriz von f, genauer:

Dflz? = (Dfﬂﬁ(g))il
BewEers. Wir wenden den S_'atz iiber implizite Funkt_}onen auf die Funktion
G:R?" — R™ mit §(%,7) = ¥ — f(Z) und den Punkt (%o, f(Zo))? an. Da
o5 _ _of
9i o
ist die Gleichung §— f(#) = 0 in der Néhe des Punktes (Zo, f(Z))” nach & auflosbar.
Also i — f( ( 7)) = 0. Da —g = Id, die Einheitsmatrix, ist, folgt sofort

-\ —1 N —1
= of B 8i
i () - (2)

BEISPIEL 36 (Polarkoordinaten). Die Abbildung f : R2 — R2 mit
> T COS
iro = (L 5d)

rsin ¢

hat die Funktionaldeterminante det(Df) = r (siehe Beispiel 24). Deshalb ist die
Abbildung fiir 7 > lokal umkehrbar. Obwohl f(R?) = R2, existiert keine Unkehr-

abbildung, die auf R? definiert ist. Ein maximales Definitionsgebiet fiir eine lokale
Umkehrabbildung ist zum Beispiel R? \ {(z,0) : 2 < 0}. Dort wird durch

arctan(y/x) >0
r=va2 417, ¢ =1 arccot(z/y) y>0

—m +arccot(z/y) y <0
eine Abbildung definiert. Es gilt lim,_,o+ ¢(—1,y) = 7 und lim,_,o- ¢(—1,y) = —
BEIspIEL 37 (Kugelkoordinaten). Die Abbildung

. . 7 COS ¢ COS P
R3S R3  f(r,¢,¢) = | rsingcosy |,

rsiny
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hat die Funktionaldeteminante det(Df) = r2 cost (siche Beispiel 25). Die Funk-
tionaldeterminante verschwindet auf R>° x R x (—7/2,7/2) nicht. Dort ist f lokal
umkehrbar. Die Umkehrabbildung auf R>? x R? ist durch

. Va2 +y? + 22
i@y, 2) = arctan(y /)

arcsin(z/\/2? + y2? + 22)
gegeben.

BEMERKUNG 11. Wenn ¢ = f (Z) eine Umkehrabbildung besitzt, so kann man
statt der Koordinaten ¥ auch die Koordianten ¢ benutzen und verliert keine Infor-
mationen.

8. Extrema fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher

Wir wollen die Extremwerte und Extremstellen einer Funktion f : R D D — R
bestimmen. Wir benutzen die Differentialrechnung, um lokale Extremstellen zu be-
stimmen, die innere Punkte des Definitionsgebietes sind. Durch Vergleich der loka-
len Extremwerte untereinander und mit den Funktionswerten von f in nicht inne-
ren Punkten, z.B. Randpunkten eines abgeschlossenen Intervalls, kann man dann
eventuell die globalen Extremwerte von f bestimmen. Jedoch ist die Bestimmung
globaler Extremwerte ungleich komplizierter als bei Funktionen einer Verédnderli-
cher.

8.1. Lokale Extremwerte.

DEFINITION 9. Ein Punkt £y € D heifst lokales Maximum (Minimum)
von f, wenn es eine offene Umgebung U C D wvon Ty gibt, so dass f(Z) < f(Zo)
(bzw. f(Z) > f(Zo)) fiir alle Z € U.

Ein Punkt ¥y € D heifit strenges lokales Maximum (Minimum) von f,
wenn es eine offene Umgebung U C D wvon Xy gibt, so dass fir alle £ € U mit
T # Xy die echte Ungleichung f(Z) < f(Zo) (bzw. f(Z) > f(Zo)) gilt..

Manchmal nennt man lokale Extremstellen auch relative Extremstellen. Ein
Punkt & € D ist genau dann ein lokales Minimum (Maximum), wenn fiir alle
Kurven ¢ : R — D mit ¢(0) = Zy die Funktion foc: R — R in ¢ = 0 ein
lokales Minimum (Maximum) hat. Natiirlich kann man nicht alle Verkniipfungen
mit Kurven testen, aber wenn f geniigend oft stetig differenzierbar ist, reicht es,
die partiellen Funktionen f; mit f;(t) = f(Zo + t€;) zu untersuchen.

SaTz 14 (Notwendiges Kriterium fiir ein lokales Extremum). Wenn f € C*(D),
D C R™ eine offene Menge und &y € D lokales Extremum, dann gilt (grad f)z, = 0.

BEWEIS. Da die partiellen Funktionen f(Zo + te}) in t = 0 ein relatives Extre-
mum haben, gilt f,, (Zo) = 0 fiir alle j. O

Wenn im Punkt #, alle partiellen Ableitungen verschwinden, also Dfz, = 0,
dann nennt man ¥y einen kritischen Punkt oder einen stationiren Punkt.
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8.1.1. Drei grundlegende Beispiele. Wir betrachten die Funktionen f,g,h

R?2 — R mit

fla,y) =a2® + 9%, g(x,y) = —2® —y*, h(z,y) = zy.
Es gilt Df = (2x,2y), Dg = (—2z,—2y) und Dh = (y,z). Also ist 0 der einzige
kritische Punkt der Funktionen.

Hier konnen wir leicht iiberpriifen, dass 0 ein lokales Minimum von f und
ein lokales Maximum von ¢ ist, denn f(0,0) = ¢(0,0) = 0 und f(z,y) > 0 und
g(z,y) < 0, wenn z # 0 oder y # 0. (In diesem Fall ist der Punkt 0 sogar ein
globales Extremum der Funktionen f unf g.) Es gilt

o fmx fz _ 2 0 un — 9rx Yz _ -2 O
mro= () = (6 8) mam= G )= (0 5)

Die Matrizen H; und H, sind symmetrisch, weil f und g zweimal stetig differen-
zierbar sind. Die durch H; und H, definierten quadratischen Formen sind positiv
definit bzw. negativ definit, d.h. UTva > 0 und vTHgv < 0 fiir alle v € R? mit
v # 0.

Obwohl 0 ein kritischer Punkt ist, hat die Funktion h im Punkt 0 weder ein
lokales Minimum noch ein lokales Maximum, denn h(t,t) = t2 > 0 fiir alle t # 0
und h(t,—t) = —t? < 0 fiir alle ¢ # 0. Es gilt

hew h 0 1
h (hw By 1 0

Auch die Matrix Hj, ist symmetrisch. Die durch Hj, definierte quadratische Form
ist jedoch indefinit, weil die Matrix Hj den positive und negative Eigenwerte hat
(A = £1). Die Abbildungen 7, 8 und 9 zeigen die Graphen der Funktionen f(x,y) =
2?2 + 92, g(x,y) = —2% — y? und h(z,y) = 2y in der Nihe des kritischen Punktes
(0,0)7.

8.1.2. Die Hessematrix.

DEFINITION 10. Es seien f € C?(D) und % € D C R™. Die (n,n)-Matriz der
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

» ’>f
Hf(xo) h (amaw (xO))i’j—L,wn
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heifit Hesse-Matrix der Funktion f im Punkt Zj.

Wenn f € C?*(D), dann ist die Hesse-Matrix H; eine symmetrische Matrix
und definiert eine quadratische Form ¢ : R® — R durch q(v) = o' H tv. Der Wert
v Hy(Zo)v ist die zweite Ableitung der Funktion h : R — R mit h(t) = f(Zo + tv)
in t = 0. Wenn Zj ein kritischer Punkt ist, so gilt A’(0) = 0 und mit Hilfe dieser
zweiten Ableitung h”(0) = vT H(#)v kann man (oft) entscheiden,ob h in ¢t = 0 ein
lokales Extremum hat. Zur Untersuchung der Funktion f muss man nun v? H ;(Z)v
fiir alle Richtungen v € R™ kontollieren kénnen.

DEFINITION 11. Eine symmetrische Matriz H (quadratische Form) heifit

(1) positiv definit, wenn vI Hv > 0 fiir alle v € R™ \ {0},

(2) negativ definit, wenn vT Hv < 0 fiir alle v € R™\ {0},

(3) positiv semidefinit, wenn H nicht positiv definit aber vI Hv > 0 fiir
alle v € R™,

(4) negativ semidefinit, wenn H nicht negativ definit aber v Hv < 0 fiir
alle v e R™,

(5) indefinit sonst.

Es ist nicht moglich, alle Werte v? Hv zu testen. Doch dies ist auch nicht
noétig. Wir konnen mit Hilfe der reellen Eigenwerte oder durch Berechnung von
Hauptunterdeterminanten entscheiden, ob eine symmetrische Matrix H positiv oder
negativ (semi-)definit ist. Zu einer symmetrischen Matrix H = (hi;); j=1,...n sei
H,, = (hij)ij=1,.m die Untermatrix, die man durch Streichen der letzten n —m
Zeilen und Spalten erhilt. Sie heiffit m-te Hauptuntermatrix.

SATZ 15. Es sei H eine symmetrische Matriz.

(1) H ist positiv definit < Alle Eigenwerte von H sind positiv. < Fir alle m
gilt det H,,, > 0.

(2) H ist negativ definit < Alle Eigenwerte von H sind negativ. < Fiir alle
m gilt (—1)™(det H,,) > 0.

(8) H ist positiv semidefinit und nicht positiv definit < Alle Eigenwerte von
H sind nicht negativ und mindestens ein Figenwert ist 0. = Fiir alle m
gilt det H,,, > 0 und det H = 0.

(4) H ist negativ semidefinit und nicht negativ definit < Alle Eigenwerte von
H sind nicht positiv und mindestens ein Eigenwert ist 0. = Fir alle m
gilt (—1)™ det Hy, > 0 und det H = 0.

(5) H ist indefinit < Die Matriz H hat positive und negative Figenwerte

SATZ 16 (Hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum). Es seien f €
C*(D) und &y € D ein kritischer Punkt. Ist die Hesse-Matriz Hy(Zo) von f im
Punkt ¥y

(1) positiv definit, so hat f in Ty ein lokales Minimum.
(2) negativ definit, so hat f in Zo ein lokales Maximum.
(3) indefinit, so hat f in &y kein lokales Extrermum, sondern einen Sattelpunkt.

Beweis. Mit Hilfe der Taylorformel kann man f(Z) — f(&y) fiir & in einer
kleinen Umgebung von &y abschétzen. (I

BEMERKUNG 12. Ist die Hessematrix in einem kritischen Punkt nur semidefinit,
so kann man ohne weitere Untersuchung der Funktion nicht entscheiden, ob sie ein
lokales Extremum in diesem Punkt hat oder nicht.
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8.1.3. Beispiele.

BEISPIEL 38 (Semidefinite Hesse-Matrix). Wir betrachten die Funktionen f, g, h :
R2 — R mit f(z,y) = 2%, g(x,y) = 22 + ¥ und h(z,y) = 22 + y*. Es gilt
Df = (22,0), Dg = (22,3y?) und Dh = (2x,4y3). Also ist 0 der einzige kritische
Punkt der drei Funktionen f, g und h. Wir berechnen die Hesse-Matrizen:

2 0 2 0 2 0
Hf:(o 0>’H9:<0 6y>’Hh:<0 12y2>

50) = 1,0) = 1.0 = (5 7).

ist die Hesse-Matrix der Funktionen f, g und A in 0 positiv semidefinit. Sie hat die
Eigenwerte 2 und 0.

Die Funktion f hat in 0 ein lokales Minimum, das allerdings kein strenges
lokales Maximum ist, da f(0,y) = f(0,0) = 0 fiir alle y € R. Die Funktion ¢g hat im
kritischen Punkt 0 kein Extremum sondern einen Sattelpunkt, denn f(0,y) = ¢°
und y3 hat in y = 0 kein Extremum. Die Funktion ~ hat im kritischen Punkt 0
ein strenges (globales) Minimum, denn f(z,y) = 22 + y* > 0 fiir alle z,y € R und
22 + y* = 0 genau dann, wenn x = y = 0. Die Abbildungen 10, 11 und 12 zeigen
die Graphen der Funktionen f(z,y) = 22, g(z,y) = 2% + %® und h(x,y) = 2? + y*
in der Nihe des kritischen Punktes (0,0)7.

BEISPIEL 39 (Mehrere kritische Punkte, Sattelpunkte und lokales Maximum).
Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(x,y) = 2y(6 —x —y). Als Polynom
ist f € C? Esgilt Df = (y(6 —x —y) — 2y, (6 — 2 —y) — 2y). Ein kritischer Punkt
(x,y) erfiillt die Gleichungen zy = y(6 —x — y) und xy = (6 —x —y). Falls y = 0,
so ist die erste Gleichung erfiillt und die zweite wird zu 0 = z(6 — x). Also sind
Py = (0,0)T und P, = (6,0)T kritische Punkte. Falls y # 0, so erhiilt man aus der
ersten Gleichung y = 6 — 2z und dann aus der zweiten 22 = z(6 — 2), also z = 0
oder x = 2. Damit sind auch P3 = (0,6)” und P; = (2,2)7 kritische Punkte.

Wir berechnen die Hessematrix:

- —2y 6 —2x — 2y
Hf(6—2x—2y —2z )
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und

g) , indefinit , denn Eigenwerte =+ 6

—6 —12
1

~12 -6

Hy(P) = ( 0 _6) , indefinit , denn Eigenwerte — 6 & 6/2
(%53

) , indefinit , denn Eigenwerte — 6 + 6v/2

H;(Py) = (_2 _i) , negativ definit , denn det H; = —4 und det Hy = 12.

Nur im kritischen Punkt P4 hat f ein lokales Extremum. Die Funktion f hat im
Punkt ein strenges lokales Maximum mit f(Py) = 8.

BEISPIEL 40 (Funktion von drei Verdnderlichen). Wir betrachten die Funktion
f:R® = R mit f(x,y,2) = 22 + 2z + yz. Als Polynom ist f € C?. Es gilt
Df = (2x+ z,z,z +y) = 0 genau dann, wenn z = 0, x = 0 und y = 0. Das
bedeutet, dass 0 der einzige kritische Punkt von f ist. Wir berechnen die Hesse-
Matrix:

2 01 2 01
Hy=10 0 1|, HiO)={0 0 1|=H
1 1 0 1 1 0
DadetH; =2 > 0,det Hb =0 > 0 und det H3 = det H = —2 # 0, ist H weder
positiv noch negativ (semi-)definit. Also ist H indefinit. Deshalb hat f in 0 kein
lokales Extremum.

8.2. Globale Extremwerte. Nur
wenn Z ein innerer Punkt des Defini-
tionsbereiches D einer Funktion f :
D — R ist, folgt aus der Tatsa-
che, dass ¥ eine Extremstelle ist auch
(Df)z = 0. Das bedeutet, dass zum
Beispiel Extremstellen im Rand des
Definitionsgebietes D im Allgemei-
nen keine kritischen Punkte sind und
durch die Methoden des Abschnitts
8.1 nicht entdeckt werden. Zur Be-
stimmung der globalen Extremwerte
einer Funktion f : D — R muss man
also noch das Verhalten dieser Funk-
tion auf dem Rand von D genauer
untersuchen. Diese zuséitzliche Arbeit

trat auch bei Extremwertuntersuchun- e

. . . Uitk ’;’/,::
gen von Funktionen einer Variablen s
auf.

ABBILDUNG 13. Lokales
Minimum jedoch keine
globalen Extrema

Aber selbst wenn D keine Rand-
punkte hat, z.B. wenn D = R", dann
erfordert es weitere Argumente, um
aus der Kenntnis der lokalen Extrem-
stellen und -werte die globalen Extrema einer Funktion zu bestimmen. Der Grund
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dafiir ist, dass zwar fiir f : R — R aus f(xzg) = f(x1) folgt, dass zwischen xg und
eine lokale Extremstelle liegt, dies aber fiir Funktionen von mehr als einer Verdnder-
lichen nicht mehr gilt. Dort folgt aus f(Zp) = f(#1) nur, dass es auf der Strecke
{Zo + t(&1 — Tp) : t € [0,1]} einen Punkt gibt, in dem eine Richtungsableitung
verschwindet.

BEISPIEL 41 (Funktion ist beschriinkt). Wir betrachten die Funktion f : R? —
R mit f(z,y,2) = cos(z + y)e=*" . Es gilt

Df = (—sin(z + y)e*f, —sin(z + y)efzg, —2z cos(x + y)e*f).

Da e~ > 0, ist (z,y,2)T genau dann ein kritischer Punkt, wenn sin(z + y) = 0
und z = 0. Wir berechnen die Hesse-Matrix

—cos(z +y)e ®  —cos(z+y)e 2zsin(z + y)e
Hy = | —cos(z + y)e*  —cos(z + y)e_zz 2zsin(z + y)e =
2zsin(z +y)e > 2zsin(z +y)e (422 — 2) cos(z + y)e %

und werten sie in den kritischen Punkten (z, k7w — x,0)” mit k € Z aus

(_1)k+1 (_1)k+1 0
Hy(x km —2,0) = | (=1)F1  (—1)kH! 0 = H.
0 0 2(—1)F

Da H; = (—1)**! und Hy = H3 = 0, ist H negativ semidefinit fiir gerade k und
positiv semidefinit fiir ungerade k. Es gilt f(z, kr—z,0) = (—1)*. Wegen 0 < e <
0und —1 < cos(z+y) < 1ist auch f beschrinkt —1 < f(x,y, z) < 1. Da diese obere
bzw. untere Schranke in den kritischen Punkten als Funktionswert angenommen
wird, hat f in (z,2mm —x,0)T ein globales Maximum und in (z, (2m +1)m —z,0)T
ein globales Minimum fiir alle z € R und m € Z.

BEISPIEL 42 (Konvexe und konkave Funktionen). Wenn eine Funktion f €
C?(R™) in Ty ein lokales Minimum hat und die Hesse-Matrix H in allen Punkten
Z € R™ positiv definit ist, dann ist dieses lokale Minimum auch ein globales Mini-
mum, denn wenn f(Z;) = f(Z) fiir ein &1 # &y, dann hat die Funktion h = foémit
&(t) = @y + t(Z1 — Zp) nach dem Mittelwertsatz ein lokales Maximum in ¢y € [0, 1].
Es gilt aber

W1 = (3 foy @)Y = 3 faye @)D E) + fo (@)L
j=1 i,j=1
= (Dé)" Hy(e(t)) De,,

da ¢ eine Gerade ist, also ¢/ (t) = 0 fiir alle j. Aber h"(ty) < 0 und Hy positiv
definit widersprechen sich.

Analog gilt, wenn eine Funktion f € C?(R™) in &y ein lokales Maximum hat
und die Hesse-Matrix Hy in allen Punkten & € R™ negativ definit ist, dann ist
dieses lokale Maximum auch ein globales Maximum,

BEISPIEL 43 (Keine globalen Extremwerte). Wir betrachten die Funktion F :
R? — R mit f(z,y) = (z+y)3—12zy. Esgilt Df = (3(z+y)*—12y, 3(z+y)? —12x).
Aus 3(x+y)?—12y = 0 und 3(z+y)?—12x = 0 folgt * = y und dann 12x(x—1) = 0.
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Also hat f zwei kritische Punkte (0,0)” und (1,1)”. Wir berechnen die Hesse-

Matrix
7. 6(z +v) 6(x +y) —12
F=\6(x +y) —12 6(z+y)
und werten sie in den kritischen Punkten aus

moo=( 0 2), mon-(2 ),

Da det H;(0,0) < 0 ist Hy(0,0) indefinit und der kritische Punkt (0,0)7 ist keine
lokale Extremstelle von f. Die Matrix Hy(1,1) hat den doppelten positiven Eigen-
wert 12 und ist deshalb positiv definit. Darum hat f in (1,1)7 ein lokales Minimum.
Jedoch hat die Funktion f weder ein globales Minimum noch ein globales Maximum,
denn

lim f(z,0) =00, lim f(z,0)= —o0c.

Abbildung 13 zeigt die Hohenlinien und die z,y-Koordinatenlinien der Funktion
flzy) = (z+y)° - 122y.

8.3. Extrema unter Nebenbedingungen. Manchmal ist es notwendig, bei
der Bestimmung der Extremwerte einer Funktion f nur solche Argumente ¥ zu
betrachten, die zusétzliche Bedingungen erfiillen. Solche Bedingungen kénnen durch
Ungleichungen oder Gleichungen gegeben sein.

Zum Beispiel beschreibt

K= {(z,y)" :r? < (x —a)’ + (y - b)* < R}

die Menge aller Punkte im R2, deren Abstand vom Punkt (a, b)” mindestens r aber
hochstens R ist (Kreisring). Die Menge K besitzt eine Teilmenge K°, die nur aus
inneren Punkten besteht, K° = {r? < (z — a)? + (y — b)? < R?}. Sie heiit Inneres
von K. Dort kénnen wir nach kritischen Punkten suchen. Das Komplement K \ K°
ist der Rand 0K = {r? = (x —a)®> + (y — b)?2} U{R? = (z — a)? + (y — b)?}, der
durch Gleichungen beschrieben wird und gesondert betrachtet werden muss.

Sind die zusétzlichen Bedingungen fiir die Argumente Z einer zu optimierenden
Funktion f als durch Gleichungen gegeben, so suchen wir die Extremwerte der
Funktion f unter der Nebenbedingung # € M := {& € R" : §(Z) = 0} fiir eine
Funktion g : R™ — R™. Ist g stetig, so ist die Teilmenge M abgeschlossen in R™. In
vielen Féllen ist M sogar eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R™,
also eine kompakte Menge.

SaTz 17 (Existenz von Extremwerten auf kompakten Mengen). Wenn f €
C(M) und M kompakt, dann hat f auf M ein globales Minimum und ein globales
Maximum.

BEISPIEL 44 (Kreisscheibe, Kreis, Quadrat). Wir wollen die Extremwerte der
Funktion f : R? — R mit f(z,y) = 22+y* auf folgenden Teilmengen des D1, Dy, D3 C
R? bestimmen:

Dy ={2?+y* <1}, Dy={2*+y*=1}, Dg:{(x,y)T:—lgzz:,ygl}

Die drei Mengen Dy, Do und D3 sind kompakt. Die Funktion f hat in 0 ein lokales
Minimum, das fiir f auf D; und auf D3 auch ein globales Minimum ist. Weitere
lokale Extremstellen hat f auf R? nicht.

Wir wollen f auf dD; = D, untersuchen. Gliicklicherweise kénnen wir Dy
als Spur einer Kurve schreiben, also parametrisieren, Dy = {(cos ¢,sin¢)T : ¢ €
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[0,27]} und statt f auf Dy untersuchen wir die Funktion h : [0,27] — R mit
h(¢) = f(cos ¢,sin ¢) = cos? ¢ + sin* ¢. Die erste Ableitung

B! (¢) = —2sin ¢ cos ¢ + 4sin® ¢ cos ¢ = 2sin ¢ cos p(2sin® ¢ — 1)
= —sin(2¢) cos(2¢) = — sin(4¢)/2
hat die Nullstellen ¢ = kr/4 mit k € Z. Fiir die zweite Ableitung h”(¢) =
—2cos(4¢) gilt h"(kr/4) = —2cos(km) = 2(—1)**1. Also hat f auf Dy in den

Punkten Py := (cos(km/4),sin(kn/4))T fiir gerades k ein lokales Maximum und fiir
ungerades k ein lokales Minimum. Es gilt

1 k=04
F(Py) = (#)Z (%)4 =% k=1,357.
1 k=26

Daraus folgt, dass 1 das globale Maximum von f auf D; und D ist. Es wird in
den vier Punkten Py, P;, P, und Ps angenommen. Die Funktion f hat auf Dy das
globale Minimum 3/4. Es wird in den vier Punkten P;, P5, Ps und P; angenommen.
Der Rand der Menge Dj ist enhalten in {(z,y)7 : (2% — 1)(y? — 1) = 0}. Diese
Gleichung 148t sich lokal leicht nach einer der beiden Variablen auflsen. Es gilt

0Dz = {(L,y)"} U{(-1, )"} U{(z, )"} U{(z, -1)"} C Ds.

Nun miissen wir die Extremwerte der Funktionen hy(t) = f(1,t) = 1+t* h_1(t) =
f(=1t) = 1+t4 g1(t) = f(t,1) = 2+ 1 und g_1(t) = f(t,—1) = 2 + 1 fiir

€ [-1,1] bestimmen. Wir sehen direkt, dass diese Funktionen ihr Minimum fiir
t = 0 und ihr Maximum in den Randpunkten, also fiir ¢ = £1 annehmen. Es gilt
f(£1,0) = f(0,£1) =1 und f(£1,£1) = 2. Die Minima von f auf dem Rand sind
grofler als das lokale Minimum in 0. Daraus folgern wir, dass f nur in 0 ein globales
Minimum hat und in den vier Eckpunkten (£1,41)7 des Quadrats D3 ihr globales
Maximum annimmt.

BEeIspIEL 45 (Gradientenvergleich). Wir wollen fiir die Funktion f : D; — R
mit f(x,y) = 22 + y* aus Beispiel 44 verstehen, wodurch sich die Extremstellen
(auf dem Rand) auszeichnen. Es gilt Df = (2x,4y?). Die Ableitung verschwindet
im lokalen Minimum 0, D f5 = (0,0). Der Rand von D; wird durch eine Gleichung
definiert 0Dy = {(z,y)T : 22 + y? = 1}, ist also Nullstellenmenge der Funktion
g:R? = R mit g(z,y) = 2% +y? — 1. Es gilt Dg = (22,2y). Der Gradient (2z, 2y)”
steht senkrecht auf der Hohenlinie dD;. Wir wollen die Funktion f aber nur auf
dieser Hohenlinie 0D; betrachten. Ein lokales Extremum von f auf dD; sollte
vorliegen, wenn der Gradient von f in alle Richtungen tangential zur Hohenlinie
verschwindet, also nur Anteile in Richtung grad g hat.

Es gilt grad f = Agrad g genau dann, wenn A = 1 und y(2y% — 1) = 0 oder

0. Diese Eigenschaft haben genau acht Punkte in dD;, nimlich (0,+1)7,

(;, 0)T, (£v2/2,+v2/2)".

Satz 18 (Multiplikatorenregel von Lagrange). Seien f : R™ - R und §: R"™ —
R™ mit § = (g1,...,9m)" stetig differenzierbar und M = {Z : §(&) = 0}. Wenn
ZTo € M lokales Extremum von f auf M ist und die (m,n)-Matriz (D§)z, Rang m
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hat, dann existiert A € R™ mit A = (A\1,..., \p) und

gxi(%) +;/\igi;(fo) =0 Vj=1,...,n

BEWEIS. Die Bedingung rang D§ = m erlaubt es, die Gleichung §(%) = 0
lokal nach m der n Variablen aufzulésen. Wir erhalten eine Auflésungsfunktion h
und eine lokale Beschreibung der Menge M als {(, h(£))T}. Nun hat die Funktion
F(€,h(€)) ein lokales Extremum fiir & mit (£, 2(&)) = @ und die Existenz der
Lagrange-Multiplikatoren \; folgt aus der Kettenregel. O

BEISPIEL 46 (Quader minimaler Oberfliche und vorgegebenem Volumen). Ein
Quader mit den Seitenldngen x,y, z hat das Volumen V = zyz und die Oberfliche
flz,y,2) =2(zy + 2z + yz). Es sei V > 0 ein vorgegebenes Volumen. Unter allen
Quadern mit dem Volumen V suchen wir den mit der kleinsten Oberfliche. D.h. wir
suchen das Minimum der Funktion f unter der Nebenbedingung g(z,y, z) = xyz —
V=o.

Da V > 0 ist, konnen wir die Nebenbedingung nach z umstellen, z = V/(xy)
und miissen nun das Minimum der Funktion

hz,y) = fz,y,V/(xy)) = 2(xy + V/y + V/x)
auf der offenen Menge {(z,y)” : z,y > 0} C R? bestimmen. Es gilt
Dh = (2y — 2V/2? 2z — 2V /y?).

Aus y2? =V = xy? folgt 2 = g, da z,y > 0. Die Funktion h hat einen kritischen
Punkt mit z = y = V/3. Die Hesse-Matrix von h ist

_ (4v/2® 2 13 i3y _ (402
Hh_( 2 4V/y3>’ Hy (V2 V) = 2 4)°

im kritischen Punkt positiv definit. Also hat h dort ein lokales Minimum.

Nun wollen wir die Multiplikatorenregel von Lagrange verwenden. Es gilt dg =
(yz,zz,zy) # (0,0,0), da x,y,z > 0. Die Gleichung df + A\dg = 0 wird mit df =
(2(y + 2),2(z + 2),2(x + y)) zu

(0,0,0) = 2(y + 2), 2(x + 2), 2(z + y)) + Ayz, 2z, 7y)
=2+ 2) + AWz, 2(x + 2) + Azz, 2(x + y) + Axy),

also
PR S e S Ll
yz xz xy

und durch Multiplikation mit zyz auch zy+xz = 2y+yz = x2+yz. Wegen z,y, z >
0 erhalten wir die Bedingung # = y = z und 23 = V aus der Nebenbedingung. Es
gilt f(x,x,x) = 622, also f(x,r,x) = 6V?/3 im kritischen Punkt mit » = V1/3.
Dieser kritische Punkt ist ein Minimum, da f(xz,y,2) — oo fiir  — 0 oder y — 0
oder z — 0.

BEISPIEL 47 (Entfernung zu einem Punkt). Wir suchen den Punkt auf der
Ellipse {(x,7)” : (z — 2)? + 4y®> = 16, der am dichtesten am Ursprung 0 liegt.
Wir miissen die Funktion f(x,y) = 22 + y? unter der Nebenbedingung g(z,y) =
(x —2)? 4+ 49? — 16 = 0 minimieren.

Die Nebenbedingung beschreibt eine kompakte Menge. Da die Funktion g stetig
ist, ist ihre Nullstellenmenge abgeschlossen. Auflerdem ist diese Menge beschrinkt,
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weil |z —2| <4 und |y| < 2. Also nimmt f auf der durch die Nebenbedingung defi-
nierten Menge ihre globalen Extremwerte an. Weiterhin gilt Dg = (2(z — 2),8y) =
(0,0) &z =y =0, aber ¢g(0,0) # 0.

Da Df+ADg = (2z+A2(x—2), 2y+ A8y) suchen wir Losungen des Gleichungs-
systems z = A(2 — z), y(1 +4)\) = 0 und g(z,y) = 0. Aus der zweiten Gleichung
folgt y = 0 oder A = —1/4.

e Wenn y = 0, so folgt aus g(x,0) = 0 sofort x = 2 +4, also x = 6 oder
x = —2, und dann A = —3/2 oder A = —1/2. Es gilt f(—2,0) = 4 und
£(6,0) = 36.

e Wenn A = —1/4, dann —4a = 2—xz, also x = —2/3 und aus g(—2/3,y) =0
folgt y? = (16 — 82/3%)/4 = (4 — 16/9) = 20/9, also y = +2/5/3. Es gilt
f(=2/3,+2v/5/3) = (4 +20)/9 = 8/3 < 4.

Den kleinsten Abstand zum Nullpunkt haben die beiden Punkte (—2/3, £2/5/3)T
auf der Ellipse. Dieser Abstand betrigt 2v/6/3.

BEISPIEL 48 (Entfernung zu einer Geraden). Wir wollen den kleinsten Abstand
zwischen Punkten auf der Geraden x+y = 4 und der Ellipse 224432 = 4 bestimmen.

Das bedeutet, dass wir das Minimum der Funktion f(z1,y1,%2,y2) = (1 — 22)? +

(y1 — y2)? unter den Nebenbedingungen §(z1,y1,22,y2) = 0 mit § = (g1,92)7,

91(z1,y1,22,y2) = 21 + 31 — 4 und go (21, Y1, T2, y2) = T3 + 4y2 — 4 suchen miissen.
Hier ist die durch die Nebenbedingung beschriebene Fléiche nicht kompakt, aber

S 1 1

by = (0 0 222 822)
hat maximalen Rang, weil ga(1,%1,0,0) # 0, also der Punkt (0,0)7 nicht auf der
Ellipse liegt. Es gilt

Df +XDgi + A2Dgo

= (2(z1 — w2) + A1, 2(y1 — y2) + A1, —2(21 — 22) + 2X2m2, —2(y1 — Y2) + 8Aa2y2).
Wir suchen Losungen des Gleichungssystems:

0=2(x1 —x2)+ M1

0=2(1 —y2) + M1

0= —2(x1 — z2) + 2Xax2

0=—2(y1 — y2) + 8Aay2

O=z14+y1 —4

0=a3+4ys — 4
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt Ay = —2(z1 — z2) und 1 — 22 = Y1 — Yo
Dann folgt aus der dritten und der vierten Gleichung 1 = xo+Xoxo, y1 = yo+4A2yo
und 0 = Ay(4ys — x2), also Ay = 0 oder 4y; = xs.

e Wenn Ay = 0, dann folgt 1 = x2, A1 =0, y1 = y2, y1 = 4 — x1. Doch die

Gerade z+y = 4 und die Ellipse 22 +4y? = 4 haben keinen Schnittpunkt.
e Wenn 4y, = x3, so folgt 2033 = 4, also y» = +1/v/5 und

0=214+y1 —4=x2(1 4+ X2) +y2(1 +4X2) — 4 = 5y + 8oy — 4,

also 8\ays = 4 — 5yo. Damit folgt aus der vierten Gleichung 2(y; — y2) =
4 — 5y, also y1 = 2 — 3y /2 = 2 — 3/(£2v/5) und z; = 2+ 3/(+2V/5). Es
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gibt zwei kritische Punkte. Es gilt
f(2+3/(2V5),2 —3/(2V5),4/v5,1/V5) = 2(2 — V/5/2)?
f(2=3/(2V5),2+3/(2V5), —4/v5, —1/V/5) = 2(2 + v/5/2)2.

Also sind die Punkte (2 + 3/(2v/5),2 — 3/(2v/5))” auf der Geraden und
(4/v/5,1/4/5)T auf der Ellipse die gesuchten Punkte mit dem geringsten
Abstand.

BEISPIEL 49 (Alternative Eigenwertmethode). Wir bestimmen die Extremwer-
te der Funktion f(z,y,2) = (z +y + 2)? auf der Kugeloberfliiche, also unter der
Nebenbedingung g(x,y,2) = 2% + y? + 22 — 1 = 0. Die durch die Nebenbedingung
definierte Fliche ist kompakt und dort hat Dg maximalen Rang. Da

Df+ADg=2(x+y+z+dr,c+y+z+ Iy, z+y—+2z+A2)

gilt Df + ADg = 0 genau dann, wenn A = 0und x +y+ 2z =0 oder z =y = z
und A = —3. Im ersten Fall erhalten wir den Funktionswert f(z,y,z) = 0, der ein
globales Minimum ist. Im zweiten Fall fiihrt die Nebenbedingung zu x = y = z =
+1/v/3 und f(x,y,2) = 3. Da die Kugeloberfliche kompakt ist, nimmt f auf ihr
ein Maximum 3 und das Minimum 0 an.

Die Funktion f ist eine quadratische Form. Wir kénnen die Extremwerte von
f auf der Kugeloberflache, also auf der Menge der Vektoren von Lénge 1, mit Hilfe
der Eigenwerte der quadratischen Form bestimmen. Diese sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

1—A 1 1
PN =det| 1 1-X 1 |=(0-X>+1+1-31-X)=(3B-N\%
1 1 1—X
Die quadratische Form f hat den doppelten Eigenwerte 0 und den einfachen Ei-

genwert 3. Das Maximum der quadratischen Form auf der Menge der Vektoren der
Lénge 1 ist der grofite Eigenwerte 3, das Minimum ist der kleinste Eigenwert 0.



KAPITEL 2

Einfiihrung in die numerische Mathematik

Fiir viele Fragestellungen kann man zwar die Existenz einer (eindeutigen) Losung
beweisen, man hat aber keine Formel bzw. keinen endlichen Algorithmus zur Be-
rechnung dieser Losung zur Verfiigung.

Beispiele fiir Probleme, die numerische behandelt werden miissen.

e Bestimmung von Nullstellen:

Ein Polynom vom Grad n in einer Variablen hat n komplexe Nullstel-
len. Ein Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten hat min-
destens eine reelle Nullstelle. Aber fiir Polynome vom Grad > 5 gibt es
keine allgemeine Losungsformel. Die Untersuchung der Eigenschaften der
Nullstellenmengen von Polynomen in mehreren Variablen ist Gegenstand
der algebraischen Geometrie.

Die Losung der Gleichungen cosx = z, also der Nullstelle der tran-
szendenten Funktion cosx — x kann nicht exakt bestimmt werden.

e Bestimmte Integrale stetiger Funktionen existieren, aber oft ist die Stamm-
funktion nicht in geschlossener Form bekannt.

e Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz beinhaltet ein leicht zu priifendes
Kriterium, das die eindeutige lokale Losung eines Anfangswertproblems
sichert. Der Satz ist aber nicht konstruktiv, die Losung des Anfangswert-
problems wird i.A. numerisch konstruiert.

e Diskretisierung

Fragestellungen der Numerik. Fiir ein Verfahren zur niherungsweisen Be-
stimmung einer Losung fragen wir ob und wie schnell dieses Verfahren konver-
giert. Aulerdem mochten wir den Fehler zwischen exakter und Néherungslosung
abschétzen.

Rechengenauigkeit. Selbst wenn man einen exakten Algorithmus anwenden
kann, so ergeben sich Rechenfehler durch die Unmdéglichkeit die Dezimaldarstellung
reeller Zahlen oder auch sehr kleine oder sehr grofle rationale Zahlen korrekt ab-
zuspeichern. Hier besteht die Aufgabe darin, die Probleme so zu stellen, dass ihre
numerische Behandlung stabil ist.

1. Fixpunktverfahren

Viele theoretische und numerische Probleme lassen sich in die Frage nach der
Existenz und Bestimmung Fixpunkten umformulieren.

DEFINITION 12. Es sei g : [a,b] — R. Ein ¢ € [a,b] heifst Fixpunkt von g,
wenn g(c) = c.

43
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Ein Fixpunkt einer Funktion g ist ein Schnittpunkt des Graphen von g mit der
Winkelhalbierenden y = z und Nullstelle der Funktion f(z) := g(z) — z. Wenn g
stetig und f(a)f(b) < 0, d.h. f(a) und f(b) haben verschiedene Vorzeichen, dann
hat g im Intervall [a, b] mindestens einen Fixpunkt.

DEFINITION 13. Fs sei g : [a,b] — R. Wenn eine Konstante L € R existiert,
so dass |g(x) — g(y)| < L|z —y| fir alle z,y € [a,b], dann geniigt g der Lipschitz-
bedingung und die Konstante L heifit Lipschitzkonstante.

LEMMA 4. Wenn g der Lipschitzbedingung geniigt, dann ist g stetig. Wenn g
stetig differenzierbar ist, dann geniigt g auf [a,b] einer Lipschitzbedingung mit einer
Lipschitzkonstante L = max,c(q.p |9’ (2)].

BEWEIS. Aus dem Mittelwertsatz folgt

lg(z) — g(y)| = 1g(§)(x —y)| < max, lg" (2)]|z — vl

fiir ein & € [a, b]. O

Satz 19 (Fixpunktsatz). Wenn g : [a,b] — R der Lipschitzbedingung mit einer
Lipschitzkonstanten L < 1 geniigt und g([a,b]) C [a,b], dann jede rekursiv definierte
Folge {xp}nen mit xg € [a,b] und xn41 = g(x,) gegen den einzigen Fizpunkt
¢ € [a,b] von g und es gelten fiir alle n € N die Fehlerabschitzungen

n

— <
[en —el < 77

o1 = ol o = el < 7=

|Zpn — Tp—1]-

BEWEIS. Die Intervallschachtelung g™ ([a, b]) konvergiert gegen ¢, denn die Lénge
von g"([a,b]) ist kleiner als L™ (b — a) und konvergiert gegen 0. O

BEMERKUNG 13. Die Folge {z,} konvergiert schneller, wenn L klein ist. Wenn
die Existenz eines Fixpunktes gesichert ist, so konnte man diesen auch durch fort-
gesetzte Halbierung des Intervalls und Wahl des geeigneten Teilintervalls (mit un-
terschiedlichen Vorzeichen der Funktionswerte an den Intervallenden) finden. Dies
entspriiche L = 1/2.

BEIsPIEL 50. Wir suchen die Fixpunkte der Funktion g(z) = 2In(1 + z). Es
gilt g(0) = 2In1 = 0. Also ist ¢ = 0 ein Fixpunkt von g. Weiterhin ist g(e — 1) =
2lne=2>e—1und g(e? — 1) = 2Ine? = 4 < e? — 1. Also existiert ein Fixpunkt
von g im Intervall [e — 1,e? — 1]. Wir betrachten f(x) = g(x) — z. Es gilt

2 1—2x

F@) =g@-1= 1=

Also 0 < f'(x) < 1 fiir alle z > 1. fiir alle x > 1. Insbesondere ist f monoton
wachsend und har deshalb nur eine Nullstelle > 1. Aufierdem hat g auf [e—1, e% —1]
eine Lipschitzkonstante L < |2/9 — 1| = 7/9.
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Wir starten die Fixpunktiteration mit zg = 3 und erhalten
x1 = g(zo) ~ 2, 7725887222
x9 = g(z1) = 2,6555228591
x3 = g(x2) &~ 2,5924782721
= g(z3) ~ 2,5576845817
= g(z4) =~ 2,5382198697
= g(z5) = 2,527247478
= g(z6) = 2,521035631
=g(z7) =

2,5175103194

€5
T
z7
mit der Fehlerabschétzung
789 7- 7
_982|z0—:171|<014 |cfx8|§ﬁ|9:87x7|< -0,004 = 0,014.
Ubergang zur Umkehrfunktion. Wenn ¢/(z) > K > 1 fiir alle 2 € [a, D],

stetig differenzierbar und g([a, b]) C [a, b], dann existiert eine Umkehrfunktion g :
g([a, b)) — [a, b] mit

|c — xg]

yom 19 V(W) <1/K <1, da(g7) (9(x)) = g'(z)

Da g(c) = ¢ genau dann, wenn g~ !(c) = ¢, kann man zur Bestimmung eines Fix-
punktes von g auch die Fixpunkte der Umkehrfunktion ¢g~! suchen.

BEISPIEL 51. Wir suchen die Fixpunkte von g(z) = tanz. Es gilt 0 = tan0.
Die Funktion g(x) hat in jedem Intervall (km — 7/2,kw + m/2) einen Fixpunkt,
weil f(z) = tanx — z auf diesem Intervall alle reellen Zahlen als Funktionswerte
annimmt. Wir suchen einen Fixpunkt von g im Intervall (7/2,37/2). Es gilt ¢'(z) =
1+ tan?z > 1. Die Umkehrfunktion arctany + 7 geniigt der Lipschitzbedingung
mit einer Lipschitzkonstante L = 1/2 < 1, denn (arctany)’ = 1/(1 + y?) < 1/2 fiir
alle y > 1.

Wir starten die Fixpunkiteration mit yo = 3 und erhalten

y1 = m + arctan(yo) ~ 4, 390638426

y2 = m + arctan(y;) ~ 4, 4884516449

ys = 7 + arctan(ys) =~ 4, 4931752503

y4 = m + arctan(ys)

ys = m + arctan(ys)

ye = ™ + arctan(ys) ~ 4, 4934094333
(y6) ~ 4, 4934094567

)

ys = m + arctan(y7) ~ 4, 4934094579.

y7 = m + arctan(yg

2. Nullstellenberechnung, Newtonverfahren
Die Berechnung von Nullstellen einer Funktion f : [a,b] — R 148t sich auf die
Bestimmung von Fixpunkten zuriickfiihren, z.B.

e f(c) = 0 genau dann, wenn ¢ Fixpunkt von g(x) = x + f(x). Hier wihlt
man das Vorzeichen so, dass |¢'(z)| = |1+ f'(z)| < 1.
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e Wenn f'(z) # 0 fiir alle € [a,b] dann ist f(¢) = 0 genau dann, wenn
¢ ein Fixpunkt von g(z) = z — % Die so definierte Iteration {x, }nen

mit x¢ € [a,b] und

iy =y — L)
n - n
f(@n)
heiflit Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen.

Da beim Newtonverfahren

L F@P) @) @)
A N T C

gilt

SATz 20 (Konvergenzkriterium fiir das Newton-Verfahren). Wenn f € C?([a, b)),
f'(x) #0 fir alle x € [a,b] und

f@)f"(x)

<1,

dann konvergiert die Folge {Tpn}nen mit x9 € [a,b] und z,41 = g(x,) gegen die
einzige Nullstelle ¢ von f in [a,b], falls x,, € [a,b] fiir alle n. Es gelten die Fehler-
abschdtzungen

|f (2n)]

L
N T — x| £ — T ——.
lc — x| < 1= L|$n ol le—aa] < Mingeq,p) |f/(2)]

BEISPIEL 52 (Berechnung von v/a). Die reelle Zahl y/a ist die positive Nullstelle
der Funktion f(z) = #? — a. Wir wollen a = 1/2 betrachten, also 1/1/2 berechnen.
Es gilt 1/2 < 1/1/2 < 5/7. Da 1 — f'(z) = 1 — 2=, geniigt die Funktion g(z) =
x— f(x) auf [1/2,5/7] der Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstante L = 3/7.
Wir starten die Fixpunktiteration mit xy = 0,6 und erhalten

Ty =10 — 25 +1/2=0,74

Ty =1 — 21 +1/2=0,6924

T3 =9 — x5+ 1/2 = 0,71298224

Ty = 23 — T3+ 1/2 ~ 0, 70463856544
r5 = x4 — 25 +1/2 ~ 0,70812305753
T6 = x5 — T2+ 1/2 =~ 0, 70668479292
r7 =26 — 2o +1/2 ~ 0,70728139637
Ty = w7 — x2 + 1/2 ~ 0,70703442272.
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Nun berechnen wir 1/1/2 mit Hilfe des Newtonverfahrens. Es gilt f/(z) > 1 fiir
x > 1. Wir starten auch das Newtonverfahren wieder mit xg = 0,6 und erhalten

T = 2 — ;,((Z‘;)) ~ 0, 71666666667
Ty = 21 — J{[,((le)) ~ 0, 70717054264
T3 = 9 — ]{,((Z)) ~ 0, 70710678406
T4 = 3 — ;,((ZZ)) ~ 0,70710678119.

Das Newtonverfahren konvergiert hier sehr schnell.

Mehrdimensionales Newtonverfahren. Wenn f : R™ — R™, dann fiihrt
die Approximation
f(@ni1) = [(@n) = (Df)z, (Znt1 — Zn)

in der Néhe einer Nullstelle, also f(Z,4+1) =~ 0, zu der Iteration

Tpy1 = Tn — (DJ?);I:;"I _‘(fn) bzw. — _»(fn) = (Df)a?n (Tng1 — Tn)
als lineares Gleichungssystem fiir Z,,11. Um dieses Iterationsverfahren durchfiihren
zu konnen, muss Df invertierbar sein. Wenn zusiitzlich die Abbildung §(Z) =
#— (Df);' f(Z) kontrahierend ist, dann konvergiert dieses mehrdimensionale New-
tonverfahren gegen eine Nullstelle von f

3. Interpolation

Gegeben sind Stiitzstellen z, . .., z,, und die Werte y; = f(z;) einer Funktion f
in diesen Punkten. Gesucht ist ein Polynom p(z) mit p(z;) = y, firalle j = 0,...,n,
also ein Polynom durch die vorgegebenen Punkte.

Satz 21 (Existenz eines eindeutigen Interpolationspolynoms). Es seien paar-
weise verschiedene x; € R und beliebige y; € R fiir 0 = 1,...,n gegeben. Dann
existiert ein eindeutiges Polynom p(z) vom Grad < n mit p(x;) = y; fir alle j.

BEwWEIS. Das gesuchte Polynom ist

p)=> v [[ ;:Zk :

=0 kgt F

O

BEISPIEL 53 (Lineare Funktion). Fiir 29 # z1 € R und yo,y1 € R gibt es
genau eine Gerade durch die Punkte (zg,%0)” und (1, y1)”. Dies ist der Graph des
Polynoms

€T — I xr — Xg —YoZ + Yox1 + Y1T — Y1%o
p(z) = yo + 1 =
To —T1 T1 — Zo Tl — o
Y1 — Yo Yox1 — Y1%o
= :L’—’— .

T1 — o T1 — To
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SaTz 22 (Fehlerabschiitzung). FEs sei f € C""Y([a, b)) und p das Interpolations-
polynom von f zu den Stiitzstellen xo < ... < x,. Dann gilt

1F = plloo = max |(2) = p(@)] <
mit q(a) = [T}o(a — w0).

BEWEIS. Fiir z € [a,b] und = # x; fiir alle j hat die Funktion

1 (n+1)
(n+1) e |f ()] rg[w;]\q( )l

mindestens n+2 Nullstellen. Daraus folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes
von Rolle, dass F("*1) im Intervall [a, b] mindestens eine Nullstelle hat. Es existiert
also ein & € [a,b] mit F("*1(¢) = 0. Da p ein Polynom vom Grad n ist, gilt
p("t1) = 0. Das Polynom ¢ hat Grad n + 1 und der fiihrende Koeffizient ist 0,
deshalb gilt ¢(»*1) = (n + 1)!. Wir erhalten die Gleichung

0= PO () = () - L2 oy

und damit die Abschétzung

(@) — pla)| = A4

1) x |f0) (@) max Jq().

(n+1) < -
|f ©l = (n+1)! mIél[a,b] €la,b]

O

BEMERKUNG 14. Der Faktor |||, in der Abschéitzung des Interpolyti-
onsfehlers hangt nur von der zu interpolierenden Funktion f ab. Der zweite Faktor
ll¢l|lco kann durch geeignete Wahl der Stiitzstellen x; klein gehalten werden

SATZ 23 (Berechnung des Interpolationspolynoms). FEs seien paarweise ver-
schiedene ; € R und beliebige y; € R fir j = 0,...,n gegeben. Dann existieren
B; € R, so dass

Z B; H (x—xk) = Bo+Bi(x—x0)+Ba(z—z9)(x—21)+. .. Bp(z—20) ... (x—Tp—1)
7=0 k=0

das eindeutige Polynom p(x) vom Grad <n mit p(x;) =y; fir alle j ist.

Beweis. Die Gleichungen .. B f;o( — 1) = y; koénnen nach B; auf-

gelost werden ([l

BEISPIEL 54. Wir betrachten die Stiitzstellen z; = j mit j = 0,1,2 und die
Werte yp = y2 = 1 und y; = 0. Dann ist

1 =yo = p(xo) = p(0) = Bo,
0=y =p(x1) =Bo+ Bi(z1 —x0) =1+ By, By = —
1=1ys =p(x2) = By + Bi(xa — x0) + Ba(xa — o) (22 —x1) =1 — 2+ B2, By =1
und das Interpolationspolynom p ist
px)=1—-(z—z0)+(x—20)(x —21) =1 —2+2(x—1) = (x — 1)

Diese Formel fiir das Interpolationspolynom 148t sich leicht anpassen, wenn
man nicht nur die Funktionswerte an den Stiitzstellen x; vorgibt, sondern auch die
Ableitungen bis zur Ordnung m;.
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SaTz 24 (Interpolation von Funktionswerten und Ableitungen). FEs seien paar-
weise verschiedene x; € R und beliebige y(l) €R firj=0,...,nundl=0,...,m,
gegeben. Dann ezistiert ein eindeutiges Polynom p vom Gmd <n+ Z _ymy; mit

p(l)( ]) = y. fu,r alle j,1. Es gilt p( ) =

n—1 m; j—1 n—1 n—1
Y5 IIw—on+%x—%%”+%S-&uIIu—xnmﬁ%x—xwm
§=0 1=0 k=0 1=0 k=0

und die Koeffizienten Bj; konnen durch Umstellung der Gleichung p(l)(acj) = y]()

nach B;; berechnet werden.

BEISPIEL 55 (Kubischer Spline). Es seien 2 = —1, 21 = 1, y(o) i © — 1,
(1)
Yo =

—2 und yil) = 2. Dann gilt
p(SC) = 3070 + Bo,l(x - Io) + Blvo(m — 930)2 + 31,1(1‘ — 1‘0)2(.% — Il)
und die Koeffizienten Bj;; berechnen wir

1= y(o) = p(wo) = Bo,o

—2 =y = p/(20) = Bos
0) _

1=y’ =p(z1) = Boo+ Bo,1(z1 — 29) + Bio(z1 — 29)> =1 — 22+ By 2
B4 0= 1

2 = y(l) ( 1) = B071 + 2B170(£C1 — IQ) + Bl,l(xl — 580)2 = 72 + 2 . 2 + B17122
Bi1=0

und p(z) =1 —2(z + 1) + (z +1)2 =

BEMERKUNG 15. Interpoliert man nur die Funktionswerte an den Stiitzstel-
len, so treten an den Intervallenden starke Oszillation auf, wenn die Anzahl der
Stiitzstellen grof ist. Dem kann man entgegen wirken, indem man zwischen zwei
Stiitzstellen einen kubischen Spline verwendet und den Ubergang zwischen den ein-
zelnen Splines durch die Wahl der Ableitungen in den Stiitzstellen differenzierbar
macht.

4. Numerische Integration

4.1. Numerische Integration bestimmter Integrale. Um ein Integral ei-
ner Funktion f numerische zu berechnen, bestimmen wir das Integral einer Inter-
polation von f. Als direkte Folgerung aus der Fehlerabschitzung zwischen einer
Funktion f und ihrem Interpolationspolynom erhalten wir

Sarz 25 (Integrationsfehler). Seien f € C"*V([a,b]), a =29 < ... < xp, = b
Stiitzstellen und p das Interpolationspolynom von f in diesen n + 1 Stiitzstellen.
Dann gilt

1
) < — ("“ / )|dx
- (’I’L—f—l).xe[a b]‘f ‘ |q ‘

mit q(x) = (x — xz9) ... (x — xp).
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Fiir n = 1 ergibt sich die Trapezregel, d.h.

o) = o)+ 1O

’ fla) + f(b)
‘Ap@Wx:4agja*

[ @i = [ -y - -]
[(x - a)3]b _(b—a)?

b

b _ \2

a

6 6

b—a)?
< 1" (
_éﬁﬁﬁ(@\ 12

/a " f(a) - pla)da

Fiir n =2 und 21 = (b + a)/2 erhilt man die Simpsonformel,

F(55) — f(0) SO+ f@ =205 ath,
b—a (b—a)? 2

/abp@c)da: =25t () var (“52) + 10)

Wenn f € C*([a, b]), so gilt sogar die Fehlerabschiitzung

(x—a)+2

b (b— a)5 (4)
[ 1) = vty < g ma 119w

BEMERKUNG 16. Hier erhilt man die ,,bessere” Abschétzung, weil fiir beliebiges
¢ € R das Integral f: c(z — a)(z — %) (z — b)de = 0 und f eigentlich an vier
Stiitzstellen durch ein Polynom dritten Grades interpoliert wird.

Entscheidend fiir die Giite der Formel ist der Exponent von b — a, der Inter-
valllinge. Fiir n > 1 konvergiert (b — a)™ schneller gegen 0 als b — a, leider wiichst
(b — a)™ auch schneller als b — a. Folglich werden die N#herungen fiir grofle Inter-
valllingen immer schlechter.

Eine Losung des Problems besteht darin, das Intervall [a,b] in N Teilinter-
valle gleicher Linge, also (b — a)/N zu zerlegen und auf diesen Teilintervallen die
Trapez- oder die Simpsonformel anzuwenden. Fiir die zusammengesetzte Tra-
pezformel T (z) und die zusammengesetzte Simpsonformel Sy (x) gelten dann die
Fehlerabschétzungen

b _ )3
(1) [ 1@ - Twtayas] < G2 w770
’ (b—a) ()
) [ @) = Snla)e| < e ma 11wl

FOLGERUNG 7. Fiir N — oo konvergieren f: Ty (z)dz und f; Sy (z)dx gegen

f: f(x)dz.
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4.2. Uneigentliche Integrale. Wenn das Integrationsintervall unbegrenzt
ist, z.B. [a,00), oder die zu intergierende Funktion f unbeschrinkt ist, kann man
die Trapez- oder die Simpsonformel nicht direkt anwenden.

o Abschneidemethode: Statt des [ f(z)dx berechnet man faM fz)dz
fiir ein M > a niherungsweise und schiitzt des Rest [,; f(z)dz ab. Dies
ist sinnvoll bei Funktionen f, die fiir x — oo schnell gegen 0 konvergieren,
z.B. f(x) =e*.

e Substitution: Durch eine Substitution kann man ein unbeschrénktes In-
tervall in ein beschréinktes transformieren. Zum Beispiel ist arctan([0, c0)) =
[0,7/2) und 1/([1,00)) = (0, 1]. Manchmal funktioniert nach einer Sub-
stitution auch die Abschneidemethode besser.

e partielle Integration: Zum beispiel kann man durch mehrmalige par-
tielle Integration von floo sinz 72 erreichen, dass der Exponent von z im
Nenner grofler wird und dadurch die Abschneidemethode dann bessere
Naherungen liefert, weil der Integrand fiir grofle x schneller gegen 0 kon-
vergiert.

5. Differenzenverfahren

Ein ad hoc Methode zur numerischen Behandlung von Differentialgleichungen,
d.h. Anfangswert- und Randwertproblemen, ist das Differenzenverfahren. Ersetzt
man y' durch Differenzenquotienten (y(z + h) — y(z))/h mit kleiner Schrittweite
h, so erhélt man ein lineares Gleichungssystem. Weitere Stichworte zu numerischen
Losungsverfahren von Differentialgleichungen sind explizit und implizites Euler-
Verfahren, Runge-Kutta-Verfahren, Schrittweitenanpassung und Methode der fini-
ten Elemente.






KAPITEL 3

Intergalrechnung fiir Funktionen mehrerer
Veradnderlicher

Das Integral [, f(#)d# einer Funktion f : R™ > D — R=% soll das (n + 1)-
dimensionale Volumen der Menge

{(z,y)" :Ze D,y elo,f(@)}

messen. Wir definieren dieses Integral erst fiir die einfachsten Funktionen (konstan-
te Funktionen) und die einfachsten Definitionsbereiche (abgeschlossene Intervalle)
und setzten die Definition dann in geeigneter Weise fort, so dass das Intergal alle
wiinschenswerte Eigenschaften hat, z.B. Linearitét

/D(f+g)(f)d:?:/ f(f)df+/ (%) dz, /Dcf(f)d:?:c/Df(f)df

und [, f( dx—fD\Df ¥)dz+ [, f(¥)dZ fir f,g: D —R,c€ Rund Dy C D.

1. Definition des Riemann-Integrals

DEFINITION 14. Es seien @,b € R™ mit @ = > i1 aj€; und b= > j—1 bj€j. Die
Menge

[@,b] == :E—ijej zj € [aj,b;] V]

heifst abgeschlossenes Intervall des R".
Die Zahl p(]a@,b]) = [1j=1(bj — a;) heift MaB oder Inhalt des Intervalls [d,b].

Wir setzen 0(]a@,b]) :== ||b— al|.

Ein abgeschlossenes Intervall ist eine kompakte Teilmenge des R™. Das Integral
einer konstanten Funktion f = ¢ iiber einem abgeschlossenen Intervall I sollte cpu(I)
sein.

Es gilt §([@, b)) < b; — a; fiir alle j.

1.1. Integrierbarkeit beschrinkter Funktionen auf abgeschlossenen
Intervallen. Es sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall. Z = {I3,..., I} heifit
Zerlegung Z des Intervalls [ in Teilintervalle Iy, ..., I,,, falls

Uity L =T und p(l; N 1) =0 V) # k.

Wir setzen |Z| := max{d|[;| : j = 1,...,m}. Die Zahl |Z] ist ein Maf fiir die
Feinheit der Zerlegung Z.

53
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Wie fiir Funktionen in einer Variablen definieren wir Obersumme O(Z) und
Untersumme U(Z) einer beschriankten Funktion f : I — R beziiglich einer Zerle-
gung Z:

UZ) =Y inf{f() 2 e Luly), O(Z):= sup{f(z): v € L}u(l).
Jj=1 j=1

Eine beschriankte Funktion f : I — R heifit (Riemann-) integrierbar auf dem
Intervall I, falls

sup{U(2)} = inf{O(Z2)}.
=z zZ
In dem Fall
/f(x) dz :=sup{U(2)} = inf{O(Z)}.
I Zz z
SATZ 26. Wenn f stetig auf I, dann ist f integrierbar auf I.

BEWEIS. Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist f gleichméBig
stetig. Als Treppenfunktion f,, wihlt man zum Beispiel

2m
by, — by —
30 Ay it Ly = @ 3SR G - DALT 3 T
J:]1,...7Jn:1 k &
und Zy € I;. Also UjI; =T und p(Iy) = p(I)27m™. 0

SATZ 27. Wenn f und g integrierbar auf I und a,b € R, dann ist auch af + bg
auf I integrierbar und es gilt

/Iaf(x) +bg(z)dx =a /1 f(z)dz + b/lg(z) dx  (Linearitit).

Wenn zusdtzlich f(x) < g(x) fir alle x € T gilt, so ist

/If(af) de/Ig(a?) dr  (Monotonie).

SATZ 28. FEine beschrankte Funktion f : I — R ist genau dann auf dem ab-
geschlossenen Integral integrierbar, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen der
Funktion f eine Nullmenge ist.

1.2. Messbare Mengen und Nullmengen. Wenn D C R" beschrankt ist,
dann existiert ein minimales abgeschlossenes Intervall I(D) mit D C I(D) Die
Funktion

1 ,fallsZeD

. I(D) = R mit yp(F) =
xp : (D) = R mit xp(&) {o falls 7 ¢ D

heifit charakteristische Funktion von D.

DEFINITION 15. FEine beschrinkte Menge D C R™ ist messbar, falls ihre cha-
rakteristische Funktion xp auf dem Intervall 1(D) integrierbar ist. In dem Fall

u(D) = [ xo(o)do

auf I(D) integrierbar ist.
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DEFINITION 16. FEine Teilmenge M C R™ heiffit Nullmenge, falls es zu jedem
€ > 0 hdchstens abzihlbar viele abgeschlossene Intervalle I; mit

M c Ul und Z,u(fj) <e
J
gibt.

SaTZ 29 (Eigenschaften von Nullmengen). Es gilt
(i) Wenn M C R™ Nullmenge und N C M, dann ist N eine Nullmenge.
(i) Wenn M C R™ endlich oder abzihlbar, dann ist M eine Nullmenge.
(i1i) Wenn M; C R", j € N, Nullmengen, dann ist U;M; eine Nullmenge.
(iv) Wenn K C R"™ kompakte Nullmenge, dann existieren zu jedem € > 0
endlich viele abgeschlossene Intervalle I; mit

M Cc U;l; und Zu(Ij) <e.
J
BEISPIEL 56 (Graphen). Der Graph {(Z, f(Z)) : £ € D} einer stetigen Funktion

f: I — R mit I ¢ R*"! Intervall ist eine Nullmenge in R", zum Beispiel die
Hyperebene {(7,0) : ¥ € R"~1} Cc R™.

BEISPIEL 57 (Nullstellenmengen von Polynomen). Wenn p : R™ — R ein Po-
lynom und nicht p # 0, dann ist {Z : p(£) = 0} eine Nullmenge des R", z.B. die
Kugeloberfliche {(z,y,2) : 22 + y? + 22 — 1 = 0}.

Es sei D C R"™. Ein Punkt & C D heifit innerer Punkt, wenn es eine Umge-
bung von # gibt, die ganz in D liegt, also U, = {¢ : ||T— ]| < e} C D fiir ein € > 0.
Ein Punkt & € R™ heifit Randpunkt, wenn jede offene Umgebung von & Punkte
enthilt, die in D liegen, und Punkte enthéilt, die nicht in D liegen. Ein Punkt Z € D
ist genau dann ein Randpunkt von D, wenn er kein innerer Punkt von D ist. Ein
Punkt & € R™ ist genau dann Randpunkt von D, wenn es eine Folge von Punkten
{Z,} C D gibt, die gegen Z konvergiert. Die Menge der inneren Punkte wir mit D°
bezeichnet, die Menge der Randpunkte mit 9D. Der AbschluB D der Menge D ist
die Vereinigung von inneren und Randpunkten D = D U dD.

SaTz 30 (Kriterium fiir Messbarkeit). Eine beschrinkte Menge D C R™ ist
genau dann messbar, wenn 0D eine Nullmenge ist.

LeEmMA 5 (Eigenschaften messbarer Mengen). Wenn D, Dy und Dy messbare
Menge sind, dann sind auch D°, 0D und D1 U Dy messbar und es gilt

u(D) = p(D°) = p(D) und p(Dy U Dy) = p(D1) + p(D2) — p(Dy N Dy).

1.3. Integrierbarkeit beschrinkter Funktionen auf beschrinkten Men-
gen. Es seien D C R™ eine beschrinkte Menge und f : D — R eine beschréinkte
Funktion.

Die Funktion f heifit auf der Menge D (Riemann-) integrierbar, falls die
triviale Fortsetzung

. i 7) L falls Ze D
f1D) R, f<f>{§(‘”) i,

/D f@)da = /I(D) ) da.
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Sarz 31 (Integrierbarkeit auf messbaren Mengen). Eine beschrdnkte Funktion
f: D — R ist genau dann auf einer messbaren Menge D integrierbar, wenn die
Menge ihrer Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist. Dann gilt

/f dx = Doffdx—/f

1.4. Eigenschaften des Integrals.

SATZ 32. Es seien D C R"™ eine beschrinkte, messbare Menge, f, g integrierbar
auf D, ¢ € R und D1, Dy messbare Mengen mit D1 U Dy = D und Dy N Dy = ().
Dann gilt

(i) Linearitdt:

/cf(:z)df:c/ f(Z)dz
/f ) +9(F d:v—/f d:r+/ g(%) dz

(i) Monotonie: Wenn f(Z) < g(Z) fiir alle ¥ € D, dann

/D f(@) di < /D 9(#) di.

(iii) absolute Integrierbarkeit: |f| ist integrierbar auf D und

/|f )|z

() T, f~, max(f,g), min(f,g) und fg sind integrierbar.
(v) Additivitit:

Z) dx

/f(a?)df: f@dz+ [ f(&)dz
D D, Dy

2. Siatze von Fubini

2.1. Satz von Fubini fiir Intervalle. Zu einem abgeschlossenen Intervall
I = [@,b] betrachten wir I, = X jzklaj,b;] € R"1 die Projektion auf R™~!,
die durch Streichen der k-ten Komponente entsteht, und bezeichnen mit &; die
Projektion des Vektors & € I auf Ij.

SATZ 33 (Zuriickfiihrung auf Integrale einer Verinderlichen). Wenn f auf I =
[@,b] integrierbar und f:: [(@)dzxy, fiir beliebige x; € [a;,b;] mit j # k existiert,

dann
/f dxf/ <ak f(& )dxk> dzy.

BEMERKUNG 17. Wenn f auf I stetig ist, so ist f auf I integrierbar und kann
durch iterierte Integrale berechnet werden.
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BEISPIEL 58. Wir betrachten I = [a,b] X [¢,d] und f: I — R mit f(z,y) = zy.
Die Funktion f ist stetig und deshalb gilt

/If(x,y)d(x,y)—/cd </abzydz> dy—/cdg[ﬂi;l;dy—/cd bz*adey

2
b — a? 1[ 2]y=d — ((b2 — a2)(d2 — 62)
9 oW ly=c A '

BEISPIEL 59. Wir betrachten I = [0,1] X [a,b] mit 0 < a und f: I — R mit

x¥ S fallsz >0
f,y) = {0 Jfalls z =0

Die Funktion f ist stetig auf I und insbesondere in den Punkten (0,%)7, weil

lim, o f(x,y) = lim,_,ox¥ = 0, falls y > 0. Nun beachten wir 2¥ = e¥"* und
berechnen

1 b 1 b
/f(xay)d(:c,y)Z/ (/ xydy> dxz/ (/ eyln”“'dy> dx
I 0 a 0 a
1 eylnz y=b 1l'b—.%'a
f e
o | Inx | _ o Inzx

-
und
’ ! | =1 b
/If(l“,y)d(x,y)=/a </0 zydw) dy:/a ﬁ[f’:yﬂ]x:ody:/a gl
= (1 + g} =T

Da f stetig ist, folgern wir

/1xb—x“ b+1
=1In .
o Inz a+1

Das Intergal ist eigentlich, denn

und

=lim —— =b—a.
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BEISPIEL 60. Wir betrachten f(z,y, 2) = 2z+3y*+z auf I = [0,1]x[0, 1]x[1,2].
Die Funktion f ist stetig und wir berechnen

2 1 1
I 1 0 0
2 1 .
= / </ [2% + 3zy” + xz]z;o dy> dz
1 0
2 1 2 »
:/ </ 1+3y2+zdy>dz:/ [y+y3+yz}z;0dz
1 0 1

2 272
7
:/2+zdz{2,z+z} =_.
1 21, 2

2.2. Fubini fiir Normalbereiche. Ein Beispiel fiir messbare Mengen sind
Mengen der Form

M ={Z= ;& : xx € [p(Z), (&x)], Z € Dy}

j=1

fiir eine messbare Menge Dy, € R"~!, z.B. ein abgeschlossenes Intervall, und stetige
Funktionen ¢, : Dy — R. Eine solche Menge nennt man auch Normalbereich
beziiglich z; oder graphartige Menge.

BEISPIEL 61 (Dreieck). Die Menge {(z,y)T : y € [0,z],z € [0,1]} ist von dieser
Art fir k=2, 20 =y, ¥ =2z I, = [0,1], ¢(z) = 0 und ¥ (z) = x.

BerispieL 62 (Kreisscheibe). Der Kreis {(x,y)T : 22 + 3? < 1} ist von dieser
Art fir k=2, 20 =y, @ =, L = [-1,1], ¢(z) = —v1 — 22, Y(z) = V1 — 22

BEISPIEL 63. Die Menge {(x,y)T : 22 — y? < 1,]y| < 1} ist von dieser Form

firk=1,2 =2, & =y, [, = [-1,1], 6(y) = —/1 + %2 und ¢(z) = /1 + 2
BEISPIEL 64 (Einheitstetraeder). Der Einheitstetraeder ist die Menge
{(z,y,2)" o +y+2<12,y,2> 1}
Er ist die konvexe Hiille seiner Eckpunkte (0, 0,0)7, (1,0,0)%, (0,1,0)7 und (0,0, 1)
und Normalbereich iiber dem Dreieck D3 = {(x,y) : * +y < 1,2,y > 0} mit
d(z,y) =0 und Y(z,y) =1—z —y.
BEISPIEL 65 (Rotationsflichen). Eine Rotationsflache ensteht durch Drehung

einer Fldche, die durch den Graphen einer Funktion r = f(z) mit f(z) > 0 fiir alle
z € [a, b] beschrénkt ist, um die z-Achse:

D ={(z,y,2)" : 2 +y* < f(2)*}.

So entsteht die Kugel durch Rotation der Fliche unter dem Graphen r = /1 — 22
fiir z € [-1, 1]. Der Rotationshyperboloid die Rotationsfliche, die aus der Auflésung
der Hyperbelgleichung ¢ — 22 = 1 nach ¢ entsteht.

SATZ 34 (Zuriickfithrung auf auf Integrale einer Variablen). Wenn D C R™
Normalbereich beziiglich xj und f: D — R stetig, dann gilt

[ o= [ ( 4‘;‘2 P dwk> i
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BEISPIEL 66 (Flicheninhalt des Dreiecks). Fiir a,b > 0 betrachten wir D =
{(z,y)T : y € [0,bx/a],z € [0,a]}, ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlingen
a und b und berechnen u(D) als Integral der charakteristischen Funktion xp auf
I=10,1] x [0,1]. Es gilt

[ raa = ["([ 1) o= [Tz an [ Leao= g
D 0 0 0 0o @ 2a

BEISPIEL 67. Wir betrachten D = {(z,y)T : # € [0,7],sinz < y < x} und
die Funktion f(z,y) = z. Die Menge D ist ein Normalbereich beziiglich y mit
¢(x) = sinz und ¢(x) = x. Da f stetig ist, ist f auf D integrierbar und das Integral
kann als iteriertes Integral berechnet werden.

™ x ™ s
/xd(x,y):/ </ xdy) dx:/ Y]y dac:/ —zsinz + 2? do
D 0 sin x 0 0
151" m " L 3
= |z2°| — |[rcosz]; — cosxdr | = -m° —7
3 0 0 3

FoLGERUNG 8 (Volumen der Rotationskorper). Das Volumen eines Rotati-
onskorpers D = {(x,y,2)T : 22 + y? < f(2)2,2 € [a,b]} fiir eine stetige Funktion

f:la,b] — R0 st
_ ’ 2d
/D 1d(z,y, z) —/a wf(2)%dz.

BEWEIS. Es gilt D = {(z,y,2)T : 2 € [a,b],|y] < f(2),|z| < \/W}’

also
b f(2) vV f(z)2—y?
/1d(x,y,z):/ / / ldx | dy | dz
D o \Js) \J VTGP —2

:/: (/ﬂz) zmdy> dz

—f(2)
Substitution y = f(z)sint,dy = f(z) costdt

b /2
:/ (/ 2f(2)? cos%dt) dz
a —7/2
b w/ b T
= [ f(2)? </_ﬂ/22 2c052tdt> dz = /a f(2)? </—7r cos2tdt> dz

=wlﬂwfw,

weil ["_cos? tdt = m (Orthogonalitétsrelation). O

o9

ab
5

BEMERKUNG 18. Ist D C R™ messbar aber kein Normalbereich, so kann man
versuchen, D in Normalbereiche zu zerlegen, D = Dy U. ..U Dy, so dass der Durch-
schnitt D; N D; fiir beliebige Indizes ¢, j nur eine Nullmenge ist.

BEISPIEL 68 (Definition von Masse und Schwerpunkte). Es sei p : D — R
eine stetige Dichtefunktion, z.B. Masse- oder Ladungsdichte, und D C R? messbar.

Dann ist
m::/ p(Z) dZ
D
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die Masse (oder Ladungszahl) von D. Den Punkt

1
Tg = —/ p(2)Z dE
m Jp

nennt man Schwerpunkt von D. Hier wird das Integral der vektorwertigen Funktion
komponentenweise berechnet. Es gilt dann [, (& — Zs)p(F) dZ = 0.

3. Mittelwertsatz

Ahnlich wie fiir Funktionen einer Verinderlicher kann man das Integral mit
Hilfe der Extremwerte der Funktion und das Volumen des Integrationsbereiches
abschétzen.

SATZ 35 (Mittelwertsatz). Wenn f : D — R auf D integrierbar und D messbar,
dann gilt
w(D) inf f(z /f ) di < p( )§ugf(f)
e
und es existiert eine reelle Zahl n mit infzep f(Z) < n < supzgep f(Z) und

| #@az =),

Ist zusdtzlich g : D — R auf D integrierbar und positiv, d.h. g(Z) > 0 fir alle
Z € D, dann existiert eine reelle Zahl n mit infzcp f(Z) < n < supzgep f(Z) und

/ H(@)g(@)di = nu(D) / o) d7.
D D

4. Substitution, Koordinatenwechsel, Transformationsregel

Statt eine messbare Menge D in Normalbereiche zu zerlegen ist es haufig
sinnvoller, geeignete Koordiante zu wéhlen, z.B. bei der Integration der Funktion
f(x,y) = 22+y? iiber die Einheiskreisscheibe K = {(z,y)T : 22+y* < 1}. Beziiglich
Polarkoordinaten lassen sich das Integrationsgebiet K = {(t,¢)T : 0 <r < 1} und
auch die Funktion f(r, ¢) = r? einfach ausdriicken. Aber was wird bei der Integra-
tion aus d(x,y)? Hier ist die Transformationsregel:

SATz 36 (Substitution). Es sei $ :R™ D D — R" stetig differenzierbar und
injektiv, D messbar und f stetig. Dann gilt mit den Koordinaten & = ® (i)

[ sy faerpio|ar= [ sz

BEWEIS. Bei der Abbildung Dé(% <13) geht das abgeschlossene Intervall I =
[@, b] mit FuBpunkt @ in ein Parallelepiped mit Fulpunkt CI;(ﬁ) iiber, das von den
Vektoren (b; — a;)(D®y)(€;) aufgespannt wird und das Volumen p(1)|det(D®y)|
hat. O

BEMERKUNG 19 (Betragszeichen in der Transformationsformel und Vertausch-
barkeit der Integrationsreihenfolge). Bei der Definition und Berechnung von In-
tegralen auf Teilmengen D C R”™ haben wir versteckt eine Orientierung des R™
benutzt, denn die oberen Integrationsgrenzen sind immer grofler als die unteren
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Integrationsgrenzen im iterierten Integral f;ll e f;” f(@)dxy - - - dx,. Auch ein In-
tegral einer Funktion f iiber das Intervall [a,b] C R ist dann immer f[a’b} f(z)dx =
f; f(z) dz und nie [, f(z) dx.

Durch diese Definition gewinnen wir die Vertauschbarkeit der Integrationsrei-
henfolge. Dafiir muss man in der Transformationsformel den Absolutbetrag der
Determinante der Ableitungsmatrix als Faktor einfiigen und darf nur injektive Ab-
bildungen @ betrachten.

BEMERKUNG 20 (Injektivitdt der Parametrisierung 5) Da das Integral ei-
ner Funktion auf einer Nullmenge 0 ist, muss die Parametrisierung & nur au-
Berhalb einer Nullmenge injektiv sein. Zum Beispiel ist die Polarkoordinatenab-
bildung ®(r, ) = (rcos ¢, rsin )T nur auf (0,00) x [0,27) injektiv. Zur Berech-
nung des Integrals einer Funktion auf der Einheitskreisscheibe K kann man aber

=

® : [0, 1] x [0,27] — K benutzen.

BEISPIEL 69. Mit der Polarkoordinatenabbildung ®(r, ¢) = (rcos ¢, rsin ¢)”
gilt

Ld(z,y) = / rd(r, 6)
[0,R] x[0,27]

R 2 R
= / / rd(b) dr = / 2717 dr = mR?
0 0 0

® +yPd(z,y) = / r?d(r, ¢)

[0,R]x[0,27]

R 27 R T
= / (/ e d¢> dr = / 2 dr = — R?
0 0 0 2

da det(DCI;) = r. Das erste Integral ist wie erwartet der Flicheninhalt eines Kreises
mit Radius R.

/K—{mz+y25R2}

/K—{w?+y2sm}

BEISPIEL 70. Wir berechnen das Integral der Funktion f(z,y,z) = 2? auf
dem Zylinder Z = {(z,y,2)T : 22 + y?> < 1,2 € [0,h]} fiir ein festes h >. Mit
Zylinderkoordinaten 5(7“, ¢,2) = (rcose,rsing,z)T erhilt man det(D(I;) = r,
f(r,¢,z) =1r?cos? ¢ und

/x2 d(:ay,z):/ 1 cos® ¢ d(r, ¢, z)
z

[0,1]x[0,27] X [0, A]

:/027T (/01 (/Ohr3c032¢dz> dr) d¢
:/027r (/Olhr36052¢dr) d¢:/02ﬂZCOS2¢d¢

mh
4 )
weil f02 " cos? ¢ dp = m (Orthogonalitiitsrelation).

BeispiiL 71 (Rotationskérper mit Zylinderkoordinaten). Essei D = {(z,y, 2)T :
22 +y? < f(2)%, 2 € [a,b]} der Rotationskérper fiir eine stetige Funktion f : [a,b] —
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RZ% und g : D — R stetig. Dann ist g auf D integrierbar und

/ o(z,y,2) d(z,y,7) = / o cos 6, rsin é, 2)r d(r, 6, 2)
D {z€]a,b],p€[0 271'] re[0,f(2)]}

/ /%/ g(rcos¢,rsing,z)rdrdpdz.

Fiir g = 1 erhélt man eine Formel fiir das Volumen des Rotationskorpers:

H(D):/Dld(ac,y,z):/ab/o%/of(Z)rdrdqﬁdz:/ab/o%f(;)zdgbdz
:/abwf(z)de

BEISPIEL 72 (Volumen der Kugel). Wir berechnen das Volumen der Kugel
K ={(z,y,2)" : 2 + 3> + 22 < R?} als [}, 1d(z,y,2) durch Transformation auf
Kugelkoordinaten, d.h. mit der Abbildung

7 COS ¢ COS P

$:R? - R3, (I_J'(r,gb,d)) = | rsin¢cosp
rsin

In Beispiel 25 haben wir die Funktionaldeterminante det(D®) = 72 cos 1) berechnet.
Nun gilt

H(K) = / 1d(a,y, =) = / 2 cos d(r, 6, 1)
K [0,R] x[0,27] x [—7/2,7/2]

_ /:/22 (/OR (/O%TZCoswd(ﬁ) dr) do

/2 R /2 9 2
= / / 2712 cosp dr | dop = / millyr 2 cos dp = Sl [sin w]i/:n
—7/2 \Jo —r/2 3 3

47
= —R3.
3

BEISPIEL 73 (Gaufisches Fehlerintegral). Es wurde schon gezeigt, dass das un-
eigentliche Integral [ e~t"dt existiert. Nun berechnen wir den Wert durch einen
,Umweg* iiber Integration einer Funktion in zwei Variablen. Es gilt

oo R
—t? . —t?
/ e " dt = lim e " dt
s R—o0 R
R R
= lim / e~ dx / e~ v’ dy
R—o0 —R —R
= lim / e~ v d(z,y).
T Roo R,R]x[—R,R]
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Da der Kreis mit Radius v/2R das Intervall [~ R, R] x [~ R, R] enthélt und der Kreis
mit Radius R im Intervall [-R, R] x [ R, R] liegt, gilt die Abschétzung

/ ey’ d(z,y) < / ey’ d(z,y)
{z2+y2<R?} [~ R,R]x[—R,R]

< / e d(a,y).
{22+y?<2R?)}

Fiir einen beliebigen Radius p berechnen wir mit Hilfe der Polarkoordinaten

2 2 2 P 2 2
/ e~ TV d(z,y) = / re”" d(r,¢) = / / re”" dodr
{z2+y><p?} [0,p]x[0,27] 0 /0
P 2 2 2
:/ 2rre”" dr = —mwle” ]8:77(1—6 p).
0
Da R? — 0o und 2R? — oo fiir R — oo, gilt [~ et dt = /7.

5. Uneigentliche Integrale

Wir definieren Intergrierbarkeit auf unbeschriankte Teilmengen D C R™ und fiir
unbeschrinkte Funktionen, also limz_,z, f(#) = oo fiir ein Zy € D\ D. In solchen
Fallen kann man keine Folge von Treppenfunktionen finden, die auf D gleichméfig
gegen f konvergiert. Wir definierten Integrierbarkeit mit Hilfe von Ausschépfungs-
folgen beschrankter Teilmengen D, C D auf denen auch f beschrénkt ist.

DEFINITION 17. Es sei D C R™ eine unbeschrinkte, zusammenhdngende Men-
ge. Fine Ausschopfungsfolge ist eine Folge {D, C D} beschrankter, messbarer
Teilmengen mit R, = infzcp\p,{|Z|} — oo fiir p — oc.

Eine Funktion f : D — R heifst auf D uneigentlich integrierbar, wenn [ auf
jeder beschrankten, messbaren Teilmenge von f integrierbar ist und der Grenzwert
lim f(@) dz

p—>00 D,
fiir jede Ausschipfungsfolge {D,} existiert und unabhdngig von der gewdhlten Aus-
schopfung ist.

Es seien D C R™ beschrankt und messbar und f : D — R unbeschrdinkt. Fine
Folge {D, C D} abgeschlossener, messbarer Teilmengen heifit Ausschopfungsfol-
ge, wenn fir alle p die Funktion f : D, — R beschrinkt ist und p(D\ D,) — 0 fir
p — 0.

Eine Funktion f : D — R heifst auf D uneigentlich integrierbar, wenn
f auf jeder abgeschlossenen, messbaren Teilmenge von f integrierbar ist und der
Grenzwert

lim f(&)dz

p—>00 D,
fir jede Ausschipfungsfolge {D,} existiert und unabhdngig von der gewdhlten Aus-
schopfung ist.

Satz 37 (Kriterium fiir positive Funktionen). FEs sei f : D — R mit f(Z£) >0
fiir alle Z € D und D zusammenhdngend. Die Funktion f ist genau dann auf D
integrierbar, wenn
lim f(&)dx

—
POODp
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fiir eine spezielle Ausschipfungsfolge exisitiert.

SATz 38 (Absolute Integrierbarkeit). Es sei D C R™ mitn > 2 und D zusam-
menhdngend. Eine Funktion f : D — R ist genau dann auf D integrierbar, wenn
|f|lauf D integrierbar ist.

BEMERKUNG 21. Durch eine Koordinatentransformation kann man ein Integral
iiber eine unbeschrénkte Menge immer in ein Integral iiber eine beschrinkte Menge
transformieren. Manchmal ist dieses dann auch ein eigentliches Integral, d.h. die
Funktion ist beschrankt auf auf dem Abschluf3 des Integrationsgebietes.

BEISPIEL 74. Wir untersuchen, ob die Funktion f(z,y) = e =V auf D = R?
integrierbar ist. Da f(x,y) > 0 fiir alle (x,y5)7 € R?, geniigt es, eine spezielle
Ausschdpfung zu betrachten. Wir wihlen D, = {(z,y)” : 22 + y* < p*}. Es gilt

2
D [0,p]><[0,271']

P
P 2
:/ 2re”" dr = w[—e” T]O m(—e - +1)
0

und

lim e v d(z,y) = lim 7r(fe*p2 +1)=
p=o0 Jp, p—00
BEISPIEL 75. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = (22 + y?)"1/2 auf D =
{(z,9)" : 0 < 2% + y* < 1. Die Funktion f ist in der Niihe des Punktes 0 unbe-
schrinkt. Aber es gilt f(z,y) > 0 fiir alle (z,y)? € D. Wir betrachten die spezielle
Ausschopfungsfolge Ds = {§? < 2? + y? < 1} mit Ds — D fiir § — 0. Es gilt

1 27 1 27
= 2 _1/2 = = 27 —
o, f(z,y)d(z,y) /5 /0 (r?) rdedr /6 /0 1d¢dr = 2m(1 =)

und damit lims_ st flx,y)d(z,y) = 2x. Die ist auch der Wert des Integrals
Jp fla,y)d(z,y).

BEISPIEL 76. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = z(z* + y?)~2 auf D =
{(z,y)" : 0 < 22 + y?> < 1. Die Funktion f ist in der Niihe des Punktes 0 un-
beschrinkt, weil f(z,0) = z73. Da f nicht positiv ist, betrachten wir |f(z,y)| =
|z|(z2 + y?)~2 und die spezielle Ausschépfungsfolge Ds = {62 < 22 + y? < 1} mit
Ds — D fiir 6 — 0. Es gilt

1 2 1 27
7 o\ o B | cos |
. flz,y)d(z,y) 7/5 /0 r| cos ¢|(r?) rdqbdrf/é /0 2 dodr
1 /2 COS¢ 1 1 L 1
= dpdr= [ 4r2dr=—-4|=| =-4(1-<
ol s [ (-3)

und der Grenzwert lims_,o = fDé | f(z,y)|d(x,y) existiert nicht. Also sind weder |f|
noch f auf D integrierbar.

BEISPIEL 77. Fiir welche « existiert das Integral der Funktion f(x,y) = (2% +
y?2)*/? auf D = {0 < 22 +y?> < 1}? Da f(x,y) > 0 fiir alle (z,7)” € D, geniigt es,
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eine spezielle Ausschopfungsfolge zu betrachten, um diese Frage zu beantworten.
Mit Ds = {62 < 2% + 32 < 1} erhalten wir

1 27 1 pr2r7
// (r2)a/2rd¢dr:// rot dg dr
Ds 5 JO 6 JO

flx,y)d(z,y)
o [Lraﬁ]l at-1,-2

a+2
2r(1 — 6) a=-1
—27Iné a= -2
Da lims_,oIné = —oo, lims_o(1 — §) = 1 und lims 062 mit o # —2 genau

dann existiert und = 0 ist, wenn o > —2, haben wir gezeigt, dass das Integral
Jp f(z,y) d(x,y) genau dann existiert, wenn o > —2. In dem Fall gilt

| f@aay = 5

Das Integral existiert also, wenn f fiir 7 — 0 nicht stéirker wichst als 1/r.

BEISPIEL 78. Fiir welche « existiert das Integral der Funktion f(z,y) = (22 +
y?)®/? auf der unbeschriinkten Menge D = {z? + > > 1}? Da f(z,y) > 0 fiir alle
(r,y)T € D, geniigt es, eine spezielle Ausschopfungsfolge zu betrachten, um diese
Frage zu beantworten. Mit D, = {p? > 22 + y* > 1} erhalten wir

2
/Dp fz,y)d(z,y) = /1p/o (rz)a/Qrdgbdr = /P 2mr Tt de dr

1

P
1 (e
2 [mr +2} L@ #—-1,-2
=3y2r(p—-1) a=-1
2rlnp a=-2
Da lim, o Inp = 00, lim,oo(p — 1) = oo und lim, o p**2 mit o # —2 genau
dann existiert und = 0 ist, wenn o < —2, haben wir gezeigt, dass das Integral
fD f(z,y)d(z,y) genau dann existiert, wenn o < —2. In dem Fall gilt

/fmmaaw=—2”
D

a+2

Das Integral existiert also, wenn f fiir r — oo stérker als 1/r abfllt.






KAPITEL 4

Kurven, Flichen, Integralséitze

1. Kurvenlingen und Flicheninhalte

Teilmengen des R™ lassen sich durch ein System von Gleichungen und Unglei-
chungen beschreiben oder als Bild einer Abbildung.

BEISPIEL 79 (Kreis). Der Kreis vom Radius R um den Koordinatenursprung ist
die Menge M = {(z,y)T : 22 +y? = R?}, d.h. M ist durch eine Gleichung gegeben.
Aber es gilt auch M = ([0, 27]) mit v : [0, 27] — R? und () = (Rcost, Rsint)T,
d.h. M ist das Bild einer Abbildung einer Verdnderlichen.

BrIsPIEL 80 (Sphére). Die Kugel mit Radius R ist die Menge M = {(z,y,2)7 :
22 + 9% + 22 = R?}, d.h. M ist durch eine Gleichung gegeben. Aber es gilt auch
M = &([0,27] x [-7/2,7/2]) mit B(¢, ) = (Rcos ¢ costp, Rsin ¢ cosp, Rsin))T,
d.h. M ist das Bild einer Abbildung von zwei Verénderlichen.

BEISPIEL 81 (Graph einer Funktion). Der Graph einer Funktion f : R™ D
D — R ist die Menge M = {(Z,y) : y = f(¥)} € R™"!, also gegeben durch eine
Gleichung, oder eben das Bild der Abbildung &+ (&, f(7))T.

BEISPIEL 82 (Gerade, Strecke). Eine Gerade durch zwei Punkte Zy # ¥ ist
die Menge M = {Zy + t(¥1 — Ty) : t € R}, also das Bild der Abbildung v : R —
R™ mit v(t) = Zo + t(F1 — o). Die Menge M list sich auch durch Gleichungen
beschreiben. Dazu sei {#1 — &g, Ua, . . ., U, } eine Orthogonalbasis des R™. Dann gilt
M = {Z: (¥ — &y, U;) = 0Vj}.

Eine Strecke von ¥y nach Z; erhélt man durch Einschrinkung des Definitions-
bereiches von v auf das Intervall [0, 1].

BEISPIEL 83 (Ebene). Eine Ebene durch die Punkte %y, #1,Z2 mit der Eigen-
schaft @1 — @y und Zy — & sind linear unabhéngig ist die Menge

M = {fo +t1(fl — fo) +t2(fg — fo) tt1,t0 € R},
also das Bild der Abbildung ® : R2 — R™ mit

é(tl,tg) =2y + tl(fl - fo) + tg(fg — fo).
Auch eine Ebene kann man durch Gleichungen beschreiben. Dazu sei {Z; —
Zo, Ta—Xo, U3, - . ., Up } Basis von R™ mit der Eigenschaft, dass ¥; fiir alle j senkrecht
auf fl — .fo und fg — f() steht. Dann gﬂt M = {f <f— fo,’Uj> = OVJ>}

BEISPIEL 84 (Schraubenlinie). Zu gegebenen Konstanten R > 0 und h > 0
heilt die Menge M = {(Rcost, Rsint, ht)T : t € R} Schraubenlinie. Sie ist das Bild
der Abbildung v : R — R3 mit y(t) = (Rcost, Rsint, ht)T. Eine Beschreibung der
Menge M durch Gleichungen ist M = {(z,y,2)? : = Rcos(z/h),y = Rsin(z/h)}.

67
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BEISPIEL 85 (Zylindermantel). Der Zylindermantel mit Radius R und Hohe
h ist die Menge M = {(z,y,2)T : 22 + 4> = R?,0 < z < h}, also gegeben durch
eine Gleichung und zwei Ungleichungen. Mit Zylinderkoordinaten (und r = R) gilt
M= 5([0,277] x [0, hl), 5((]5,2) = (Rcos ¢, Rsin ¢, 2)T.

BrisPieL 86 (Kegel). Die Menge M = {(z,y,2)T : 22 + 4> = (z — h)%,0 <
z < h} ist ein Kegel der Hohe h und Radius der Grundfliche R. Er ist durch eine
Gleichung und zwei Ungleichungen gegeben. AuBerdem gilt M = &([0,27] x [0, h])
mit

T
B(p, 2) = <I;(h — 2)cos ¢, %(h — 2)sin ¢, z> .

BEISPIEL 87 (Paraboloid als Beispiel einer Rotationsfliche). Die Menge M =
{(z,y,2)T : 22 + y* = 2} ist ein Paraboloid und durch eine Gleichung gegeben.

AuBerdem gilt M = &([0, 271] x [0,00)) mit (¢, ¢) = (¢ cos b, (sin g, ¢2)" .

Die in den Beispielen beschriebenen Mengen sind Nullmengen in den Réumen,
in denen sie eingebettet sind, denn sie enthalten keine inneren Punkte. Trotzdem
haben sie als ein- bzw. zweidimensionale Objekte eine Linge bzw. einen Flichen-
inhalt. Zur Bestimmung dieses Mafiles mufl man die richtige Anzahl von Integrati-
onsvariablen einfiithren.

1.1. Kurven.

DEFINITION 18. Eine Kurve ist das Bild vy([a,b]) einer Abbildung ~y : [a,b] —
R™. Die Kurve heifit glatt, wenn ~ eine stetig differenzierbare Abbildung ist und
4(t) # 0 fiir alle t € [a,b]. Die Abbildung v : [a,b] — R™ heifit Paramentrisierung
der Kurve v([a,b]), wenn ~y stetig differenzierbar, injektiv auf (a,b) und 4(t) # 0
fir alle t € [a,b].

FEine Kurve K heif§t stiickweise glatt, wenn endlich viele Parametrisierungen
v; ¢ laj, b] = R™ glatter Kurven K; = v;([a;,b;]) existieren, so dass K = U;Kj,
V5 (b)) = vj+1(aj1) und v;(az, b;) N ye(ar, b) = 0 fir alle j # k.

Kreise, Geraden, Strecken, Schraubenlinien und Graphen glatter Funktionen

einer Variablen aus den Beispielen sind glatte Kurven.

BrispieL 88 (Einheitsquadrat). Der Rand der Menge M = {(z,y)T : |z|, |y| <
1} ist eine stiickweise glatte Kurve, die aus den Strecken v;(t) = (1,t)T, v (t) =
1 —=t, D)7, v3(t) = (=1,1 = )T und y4(t) = (=1 +¢,—1)T mit ¢ € [-1,1] besteht.

DEFINITION 19. Es sei v : [a,b] — R"™ eine Parametrisierung einer glatte
Kurve. Dann ist die Kurvenlinge der Kurve v([a,b]) der Wert

b
L(y) = / 5(8)] dt.

Die Linge einer stiickweisen glatten Kurve ist die Summe der Lingen der glatten
Teilkurven.

Diese Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung der glatten
Kurve, denn wenn v : [a,b] — R™ und %([a, b]) — R™ zwei Parametrisierungen der
Kurve K sind, so ist die Funktion & : [a,b] — [a,b] mit h(t) = 5771 (y(t)) eine glatte
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Funktion und aus der Substitutionsregel folgt

b R (b)
[ anai= |7 Cpmeme a- [ B = [ poa

Die Ableitung 4 der Parametrisierung «y bildet einen Tangentialvektor an den Punkt
t der Lénge 1 auf einen Tangentialvektor an den Punkt v(¢) der Lange |%(t)| ab.

BEISPIEL 89 (Kreis). Mit v(t) = (Rcost, Rsint)? und ¢ € [0, 27] gilt
27 2
L(vy) = V/(=Rsint)? + (Rcost)2 dt = / Rdt = 2w R.
0 0

BErIsPIEL 90 (Schraubenlinie). Mit ~(t) = (Rcost, Rsint, ht)T und ¢ € [0, 27],
dies entspricht einer Umdrehung, gilt
2

2m
L(y) = V/(Rrsint)? + (Rcost)? + h2dt = / V R?+ h?dt = 2m\/ R? + h2.
0

0

BEeisPIEL 91 (Ellipse). Mit der Parametrisierung v(t) = (acost,bsint)? fiir
€ [0, 27] der Ellipse {%/a® +y?/b? = 1} (b > a) gilt

27 b2 _ CL2
L(vy) = \/ —asint)? 4 (bcost)?dt = b/ e sin?t + 1dt.
0 0

Dies ist ein elliptisches Integral zweiter Art und kann nur mit Hilfe einer Reihen-
entwicklung berechnet werden.

1.2. Flichen.

DEFINITION 20. Eine Fliche ist das Bild ®(D) einer Abbildung ® : R2 > D —
R3, wobei D eine messbare Menge ist. Die Fliche heifit glatt, wenn ® eine stetig
differenzierbare Abbildung ist und D® in jedem Punkt Rank 2 hat. Die Abbildung
®: D — R™ heifit Paramentrisierung der Fliche (D), wenn ® stetig differen-
zierbar, bijektiv auf dem Inneren D° und D® fiir alle Punkte in D mazimalen Rang
hat.
FEine Fldache S heifst stiickweise glatt, wenn endlich viele Parametrisierungen
;o Dj - R™ glatter Flichen S; = ®;(D;) existieren, so dass S = U;S; und
i(D5) N ®y(DR) =0 fir alle j # k.

Sphére, Ebene, Zylindermantel, Paraboloid, Kegel und Graphen glatter Funk-
tionen zweier Verinderlicher sind Beispiele glatter Flichen in R3.

3
)

BEISPIEL 92 (Zylinder). Die Oberfliche des Zylinders mit Hohe h besteht aus
drei glatten Flichen, dem Zylindermantel (E(¢,Z) = (Rcos ¢, Rsin ¢, z)T mit ¢ €
[0,27], z € [0, h], dem Deckel mit 3(r, ®) = (rcos ¢, rsing, h)T mit r € [0, R], ¢ €
[0,27] und dem Boden mit ®(r, ¢) = (r cos ¢, rsin ¢,0)T mit r € [0, R], ¢ € [0, 2n].

DEFINITION 21. Es sei @ : D — R3 eine Parametrisierung einer glatte Fliche.
Dann ist der Oberflicheninhalt O(S) der Fliche ®(D) = S der Wert
L o

O(®) = 0(S) —/ 5, (w:0) X = (u,0)| d(u,v).

Der Flicheninhalt einer stickweisen glatten Fliche ist die Summe der Flichenin-
halte der glatten Teilflichen, aus denen sie zusammengesetzt ist.
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Auch diese Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung. Der
Vektor
0% 0%
%(%U) x %(va)
steht senkrecht zur Fliche S im Punkt 5(1@ v), er ist ein Normalenvektor, und hat
den Flidcheninhalt des Parallelogramms, das von den Tangentialvektoren
L
—(u,v) und — (u,v)

ou ov

aufgespannt wird. Dieses Parallelogramm ist das Bild eines tangentialen Einheits-
quadrats an D im Punkt (u,v)T unter der Abbildung D®.

BEISPIEL 93 (Kugeloberfliche). Die Abbildung ®(¢, 1) = (R cos ¢ cos 1), Rsin ¢ cos ), Rsin 1))
mit ¢ € [0,27], ¢ € [—7/2,7/2] ist eine Parametrisierung der Oberfliche S der Ku-
gel mit Radius R. Es gilt

oF —Rsin¢cosvy 0% —Rcos¢siny
%(¢,¢) = | Rcosgcosy |, %(dmb) = | —Rsingsing
0 Rcosvy
und damit wegen sin® ¢ + cos? ¢ = cos? 1) +sin® ) = 1
2 = R? cos ¢ cos? = =
0P 0P 0P 0P
— (¢, 1) x =—(¢,9) = | R¥sinpcos® ¢ |, |=—(0, 1) X (¢7¢)‘ = R?cos1p.
o¢ oY R? sin 1) cos 1) 99 9y
Es folgt

27 /2
0o(S) = / R? cosd(¢,v) = / / R? cos pdipdp = 4w R
0,27 x [—7 /2,7 /2] 0 —7/2

1.3. Flicheninhalt von Gebieten in R?, die von Kurven begrenzt wer-
den. Es sei v : [a,b] — R? eine Kurve in R? mit y(t) = (z(¢),y(t))T und 2/(¢) > 0
und y(t) > 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Wir betrachten die Menge

S={(z(t),y)" :t €a,b,0 <y <y(t)},
also die Fldache zwischen der z-Achse und der Kurve «. Betten wir die zy-Ebene
in den R? ein, so ist die Fliche S durch ®(¢,1) = (x(t),n,0)” mit ¢ € [a,b] und

n € [0,y(t)] parametrisiert. Es gilt
a'(t)

0 0

ot

76,}7_

0 ot T oon

0 2/ (t)

und damit

O(S):/ab/oy(t) |x’(t)dndt:/ab/0y(t) 2 (1) dndtz/abx’(t)y(t)dt.

BEISPIEL 94 (Halbkreis). Der Halbkreis S ist von der z-Achse und der Kurve
v(t) = (Rcost, —Rsint)T mit ¢ € [r,27] begrenzt. Es folgt
2m

2m 2 2m
O(S):/ (—Rsint)(—Rsint)dt:RQ/ sinztdt:%/o sin2tdt:gR2.
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Es sei 7 eine Kurve mit vy(¢) = (r(¢)cos ¢, r(¢)sin(¢))? mit ¢ € [a,b] und
r(¢) > 0 fiir alle ¢. Wir betrachten die Fliche S = {(pcos¢, psing)? : ¢ €
[, B], p € [0,7(9)]}, also die Fliiche, die von der Kurve v und den Strahlen {(r cos a, r sin )T :
r € RZ%} und {(rcos B,7sin )T : r € R=} begrenzt wird. Betten wir die zy-Ebene
in den R? ein, so ist die Fliche S durch (f(p, ®) = (pcos ¢, psin ¢, 0)T mit ¢ € [a, 3]
und p € [0, 7(¢)] parametrisiert. Es gilt

o6 (BN a3 [P\ pg 9 [0
— = |sing |, — = cos¢ |, =—x——=10
o \" ) ae T\ e T ae T

und damit

o= [ [ [ [5] - [[ 2

BEISPIEL 95 (Halbkreis in Polarkoordinaten). Mit o =0, § =7 und r(¢) = R

ergibt sich als Fliche S der Halbkreis. Es folgt O(S) = § [ R*d¢ = mR?/2.

BEISPIEL 96 (Spirale). Die Archimedische Spirale ist die Kurve y(t) = t(cost,sint)”
mit a = 0, 8 = 27 und r(¢) = ¢ ergibr sich fiir die umrundete Fliche S der Flichen-

inhalt O(S) = & [27 ¢2 dp = 473 /6.

2. Vektorfelder
DEFINITION 22. Ein Vektorfeld ist eine Abbildung ¥ : R™ D D — R™.
Ein Vektorfeld ¥ ordnet jedem Punkt & € D einen Vektor ¢(Z) zu.

2.1. Beispiele fiir Vektorfelder. Vektorfelder treten auf als Kraftfelder,
elektrische Felder z.B. eines Plattenkondensators oder einer Punktladung, magne-
tische Felder, z.B. einer Spule, Gradientenfelder ¢(#) = (grad f)z einer Funkti-
on f: D — R, als Menge von Tangentialvektoren ¢(Z) = 5(¢) zu einer Kurve
7 : [a,b] — R™ mit & = y(t) oder als Menge von Normalenvektoren (%) = ®,, x &,
ciner parametrisierten Fliche ® : D — R3 mit & = ®(u, v).

2.2. Darstellung von Vektorfeldern. Fiir ein Vektorfeld ¢ : R? > D —
R? kann man zu einer diskreten Menge von Argumenten {#;} C D die Vektoren
0(#;) mit FuBpunkt &; zeichnen. Oft werden Vektorfelder auch durch Feldlinien
dargestellt.

DEFINITION 23. Es seien v : R™ — R"™ ein Vektorfeld und £y € R™. Fine
Feldlinie des Vektorfeldes ¢ durch &y ist eine Kurve v : (a,b) — R™ mit 0 € (a,b),

Y(0) = o und ¥(t) = v(y(1))-

Ein Vektorfeld ist in jedem Punkt &y tangential an die Feldlinie durch diesen
Punkt.

2.3. Existenz von Feldlinien. Die lokale Existenz von Feldlinien zu einem
gegebenen differenzierbaren Vektorfeld ¢ folgt aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen, denn die Feldlinie -y ist die Lésung der Differentialgleichung
Z(t) = ¥(#) mit Anfangswert #(0) = #,. Falls ¥ eine lineare Abbildung ist, dies
entspricht linearen gewohnlichen Differentialgleichungen, so existieren die Feldlinien
global, d.h. v: R — R" ist auf R definiert.
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BEISPIEL 97. Es sei ¥ ein lineares Vektorfeld auf R?. Durch Wahl einer geeigne-
ten Basis gilt v(z,y) = (Az, uy)T mit A, u € R7? oder #(z,y) = (az — by, bx +ay)”
mit a,b € R.

3. Kurvenintegral - Zirkulation eines Vektorfeldes entlang einer Kurve

Das Kurvenintegral sammelt in jedem Punkt (¢) einer Kurve v den Anteil des
Vektors ¢(7(t)) ein, der in Richtung der Kurve ~ liegt, also tangential zu Kurve
verlduft.

DEFINITION 24. Es sei v : R™ — R" ein differenzierbares Vektorfeld und ~y :
[a,b] = R™ eine Parametrisierung der Kurve y([a,b]). Dann ist die Zirkulation
des Vektorfeldes U entlang der Kurve ~v der Wert

Lﬁdf—L%mwmﬂwwt

BEMERKUNG 22. Aus der Eigenschaft 4(t) # 0 fiir alle ¢ folgt, dass in jedem
Punkt der Kurve der Einheitstangentialvektor 4(t)/|¥(t)| existiert. Der Integrant
ist also

- . - A(t) .
@0(0).5(0) = (300, gy ) B
15(1)]

Das Kurvenintegral ist unabhéngig von der Geschwindigkeit der gewéihlten Pa-
rametrisierung, aber die Durchlaufrichtung der Kurve muss beachtet werden. Um-
kehr der Durchlaufrichtung fiihrt zum entgegengesetzten Vorzeichen beim Kurven-
integral.

BEISPIEL 98. Wir berechnen die Zirkulation des Vektorfeldes #(z,y) = (—y, )T
entlang des Weges 7(t) = (cost,sint)? mit t € [-7/2,7/2] (Halbkreis) und entlang
des Weges o (t) = (0,t)T mit t € [~1, 1]. Beide Wege fiihren von (0, —1) zu (0,1)7.
Es gilt

—7/2

/2
= / (#(cost,sint), (—sint, cost)”) dt

—7/2
/2 w/2

= ((—sint,cost)?, (—sint,cost)T) dt = / ldt=m=
—7/2 —m/2
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Kehren wir die Durchlaufrichtung des Weges v um, so betrachten wir die Parame-
trisierung v_ (¢) = (cost, —sint)” und erhalten

[ vear= | " - 0) 70

- —m/2

/2
= / (#(cost, —sint), (—sint, —cost)T) dt

—m/2
/2 /2

= / ((sint,cost)T, (—sint, —cost)T) dt = / —1dt = —m.
—m/2 —m/2

BEISPIEL 99. Nun berechnen wir die Zirkulation des Vektorfeldes w(z,y) =
(x,9)T entlang der Wege v und o. Es gilt

Aﬁ. dz /ﬁ/2 (W), 4(t)) dt

/2
/2
= (¥(cost,sint), (—sint, cost)”) dt
—7/2
/2 /2
= / ((cost,sint)T | (—sint,cost)T) dt = / 0dt=0
—7/2 —m/2

:/1<(07t)T7(0,1)T>dt:/1 tdt=0.

-1

Beide Kurvenintegral stimmen iiberein. Auch fiir das Kurvenintegral entlang des
Weges

k) =< (1,t—-2)T 1<t<3

verschwindet, denn
/Hﬂd:?:/o (T(k(t)), /(L)) dt
1 3
:/ <77(t,71),(1,0)T>dt+/ (¥(1,t —2),(0,1)T) dt
0 1
+/ (B4 —t,1),(=1,0)T) at

3
1 3 4 1 1 0
:/tdt+/ t—2dt+/ t—4dt:/tdt+/ sds+/ sds =0
0 1 3 0 —1 —1

Dies ist kein Zufall, denn @ = grad f mit f(z,y) = (22 + y?)/2.
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4. Rotation und Gradientenfelder

DEFINITION 25. FEin Vektorfeld v: D — R™ heiffit Gradientenfeld, falls eine
Funktion f : D — R mit v = grad f existiert. Die Funktion f heiffit dann Potential
des Vektorfeldes v.

Es gilt

b b a(f o
[7-ai= [ L aomoa = [ a = r60) - fo)

a

Wenn ¥/ ein Gradientenfeld ist, so hingt das Kurvenintegral von ¢ nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab.

DEFINITION 26. Es sei 7 : R® D D — R? mit ¢ = (vy,v2,v3)T ein differenzier-
bares Vektorfeld. Die Rotation des Vektorfeldes ist ein Vektorfeld rot v : D — R3
mit

. 81)3 (9’1)2 8’03 8@1 81}2 81)1 T
(rotd)=-—-—,———+—,——— | .
8.132 833‘3 8I1 8333 8331 6372
Wenn, (rot ©)(Z) # 0, so hat ¥ im Punkt & ein Wirbel mit Drehachse (rot(7)(Z).

—

Wenn rot v = 0, so heifit das Vektorfeld v wirbelfrei.

Die Linge des Vektors (rot(¥)(Z) ist ein Maf} fiir die Stirke des Wirbels. Die
Rotation eines Vektorfeldes ¥ : R? — R2 berechnet man durch Identifikation des
R? mit der Ebene {3 = 0} C R3, d.h. v3 = 0 und v; und v, hiingen nicht von 3
ab. In dem Fall verschwinden die erste und zweite Komponente des Vektors rot ¢/
und man notiert nur die dritte Komponente.

BerispieL 100 (Ortsvektorfeld). Wenn @(x,y) = (x,y)T, dann rot(7) = —gz -
oz
2 = 0.
dy

Wenn #(%) = &, dann rot @ = 0, da gTz,i =0 fiir j # k.

BeisPiEL 101. Das Vektorfeld (x,y) = (—y,z)T hat die Rotation % - aa—:f’ =
2, besitzt also in jedem Punkt einen Wirbel.

BEISPIEL 102 (,,d¢“). Das Vektorfeld #(z,y) = (—y/r?,z/r?*)T mit r? = 2%+
ist nur auf D = R?\ {0} definiert. Dort gilt
. T Y 1 T 1 Y
(rot ¥)(z,y) = (ﬁ)w — (772)1, =5 r—42:17 + i T—42y =0.
Das Vektorfeld ist wirbelfrei auf D.

SATZ 39 (Poincarésches Lemma). FEs sei D = [C_L'J;] C R? ein Quader. Ein stetig
differenzierbares Vektorfeld ¢ : D — R? ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn
es wirbelfrei ist, d.h. rot v = 0.

BEWEIS. Wenn ¢ = grad f, dann gilt v; = f;,. Da ¥ stetig differenzierbar ist,
kann man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion
f vertauschen, also

c%j c’)vk o -
ail‘k, - 871'] - fzjxk frkz7 =0.

Die Komponenten der Rotation sind, bis auf das Vorzeichen, genau diese Ausdriicke.
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Wenn rot 7 = 0, so konstruieren wir eine Stammfunktion f. Dazu wihlen wir
einen Bezugspunkt ¥y = (20, v0,20)7 € D. Fiir ¥ = (x,%,2)”7 € D betrachten wir
die aus den drei Strecken

t x x
Yet) =% | w0 <t<z, v(t)=|t |, vo<t<y w{t)=|y|, 205tz
20 20 t

zusammengesetzten Weg v und definieren

T y z
f(@) ::/ﬁ-df:/ vl(t,ymzo)dt—f—/ vg(:v,t,zo)dt+/ vs(z,y,t)dt.
¥ T

0 Yo Z0
Man priift, dass ¥ = grad f gilt. Mit Hilfe der Formel fiir die Ableitung parameter-
abhéngiger Integrale erhélt man zum Beispiel

2
%(% Yy, z) = v1(z, Yo, 20) + yj %(:c,t,zo) dt + 3 %(m,y,t) dt
= v1(®, Yo, 20) + yj %(x,t,zo)dt + /Z: %(m,y,t) dt
= vi (2,50, 20) + [v1 (2,1, 20)] ;=28 + [v1 (2,9, )]i—s, = vi(2,y, 2),
da %—1; = % und % = % in einem wirbelfreien Vektorfeld. O

DEFINITION 27. Eine Menge D C R"™ heifst einfach zusammenhingend,
wenn sich jede stetige Kurve hg : [0,1] — D mit v(0) = v(1) = &y in D zu einer
konstanten Abbildung hy : [0,1] = D mit hi(t) = Ty zusammenziehen lift.

BEISPIEL 103 (einfach zusammenhingende Mengen). R"™, abgeschlossene In-
tervalle, e-Umgebungen, Kugeloberfliche bzw. -schale

BEISPIEL 104 (nicht einfach zusammenhiingende Mengen). Kreisring, R?\ {0},
Komplement von Kreisscheiben in R?, Hohlzylinder (Rohr), Torus (Schwimmring)

SATZ 40. Es seien D ein einfach zusammenhingendes Gebiet und v : D — R3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Das Vektorfeld v ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn es wirbelfrei ist.

Das Vektorfeld v ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn fiir alle Kurven

vila,b] = D gilt [ 7-di = f(y(b)) - f(7(a)).

Wenn ein Vektorfeld ¥ ein Potential besitzt, also eine Funktion f mit ¢ = grad f,
so kann man diese Funktion f bestimmen, indem man das System der partiellen
Differentialgleichungen v; = f; 16st.

ST

BEISPIEL 105. Das Vektorfeld #(z,y) = (z,y)T ist wirbelfrei auf der ein-
fach zusammenhiingenden Menge R? und besitzt deshalb ein Potential f. Aus
den Gleichungen f,(z,y) = vi(z,y) = « und fy(z,y) = va(z,y) = y folgt erst
flz,y) = 22/2 + g(y), dann fy(z,y) = ¢'(y) =y, also g(y) = y*/2 + c fiir eine
Konstante ¢ € R. Die Funktion f(z,y) = (2% + y?)/2 + ¢ ist also die allgemeine
Form des Potentials des Vektorfeldes .

BEISPIEL 106. Das Vektorfeld #(F) = r~3% mit r = |Z| ist auf der einfach
zusammenhiingenden Menge R? \ {6} definiert und wirbelfrei, da fiir j # k

v, or—3 _4 Or _
87331 = x]——axk =2;(=3)r 48—1% = —3r ’z;xy.
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Ein Potential f von @ erfiillt fiir j = 1,2,3 die Gleichungen f,,(Z) = x;r°. Fiir
j = 1 erhiilt man f(%) = —r~! + g(x2,23), dann f,, (T) = 2213 + gu, (22, 3), also
gz, = 0 und damit g(zq,x3) = h(x3). Dann folgt f,. (%) = z3r =3+ (x3), also auch
' =0, d.h. h(zs) = c. Das gesuchte Potential des Vektorfeldes ¢ ist die Funktion
f@) =c—1/r.

BEISPIEL 107. Das Vektorfeld o = (22 — y2, —2yx)7 ist wirbelfrei auf R?, denn

0 P R
%(*Qxy)— Qy—ay(w yo).

Also besitzt @' ein Potential f. Aus den Gleichungen f,(z,y) = vi(z,y) = 22—y und
fy(@,y) = va(x,y) = —2xy folgt erst f(x,y) = 2*/3 —y*z + g(y), dann f,(z,y) =
—2zy + ¢'(y) = —2xy, also g(y) = c fiir eine Konstante ¢ € R. Die Funktion
f(x,y) = 23 /3 —xy? +cist also die allgemeine Form des Potentials des Vektorfeldes

—

.

SATZ 41. Wenn © : D — R3 auf einer zusammenhéingenden Menge D ein
Potential besitzt, so ist dieses bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmit.

BEWEIS. Wenn ¢ = grad f = grad g, dann grad(f — ¢g) = 0 auf einer zusam-
menhingenden Menge. Daraus folgt, dass f — g = c. (]

BEMERKUNG 23. Die additive Konstante entspricht in der Konstruktion des
Potentials der Wahl des Bezugspunktes &y = (%o, %0, 20)7 -

5. Flichenintegrale - Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche

Das Fliachenintegral sammelt in jedem Punkt (ﬁ(u,v) einer Fliache S = é(D)
den Anteil des Vektors #(®(u, v)) ein, der senkrecht zur Fliche S im Punkt ®(u, v)
steht.

DEFINITION 28. Es sei ® : D — R3 eine Parametrisierung einer glatten Fldche
S = ®(D) und v : R® — R? ein Vektorfeld. Dann ist der Fluss des Vektorfeld ©
durch die Fliche S der Wert

v-do = F(®(u,v @uv @uv U, v
[Ev-da-—/0< (#0)). 2 (w,0) x 2, >>d< )

BEMERKUNG 24. Da die Ableitung D& Parametrisierung ® in jedem Punkt
maximalen Rang, also Rang 2 hat, verschwindet der Normalenvektor

oz ) o
TL((I)(U, U)) = %(U,, U) X %(ua U)
T

in keinem Punkt so dass fiir alle (u,v)* € D der Einheitsnormalenvektor

(B, 0))
(B, 0))

existiert.

In jedem Punkt & € S einer glatten Fliche S gibt es genau zwei Einheitsnor-
malenvektoren, d.h. Vektoren der Lange 1, die senkrecht auf der Fliche stehen.
Die Wahl/Vorgabe eines dieser beiden ist die Orientierung der Fliche S. Man

muss eine orientierte Fliche so parametrisieren, dass 7(®(u,v))/|7(®(u,v)| fiir alle
(u,v)T € D dieser vorgegebene Vektor ist.
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Ist eine Fliche aus meheren glatten Fliachenstiicken zusammengesetzt, so wahlt
man die Parametrisierungen der einzelnen Fléchenstiicke so, dass die Orientierungen
zusammenpassen und der Flufl durch die Gesamtfliche ist die Summe der Fliisse
durch die einzelnen Flachenstiicke.

BEISPIEL 108 (Fluf des Ortsvektorfeldes durch die Kugeloberfliche). Wir be-
rechnen den Flul des Vektorfeldes 9(#) = & durch die Oberfldche S der Kugel mit
Radius R, deren Einheitsnormalenvektor nach auflen zeigt. Fiir die Parametrisie-
rung der Fldche S durch

<I_5(¢,¢) = (Rcos ¢ cos b, Rsin ¢ costp, Rsinep)T mit ¢ € [0,27],¢ € [-n/2,7/2]

gilt
= —Rsin ¢ cosy = —Rcos ¢psiny
g—@: Rcosgcosy |, g—@: —Rsin ¢ siny
¢ 0 Y Rcos
und
= = R? cos ¢ cos® )
0P 0P -
87((%571/)) X 87((725711)) = R2 Sin(bCOSQ’(/} = Rcos ¢¢(¢a ¢)a
¢ » R?sin ) cos 1)

wobei der Normalenvektor immer in die gleiche Richtung wie der Ortsvektor <I_5(¢, )
zeigt, weil Rcost > 0. Nun gilt

27 /2 . .
/ﬁ- iz = / / (BB (6, 8)), R cos B (6, 6)) dip do
P —m/2

27 /2
// Reos(B(, 1), B(¢, 1)) dip dop

/2

o2 /2 9
=[] reosv|E.0).86.0)] dvas

/2
27 pm/2 27
/ / RcosypR? dyp dp = R? / [sin z/;]jj/f/z de = 4w R3.
/2 0

Der FluB des Ortsvektorfeldes durch die Kugeloberfliche ist 47R3. Dies ist das
Dreifache des Kugelvolumens und 3 ist die Spur der Matrix Dv.

6. Integralsitze von Stokes und Green

Wir betrachten die Fliche S = {(z,y,0)T : 0 < x,y < 1}, also ein Quadrat in

der zy-Ebene. Mit der Parametrisierung 5(w,y) = (z,y,0)T fiir z,y € [0, 1] erhalt
man den Einheitsnormalenvektor

N 0 0
87 X 87 - 0 X ]. == 0
o9 \o 0 1
Der FluB eines Vektorfeldes i = (wq, wa, w3)? durch die Fliiche S ist

I - od 0%
ﬁw -dé :/ < 5P (x,y)), e 8> d(m,y)/ ws(z,y,0)d(z,y).
P [0,1]x[0,1] [0,1]x[0,1]
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Wenn @ ein Wirbelfeld ist, also @ = rot @ fiir ein Vektorfeld ¥ = (v1, v2,v3)?, dann

wy = 202 On
27 0x Oy’
Nun folgt
81]2 8’1)1
w-do = Y, 0 x,y,0)d(x,y
[ /[M[max )= G .. 0)da.)

/ anxy, 0)dx dy — // 8 (z,9,0)dy dzx

1
v,y 0)°=) dy — / [or (2,9, 0)]V=5 da
0

L
1 1 1 1
:/ 1 ya 7/ UQ(anao)dyf/ Ul(I,17O)dI+/ Ul(IE7O’O)dQJ
0 0 0 0
/vd:ﬂ+/ ’u-der/ 17~d9?+/17-d:?:/17~df

—73 71 y

mit v =791 + v2 — 73 — 74 ein Weg der aus vier glatten Teilkurven besteht und
() = (t,0,00, 5(t) = (1,0,0)", ¢ € [0,1]
2(t) = (1,£,0)7, 4(t) = (0,1,0)", t € [0,1]
(1) = (1, 1,007, 4(t) = (1,0,0)", t € [0,1]
v4(t) = (0,¢,0)", 4(t) = (0,1,0)", t € [0, 1]

Dies ist die einfachste Form der Integralsétze von Stokes und Green, die den Fluf} des
Wirbelfeldes durch eine Fliache mit der Zirkulation des Feldes entlang des Randes
der Fliche verbinden. Der Integralsatz von Green formuliert diesen Sachverhalt fiir
Flichen in R?, der Integralsatz von Stokes fiir Flichen in R3.

SaTz 42 (Integralsatz von Green). Es seien S C R? eine stiickweise glatte
Fliche mit stiickweise glattem Rand 0S und v = (v1,v2)T : S — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

. vy vy / S
rotv-dd= | —(z,y) — —(z,y)d(z,y) = v - dT,
/ SRy - Grewday = |

wobei der Rand 0S so parametrisiert ist, dass die Fliche S beim Durchlaufen des
Randes immer links liegt.

BEMERKUNG 25. Wenn in der Umgebung U eines Punktes & € 95 die Fliche
S mit Hilfe einer Funktion ¢ : U — R als SNU = {Z € U : ¢(%) < 0} gegeben
ist, dann muss der Rand 0S5 so durch eine Kurve « parametrisiert sein, dass die
Determinante der (2,2)-Matrix ((grad ¢),¥)(t)) positiv ist.

Satz 43 (Integralsatz von Stokes). Es seien S C R3 eine stiickweise glatte
Fliche mit stiickweise glattem Rand 0S und v : S — R3 ein stetig differenzierbares

Vektorfeld. Dann gilt
/rot@'-d&':/ U - dT,
s a8

wobei die Parametrisierungen des Randes 0S = ®(y([a,b])) und der Fliche S =
&(D) durch eine vertraglichen Orientierung des Randes D € D C R? durch eine
Kurve v : [a,b] — 0D (siehe Integralsatz von Green) gegeben ist.



7. DIVERGENZ - CHARAKTERISIERUNG VON WIRBELFELDERN 79

BEMERKUNG 26. Denken Sie bei der Wahl der richtigen Orientierung an die
yrechte Hand drei Finger Regel“ (Daumen = Normalenvektor, Zeigefinger = Tan-
gentialvektor und Mittelfinger zeigt in die Fliche hinein) oder an die ,,rechte Hand
Regel“ (gekriimmte Finger durchlaufen den Rand und Daumen gibt Normalenvek-
tor an).

BEWEIS. Beide Integralsitze lassen sich mit Hilfe von Kordinatentransforma-
tion und der Zerlegung der Eins erst auf glatte Flachen und dann auf den von uns
bewiesenen Fall S = [0,1] x [0,1] C R? zuriickfiihren. O

FOoLGERUNG 9 (Kein Wirbelflu durch geschlossene Flichen). Wenn 95 = 0,
dann fsrot17~ dd = 0.

FoLcERUNG 10 (Flichenunabhéingigkeit des Wirbelflusses). Wenn Sy, Sy mit
08y = 881 mit gleicher Durchlaufrichtung, dann fSo rot - dd = [g rotv - ds.

BEMERKUNG 27. Die Zirkulation von Gradientenfeldern héingt nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab. Der Flufl von Wirbelfledlern hiangt nur vom Rand der
Kurve ab.

7. Divergenz - Charakterisierung von Wirbelfeldern

Wir haben gesehen, dass der Fluf} eines Wirbelfeldes W = rot ' durch geschlos-
sene, auch sehr kleine, Fldchen verschwindet. Das infinitesimale Maf fiir diesen Fluf3
ist die Divergenz.

DEFINITION 29. Die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes w =
(w1, we,w3)T : R3 D G — R3 ist die Funktion divii : G — R mit
0
(divd)(7) = - + Z2@) + D).

Wenn div (&) > 0, so heifst £ Quelle, und wenn divw(Z) < 0, so heifft £ Senke.
Ein Vektorfeld heifst quellenfrei, wenn divw = 0.

LEMMA 6. Wirbelfelder sind quellenfrei, d.h. divrot v = 0 fir alle Vektorfelder
7eC?.

BEWEIS. Wenn @ = (vq,v9,v3)7, dann gilt

rotg— (s _Ove vz Oui Ovz  Ouy
- Bxg 31'3’ 8$1 81’37 8$1 8582

und, weil man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen kann,

. . 82’03 82112 821)3 (921)1 821}2 821)1
divrot v = — — + 4 _ -0
8$18$2 8.1‘1(9.’133 83328.231 83328.133 81‘38.131 33338.1‘2
(Il
BEISPIEL 109 (Ortsvektorfeld). Wenn (%) = &, dann div @ = %—i—g—z—&—% =3.

BEISPIEL 110 (Konstantes Feld). Wenn (%) = a fiir einen festen Vektor @ €
R2, dann div @ = 0.
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BEISPIEL 111 (Elektrisches Feld einer Punkladung). Das Feld w(%) = r—3
r = |7] ist auf R3\ {6} quellenfrei, denn (9r)/(dz;) = x;/r und
3 3 3
- 0 z; 1 x; Or 3 3 9
j=1 j=1 j=1

mit

8

BEISPIEL 112 (Koordinatenpermutation). Das Vektorfeld @(z1, ¥o, x3) = (22, 73, 21)7
ist quellenfrei, denn (Ox;)/(0xy) = 0 fiir j # k.

SATZ 44 (Existenz eines Vektorpotentials). Es sei G C R3 ein zusammenzieh-
bares Gebiet. Ein Vektorfeld @ : G — R3 ist genau dann ein Wirbelfeld, wenn
divdd =0 auf G.

BEWEIS. Wir haben bereits gezeigt, dass aus @ = rot ¥ fiir beliebige Definiti-
onsgebiete divw = 0 folgt.

Wenn divai = 0 auf G, so kann man ein Vektorpotential duch Integration
definieren. Wenn G sternformig beziiglich 0, so ist

1
U(Z) = / tw(tx) x Z£dt
0
fiir alle © € G wohldefiniert und es gilt

1 1
rot #(z) = / Frot (G(t7) x 7) dt — / HRW(E) + H(DE) ) dt
0 0

= 1 4 gt = [Paed) — o
7/0 ﬁ(t W(tD)) dt = [Pw(tE))], = W(T).

BEISPIEL 113 (Potential des konstanten Feldes). Es gilt
rot (26 X f) =3 rot (agrs — azra, —a1x3 + azxy, aixre — a2m1)T =dq.

Zwei Vektorpotentiale auf einer einfach zusammenhangenden Menge unterschei-
den sich hochstens um ein Gradientenfeld.

SaTz 45 (Eindeutigkeit des Vektorpotentials). Wenn & = rot vy = rot vy auf
einer einfach zusammenhdngenden Menge, dann existiert eine Funktion f mit vy —
v1 = grad f.

BEWEIS. Einerseits gilt rot grad f = 0 fiir alle f € C2. Andererseits folgt aus
rot ¥ = 0 auf einer einfach zusammenhéngenden Menge die Existenz einer Potenti-
alfunktion. O

Zur Berechnung eines Vektorpotentials kann man die partiellen Differentialglei-
chungen

6’()3 (9’02 81}3 61}1 81}2 8’01

aiy—g—wh—% E_w%%_aiy_w?’
16sen. Da aber ¢ nur bis auf ein Gradientenfeld grad f eindeutig bestimmt ist,
kénnen wir v1 = 0, va(xo,y,2) = 0 und vz(zo, yo,2) = 0 fiir eine Bezugsgerade
{(20,%0,2)T} annehmen. Dies vereinfacht das zu lésende System von partiellen
Gleichungen zu

81)3 (%2 8’1)3 8'02

— - - =w, —— = —~ —w
Oy Oz b " T o 5
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also vy = f;; ws dz, v3 = — [ wydr+g(y, z) und g,(y, z) = w;. Dann folgt g(y, z) =

yyo wy dy.

BEISPIEL 114. Wir bestimmen ein Vektorpotential des quellenfreien Feldes

W(z,y, 2) = (2,7,y)T. Dazu l6sen wir die Differentialgleichungen
_O0vs o ina 82
oxr oxr 4

und erhalten v3 = —22/2 + ¢(y, 2), v2 = xy und g, = z, also g(y, 2) = yz und das

Vektorpotential
1 T
(O, zy, —5332 + yz) .

8. Gauflscher Integralsatz

SATZ 46. Es seien G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand S = 0G
und W : G — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ div @(7) d = / @ - dé,
G oG
wobei OG so orientiert ist, dass der Normalenvektor aus dem Gebiet G heraus zeigt.

BEWEIS. Der Beweis des Satzes 148t sich durch Zerlegung des Gebietes und
Koordinatentransformation auf den Fall G = [0,a] x [0,b] x [0, ¢] zuriickfithren.
Dann gilt

/ div @ (%) d7
G

ow ows , ows , _,
- (@) + —(2) + (@) d(z,y,2
/[o,a]x[o,b]x[o,c] oz @) Jy () 0z (@) d( )

aawl bawz
- 5, (&) dzd(y, z "‘/ — (@) dyd(z,z
/[O,b]x[O,c] 0 go (O drd(y,2) y (Z) dy d(, 2)

[0,a]x[0,c] JO
+ / / "0 3 dzd(w, y)
[0,a]x[0,] JO 0z 7

- / wi(a,y,2)d(y, =) / Wi (0,9,2) d(y, =)
[0,b]x[0,c]

[0,b] % [0,c]

+ / wa(z, b, 2)d(z, 2) — / wa(x,0,2)d(z, 2)
[0,a]x[0,c]

[0,a]x[0,c]

/ wg(%y,C) d(iC,y) _/ U}g(fE,:%O)d((E,y)
[0,a] % [0,b]

[0,a]x[0,b]

mit § = S;—qUSz—0USy—pUSy—oUS.—.US.—¢ und den dazugehorigen Normalen-
vektoren (1,0,0)7, (—1,0,0)%, (0,1,0)7, (0,—1,0)T, (0,0,1)7 und (0,0,-1)". O
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BEMERKUNG 28. Wenn in einer Umgebung U des Punktes & € 0G das Gebiet
G mit Hilfe einer Funktion ¢ : U - R als GNU = {# € U : ¢(&) < 0} beschrieben

wird, dann muss man die Parametrisierung ® des Randes so wéhlen, dass
P o
det <(grad ¢)5(u7v), %(U, ’U)7 %(U, U)) > O

Wendet man den GauBschen Integralsatz auf das Ortsvektorfeld @(Z) = Z an,

so ergibt sich
3u(G) :/ divu’idf:/ Z-do.
G aG

Das Volumen des Gebietes GG kann mit Hilfe des Flusses des Ortsvektorfeldes durch
die Oberflache OG berechnet werden.

FOLGERUNG 11. Flisse von quellenfreien Vektorfeldern durch Rinder von Ge-
bieten verschwinden. Wenn & : G — R? und divdi = 0, dann gilt [, @ -dd = 0.

Hierbei ist es wichtig, dass @ auf G und nicht nur in er Ndhe des Randes 0G
quellenfrei ist.

BEISPIEL 115. Wir berechnen den Flu des Vektorfeldes w(#) = r—3# mit
r = |7, welches nur auf R3\ {0} definiert ist, durch die Oberfliche einer Kugel
vom Radius R. Das Vektorfeld « ist auf R3 \ {0} quellenfrei. Trotzdem gilt mit
Kugelkoordinaten wie in Beispiel 108

2T /2 . -
/ - dé = / / (r=38(6, ), R cos ¥ (6, 1)) di do
{r=R} 0o Joxs2

27 pm/2 ) 2 pm/2
:// r*3Rcos¢R2d¢d¢:// cos ) dip do

0 —7/2 0 —7/2

27

:/0 2d¢ = 4 # 0.

9. Anwendungen in der Elektrodynamik

Die Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik fiir das elektrische Feld E ,
das magnetische Feld é, die Ladungsdichte p und die elektrische Stromdichte 5
lauten:
- L0 4 - S04 -
divE =p, rotFE+ EB =0, divB=0, rotB-— EE = 7.
Die Groflen E, B , p und 7 héngen vom Ort Z und von der Zeit ¢ ab. In einem sta-
tischen System, d.h. keine Zeitabhéngigkeit, ergeben sich ein entkoppeltes System
aus je zwei Gleichungen fiir E und é, die insbesondere besagen, dass E wirbelfei
und B quellenfrei ist.

9.1. Gesamtladung. Die Gesamtladung | ¢ P AT ist gleich dem Fluf} des elek-
trischen Feldes durch den Rand des Gebietes, denn

/pdf:/divﬁdfzf E - dé.
G G oG

9.2. Existenz eines Vektorpotentials. Das magnetische Feld ist quellenfrei
und besitzt ein Vektorpotential, denn div B = 0.
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9.3. Induktionsgesetz. Es gilt

/rotﬁ-df: E-d&z—g/ﬁdﬁ.
A oA Ot J4

Eine zeitliche Verdnderung des Flusses des magnetischen Feldes durch eine Fléche
A bewirkt eine Zirkulation des elektrischen Feldes entlang des Randes 0A.

9.4. Ladungserhaltung. Aus divrot = 0 folgt

0 =0 = 5 0=
8tp+dwj_&fleE+d1V<rOtB_8tE)_0

3/ S / 9 L e
— [ pdZ = —pdac:—/dlvydx:—/ j-dad,
ot Ja c ot G oG

Wenn sich die Gesamtladung in einem Gebiet dndert, so muss Stom durch den Rand
des Gebietes flieflen.

und damit






KAPITEL 5

Funktionentheorie

Wir untersuchen komplexwertige Funkionen in einer komplexen Variablen.

1. Definition und Eigenschaften der komplexen Zahlen

1.1. Der reelle Vektorraum C = R2. Eine komplexe Zahl ist ein Paar
reeller Zahlen z = (x,y). Die Menge C aller komplexen Zahlen ist also ein zweidi-
mensionaler reeller Vektorraum C = {(x,y) : z,y € R}.

1.1.1. Addition und Skalarmultiplikation. Addition und Multiplikation mit re-
ellen Zahlen sind wie in reellen Vektorrdumen komponentenweise definiert. Fiir
zj = (z5,y;) € C, a € R gilt

(3) 21tz = (21,41) + (¥2,92) = (¥1 + 22,91 +¥y2), a(z1,y1) = (Qz1, ay1).
1.1.2. Betrag. Auch den Betrag einer komplexen Zahl, also die Ldnge des Vek-

tors (x,y), misst man wie im euklidischen Vektorraum R2. Fiir z = (z,y) € C
gilt
(4) 2| = |(z, 9)| = Va* +y*.

1.1.3. Folgen und Reihen. Folgen {z, = (24,yn)}tnen und Reihen Y 07z,
komplexer Zahlen betrachtet man als Folge bzw. Reihen im R2. Sie sind genau
dann konvergent, wenn die beide dazugehorige Folgen bzw. Reihen reeller Zahlen
{zn}nen und {yn}nen bzw. > ° (2, und Y7y, konvergent sind.

1.2. Der Koérper C. Die komplexen Zahlen sind der kleinste Zahlkorper, der
die reellen Zahlen enthélt, mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom in Linearfakto-
ren zerfillt.

C={z=(z,9):m,yeRy={z=0+iy:z,y €R}, miti?+1=0

Der Vektor (0,1) wird dabei mit ¢ identifiziert.

1.2.1. Multiplikation. Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ist durch
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz, die Rechenregeln fiir die reellen
Zahlen und die Bedingung i?> = —1 eindeutig festgelegt.

2120 = (x1 +iy1) (22 + iy2) = T122 + T19Y2 + Y122 + Y1iY2
= 12 + 171y + Y120 + 2Y1Y2 = T172 + i(T1Y2 + Y122) — Y1Y2
= 1122 — Y1y2 + i(21Y2 + Y172)

1.2.2. Division. Falls z=x + iy € C und z # 0, also (z,y) # (0,0), so gilt
1 , 1 , , 1,
zw(x—zy) = W(w—i—zy)(x—zy) = W(x +9%) =1,

85
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also
N T —1y

5 = =
) i) =
Mit Hilfe der komplexen Konjugation 148t sich das Inverse einer komplexen Zahl
einfacher schreiben.

1.2.3. Kompleze Konjugation. Die komplexe Konjugation z = z + 1y — z =
x — iy ist als lineare Abbildung des R? eine Spiegelung an der z-Achse. Mit Hilfe
der komplexen Konjugation lassen sich |z| und 1/z fiir komplexe Zahlen z einfacher
ausdriicken. Es gilt
| 2|2 a_1_2z2_ 1

== —==—=% (2#0).

(6) zz=(z+iy)(z+iy) =2 +y"= TET T

Durch Nachrechnen bestéitigt man sofort folgende Rechenregeln fiir 21, zo € C:
(7) |z122] = |21l|22], T =772, mta=T+%

1.2.4. Potenzreihen. Eine Potenzreihe >  a,(z—20)™ um 2z € C mit Koeffi-
zienten a,, € C konvergiert genau dann absolut, wenn die Reihe > o |an ||z — 20|
konvergiert. Dies ist eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R, der durch

1
— = limsup “ = limsup ¥/ |ay|
R n—oo a n—oo
bestimmbar ist. Auch der Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe ist R,
d.h. sie konvergiert fiir alle z € C mit |z — 29| < R absolut.
Mit Hilfe von Potenzreihen kann man Funktionen C — C als natiirliche Fort-

setzung reeller Funktionen definieren, z.B.

e* = i = cosz = i (_1)n22” sinz := i =0 2 2ecC
' — nl ’ ' ~ @2n)! " 7 ' (2n +1)! ’ ’

Da die Potenzgesetze e**7%2 = e¢%1e®2 und die Additionstheoreme durch Anwen-
dung des Cauchyschen Produktsatzes auf Potenzreihen beweisbar waren, gelten sie
auch hier, z.B. e* = et = ¢%e%,

1.3. Polarkoordinaten. Aus den Potenzreihen fiir die Exponentialfunktion,
Sinus und Kosinus folgt fiir alle ¢ € R:

2 Z Z2k

Z ok @2
2k +1)!
e Q/)Zk o ¢2k+1

= ( +Z’L kmzcos¢+isin¢
k=0 k=0

1= ’ei¢|2 = c082¢—|—sin o.

¢id —

Jede komplexe Zahl z 148t sich als z = re? mit r = |2| und ¢ € [0,27) schreiben,
denn z = \Z||—§| fiir z # 0 und ‘ﬁ‘ =1

Sind komplexe Zahlen z = rei¢7zj = rjewf in Polarkoordinaten gegeben, so
gilt fiir komplexe Konjugation

(8) zZ =rei® =re
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[ [ [ ] [ [ ]
3P e Y 3%
3 / 8] 1]
/ \ / . \
[ \ w
0 \ %0 /

\ / \ -y /
\

. EnnmaE
ABBILDUNG ABBILDUNG
1. Kreisscheibe um zj 2. Kreisring um zg

und Multiplikation

(9) 2120 = 11 P reet?? = T1T26i(¢1+¢2), 2" = (T6i¢)n = r"en?,
Fiir z = 1+ /3i gilt zum Beispiel |z] = VI +3 = 2 und 2z = 2¢/3, da

cos T = 1 und sin T = ¥3. Nun berechnet man leicht

3 2 3 2

. 4 X
A= (26”/3) — 24ein/3 _ 16 (—; +z*§> — 8 1i8V3.

2. Komplexwertige Funktionen

Da sich der Graph einer Funktion f : C O D — C als eine Teilmenge des
R* schlecht zeichnen 1i8t, skizziert man den Definitionsbereich D C C und das
Bild f(D) fiir aussagekriiftige Teilmengen D C C, um eine Funktion f : C — C
graphisch zu veranschaulichen.

2.1. Graphische Darstellung von Teilmengen des R?. Zur Veranschauli-
chung komplexwertiger Funktionen ist notwendig, Teilmengen des R? in geeigneten
Koordinaten (kartesische (z,y)-Koordinaten oder Polarkoordinaten (r,¢)) zu be-
schreiben.

2.1.1. Kreis. Die Menge D = {z € C : |z — z| < R} beschreibt eine offene
Kreisscheibe um zg € C mit Radius R, also die Menge aller Punkte in C, deren
Abstand vom Punkt zg kleiner als R ist. Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man
D durch D = {z+7e® : r € [0, R), ¢ € [0,27)} parametrisieren. Abbildung 1 zeigt
eine Kreisscheibe um den Punkt zp = 2 + ¢ mit Radius r = 3/2.

2.1.2. Kreisring. Die Menge D = {z € C : Ry < |z — 29| < Rz} beschreibt
einen offenen Kreisring um zy € C mit innerem Radius R; und duflerem Radius
R, also die Menge aller Punkte in C, deren Abstand vom Punkt zy grofler als
Ry aber kleiner als Ry ist. Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man D durch
D = {z+71e" : 7 € (R1, Ry), ¢ € [0,27)} parametrisieren. Abbildung 2 zeigt einen
Kreisring um den Punkt zp = 2 + ¢ mit innerem Radius R; = 1/2 und &uflerem
Radius Ry = 3/2.

2.1.3. Obere Halbebene. Die Menge D = {z € C : J(z) > 0} besteht aus allen
Punkten oberhalb der x-Achse. Es gilt

D={z=x+iy:y>0}={z=re:r>0,¢c(0,1)}.
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20

‘ L
\A¥ /\
] (D) 7 5
— (D)
> +§5\
4
ABBILDUNG 4. Verschiebung ABBILDUNG 5. Streckung

2.1.4. Rechte Halbebene. Die Menge D = {z € C : R(z) > 0} besteht aus allen
Punkten rechts der y-Achse. Es gilt

D={z=x+iy:x>0={z=7re:7r>0,¢ € (—71/2,7/2)}.
2.1.5. Streifen und Rechtecke. Die Mengen
Di={z=z+4+iy:xz€ab,yeR}, Da={z=z+iy:ze€R,yced}

sind Streifen parallel zur y-Achse bzw. x-Achse der Breite b—a bzw. d—c. Die Menge
D=DiNDy={z=a+iy:z € [a,b],y € [c,d]} ist ein Rechteck. Polarkoordinaten
eignen sich nicht so gut, um Rechtecke und Streifen zu beschreiben.

2.1.6. Kreisringsegmente. Durch

D={z=z2+7re?:7€ (R, Ra),0E (¢1,h2)}

wird ein Segment eines Kreisrings beschrieben. Abbildung 3 zeigt ein Kreisringseg-
ment um den Punkt zp = 2 + ¢ mit innerem Radius R; = 1/2, duBerem Radius
Ry =3/2 und ¢ € (—n/4,3w/4). Dieses Winkelintervall kann auch die die Bedin-
gung © — 2 > —(y — 1) beschrieben werden.

2.2. Urbilder und Bilder einfacher Funktionen.



2. KOMPLEXWERTIGE FUNKTIONEN 89

N

<

f(©)

ABBILDUNG 6. Sektor ABBILDUNG
unter f(z) = 22 7. Kreisringsegment
unter f(z) =z~ 1

2.2.1. Verschiebung. Die Funktion f(z) = z+a mit a € C fest ist eine Verschie-
bung um den Vektor a. Das bedeutet f(D) = {z+ a: z € D}. Abbildung 4 zeigt
ein Definitionsgebiet D und sein Bild f(D) bei der Abbildung f(z) = z + 4 + 2i.

2.2.2. Streckung. Die Funktion f(z) = az mit a € R fest ist eine Streckung
um den Faktor a. Das bedeutet f(D) = {az : z € D}. Abbildung 5 zeigt ein
Definitionsgebiet D und sein Bild f(D) bei der Abbildung f(z) = 3z.

2.2.3. f(z) = 22. Wir betrachten die Funktion f(z) = 2? auf den Definitions-
gebieten Dy = {2z : 3(2) > 0} und D; = {z = re!® : ¢ € (n/4,7/2),7 > 0} . Dann
gilt

f(Dy) = {r?%??: ¢ € (n/4,7)2),7 >0} = {Re’®* : R > 0,® € (1/2,7)}

und f(Dy) = C\ R>°. Abbildung 6 zeigt das Definitionsgebiet D; und sein Bild
f(Dy) unter der Abbildung f(z) = 22.

2.2.4. Die Funktion f(z) = 1/z. Wir betrachten die Funktion f(z) = 21
auf dem Definitionsgebiet D = {z = re’® : ¢ € (0,7/3),2 > r > 1} . Wegen
f(ret?®) = r=1le~ folgt

f(D)={r"te™®:¢c(0,7/2),2>r>1} ={Re'*:1>R>1/2,® c (—7/3,0)}.

Abbildung 7 zeigt das Definitionsgebiet D und sein Bild f(D) unter der Abbildung
flz) =271

2.2.5. Die Funktion f(z) = e*. Wir betrachten die Funktion f(z) = e* auf dem
Streifen Dy = {z+iy : y € (0,7/2)} und dem Rechteck Dy = {z+iy : z € [0,2],y €
(0,7/2)}. Aus e = ee¥ = re'® folgt, dass f(D;) der erste Quadrant und f(Ds)
ein Kreisringsegment ist. Abbildung 8 zeigt das Definitionsgebiet Do und sein Bild
f(Ds) unter der Abbildung f(z) = e*.

2.3. Real- und Imaginirteil einer komplexwertigen Funktion. Es sei
f:C D> D — C eine komplexwertige Funktion, die auf der Teilmenge D C C
definiert ist. Wenn wir C mit dem Vektorraum R? identifizieren, so ist f eine
vektorwertige Funktion f : R?2 O D — R2. Wir bezeichnen die Komponenten der
vektorwertigen Funktion f : R2 O D — R? mit » und v, also

f= Cj) oder f =u+iv
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(D)

ABBILDUNG 8. Verdnderung eines Rechtecks unter f(z) = e*

und v und v sind auf D definierte reellwertige Funktionen, w,v : D — R. Die
Funktion u heiffit Realteil, die Funktion v heifit Imagin&rteil der Funktion f.
Beispiele:
e Wenn f(z) =z mit z = x + iy, so ist u(z,y) = x und v(z,y) = y.
e Wenn f(z) = Z mit 2 = x + iy, so ist f(z,y) = 2 — iy = (z,—y)7, also
u(z,y) =z und v(z,y) = —v.
e Wenn f(z) = 22, dann f(x,y) = (z+iy)? = 2% —y? + 2ixy mit 2 = x +iy,
also u(z,y) = 22 — y? und v(z,y) = 2zy.
e Wenn f(z2) = |2]2 = 22 mit 2 = z + iy, so ist f(z,y) = 2% + y?, also
u(x,y) = 22 + y% und v(z,y) = 0.
e Wenn f(z) = e* mit z = x + iy, so folgt aus den Potenzgesetzen f(x,y) =
et = el = e%(cosy + isiny), also u(z,y) = e®cosy und v(w,y) =

e’ siny. ‘
e Wemn f(z) = 1 = ﬁi, dann f(z,y) = ;21242 mit z = x + iy, also
u(z,y) = szTyg und v(x,y) = ﬁ

2.4. Stetigkeit. Eine Funktion f : C D D — C ist stetig, wenn sie als
Funktion f : C = R? D D — R? = C stetig ist. Alle Beispiele in Abschnitt 2.3 sind
stetige Funktionen in ihrem Definitionsbereich.

Summe f + g, Produkt fg, Quotient f/g (falls g(z) # 0) und Verkniipfungen
f o g stetiger Funktionen f, g sind damit wieder stetig.

2.5. Reelle und komplexe Differenzierbarkeit. Wir betrachten Funktio-
nen
f:COD—=C, z=z+iy— f(z) = flz+iy) =ulx,y) +iv(z,y),

und ihre Zerlegung in Real- und Imaginérteil.
2.5.1. Definition der komplexen Differenzierbarkeit. Wenn f als Funktion R? D
D — R? (reell) differenzierbar ist, so gilt

Df B <um ,’:Ly> und f(‘ra y) ~ f(il?o, yO) + <u$(x0a yO) Uy(ﬁro,yo)> <$ _ fE())

(% Y Uz(QCo,yo) Uy(x07y0) Y—1%Y



2. KOMPLEXWERTIGE FUNKTIONEN 91

ist eine gute Ndherung, wenn (z,y) nahe am Punkt (zq,yo) ist.

Fiir jeden Punkt zy = (7¢,%o) ist die Abbildung R? — R2, @+ (Df).,d, eine
R-lineare Abbildung, die dem Vektor @ die Richtungsableitung der Funktion f im
Punkt zp in Richtung @ zuordnet. Es geniigt, die partiellen Ableitungen f, und
fy zu kennen, da sich jeder Vektor @ = (aj,as)” € R? als Linearkombination der
Basisvektoren (1,0)7 und (0,1)7 schreiben li8t, und

0
O —aife+mf, = (D)

Eine reell differenzierbare Funktion f : C O D — C heifit auf einer offenen
Menge D komplex differenzierbar, wenn fiir jeden Punkt 2y € D die R-lineare
Abbildung (Df),, sogar C-linear ist, also

of of 2
—— =)= VieC,aeR“x=C.
DY AR I

2.5.2. Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. Eine Funktion f : C D D —
C, die reell differenzierbar ist, ist genau dann auf einer offenen Menge D komplex
differenzierbar, wenn f, = if,, weil 1 = (1,0)7 und i = (0,1)7 aus der Identifikation
C = R? folgt. Dies bedeutet

Uy + vy = (Uy) =1 <U"’”> =i(uy + ivy) = —v; + iu,.

Yy €T

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil erhélt man

THEOREM 1. Fine reell differenzierbare Funktion f = u+iv : C D D — C
ist genav dann komplex differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen ug,u, des
Realteils u und die partiellen Ableitungen vy, v, des Imagindrteils v auf der Menge
D die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfillen:

(10) Uy = Uy Und Uy = —Uy

BEMERKUNG 29. Real- und Imaginérteil einer einer auf D komplex differen-
zierbaren Funktion f = u +4v sind Lésungen der Laplacegleichung, da e + uyy =
(ua)x + (ty)y = (Vy)e + (—Ve)y = Vyz — Vay = 0 und vy +vyy = (v2)2 + (vy)y =
(—uy)z + (Uz)y = —Uyz +Uzy = 0, weil aus der komplexen Differenzierbarkeit folgt,
dass f beliebig oft stetig differenzierbar ist.

2.5.3. Beispiele (nicht) komplex differenzierbarer Funktionen.

e Die Funktion f(z) = z ist auf C komplex differenzierbar, denn u(z,y) = z,

v(z,y) =y, uz(z,y) =1 =vy(z,y) und uy(z,y) =0 = —v.(z,y).

e Die Funktion f(z) = Z ist nicht komplex differenzierbar, denn u(z,y) = z,
U(.’L‘,y) =Y uw(:v,y) =1 7é -1= ’Uy(l',y).

e Die Funktion f(z) = 22 ist auf C komplex differenzierbar, denn u(z, y)
z? —y?, v(x,y) = 2zy, ug(z,y) = 20 = vy(z,y) und uy(z,y) = —2y
—vg (2, ).

e Die Funktion f(z) = e* ist auf C komplex differenzierbar, denn u(zx,y) =
e* cosy, v(z,y) = e*siny, ug(z,y) = e cosy = vy(x,y) und uy(z,y) =
—e¥siny = —v,(z,y).

e Die Funktion f(z) = |z|? ist nicht komplex differenzierbar, denn u(z,y) =
244, 0(2,9) = 0, up(2,y) = 22 £ 0 = vy, y).



92 5. FUNKTIONENTHEORIE

2.5.4. Definition der komplexen Ableitung. Ist f: C D D — C komplex diffe-
renzierbar, so geniigt es, eine Richtungsableitung zu kennen, z.B. f, = (ug,v;)7.
Die komplexe Ableitung der Funktion f im Punkt z ist die komplexe Zahl, die
zu diesem Vektor gehort, also

) S = (“w(” “y@) (é) _ (%(z)) = () + i0a(2).

va(2)  vy(2) vz(2)
2.5.5. Beispiele komplexer Ableitungen.

e Die komplexe Ableitung der Funktion f(z) = z ist f/(z) = 1+4+4-0 =1,
da uy; =1 und v, = 0.

e Die komplexe Ableitung der Funktion f(z) = 22 ist f/(z) =22 +i -2y =
2(x +iy) = 2z, da uy(x,y) = 2z und v, (x,y) = 2y.

e Die komplexe Ableitung der Funktion f(z) = e* ist f'(z) = e®cosy + i -
e*siny = e*, da u,(x,y) = e* cosy und v, (x,y) = e* siny.

2.5.6. Verkniipfung komplex differenzierbarer Funktionen. Summe f + g, Pro-
dukt fg, Quotient f/g (falls g(z) # 0) zweier auf D C C komplex differen-
zierbarer Funktionen f,¢g : D — C sind wieder auf D komplex differenzierbar
und es gilt (f + 9)'(2) = f'(2) + ¢'(2), (f9)'(2) = F'(2)g(2) + f(2)g'(z) und
(/9)'(2) = (F/(2)9(2) — F(2)g' (D) F2(2).

Wenn f: D — C und g : U — D komplex differenzierbar auf D bzw. U, dann
ist auch f o g auf U komplex differenzierbar und es gilt (f o g)'(2) = f'(9(2))¢'(2).

2.5.7. Partielle Ableitungen nach z und z (Wirtingerableitungen). Wir betrach-
ten eine reell differenzierbare Funktion f : C D D — C und ihre Zerlegung in Real-
und Imaginérteil f(z) = f(z + iy) = u(zx,y) + iv(x,y). Die partiellen Ableitungen
nach z bzw. Z sind definiert als

) b_1(o 0\ o _1(o 0
0z 2\0x 9y)’ 0z 2\0x Oy)’
Es gilt
0z 0z 0z 0z

(13) &:1? %:07 &:Oa £:17

denn
0z _ O+iy) 1 (0@+iy) O@+iy)\ _ 1. . =
dz 0Oz _2( Ox ! dy _2(1 i-i)=1
0z O@—iy) 1 (0(x—iy) .O@—iy)\ 1 .
0z 0z 2( Ox ! Oy 72(1+Z =0
0z Ox—idy) 1 [(0@—iy)  Ox—iy) 1 . L
2z~ 0z 2( ar T, )Tt (=) =1
0z Ox+iy) 1 [(0@x+iy)  Ox+iy) 1 N
0z~ 0z _2( ar gy )T aFi=0

THEOREM 2. Fine reell differenzierbare Funktion f ist genau dann komplex
differenzierbar, wenn

Il
e

(14)

QD‘QJ
ST A
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BEwWEIs. Es gilt
of _Ou+iv) 1 (8(u—|—iv) n _8(u+iv))

oz 08z 2 oz oy

1 1
= i(ux + vy +i(uy +ivy)) = §(ux — vy + (v + uy)).

([l
THEOREM 3. Wenn f: C D D — C komplex differenzierbar ist, dann
of(z) _ o
BEwWEIs. Es gilt
of _Ou+iv) 1 (9(u+iv) _Z_a(u—i-iv)
0z 0z 2 oz Jy
1 1
= §(ux + vy —i(uy +ivy)) = i(ux + vy + (Vg — uy)) = Uy + 10y,
da die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen u, = v, und u, = —wv, erfiillt
sind. O

Aus z = z+iy und z = z—iy folgt v = §(2+2) und y = % (2—2). Jede in (z, y)-
Koordinaten gegebene Funktion f kann man auch mit Hilfe der ,Koordinaten®“ z
und Z ausdriicken. Verschwindet die partielle Ableitung von f nach Z, so ist f
komplex differenzierbar und die komplexe Ableitung f/(z) ist gerade die partielle
Ableitung von f nach z.

Da die partiellen Ableitungen nach z und Zz linear sind und die Produktregel

erfiillen, also
ofg) (OF\ .09 Olfe) (Of\ . 09
0: \as )9t e T =\ 5z ) 9 oz

gilt, folgt fiir m,k € R

m sk 1:k

% (z Z ) =mz""Z mé’“) = kzmzR 1

) % (Z
Insbesondere sind Potenzreihen f(z) = 30" an(z — 20)™ innerhalb ihres Konver-
genzradius und Polynome komplex differenzierbar und

(15) fl(z) = nan(z—z)" .

2.6. Umkehrfunktionen. Wir betrachten eine Funktion f : C D D — C,
die in D komplex differenzierbar ist. Besitzt diese Funktion eine lokale oder sogar
eine globale Umkehrfunktion? Da man f als Funktion R? D D — R? betrachten
kann, wissen wir

(1) Wenn det(Df|,) # 0 fiir ein z € D, so besitzt f in einer Umgebung des
Punktes z € D eine (lokale) Umkehrfunktion.

(2) Wenn f injektiv ist und det(Df]|,) # O fiir alle Punkte z € D, so besitzt
f eine globale Umkehrfunktion ¢ : f(D) — D mit g(f(z)) = z fiir alle
zeD.

(3) Die Umkehrfunktionen sind dann differenzierbar und aus der Kettenregel

folgt Dgls-y = (Df[.)~"
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THEOREM 4. Wenn f'(z) # 0 fiir eine komplex differenzierbare Funktion f :
C O D — C, dann ist f ein einer Umgebung des Punktes z € D umkehrbar und
die Ableitung der Umkehrfunktion im Punkt f(z) ist 1/f'(z).

BEWEIS. Da f = u + iv komplex differenzierbar ist, sind die Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen erfiillt und es gilt

0 ) ()
Uy Uy Uy Uy
det Df = (ug)? + (v2)% = (up + ivy) (up — iv,), det(Df].) = f'(2)f'(2).

Die Umkehrfunktion g = u + 0 ist komplex differenzierbar, denn

Uy ?ly o - -1 _ 1 Uy Vg
(171 %) = Dg = (Df) 1 4(“41)2 + (vg)2 (_Uz Um) )

also i, = Uy und 4, = —7,. Fir die komplexe Ableitung gilt

oy = e —e(x) 11
(16) g'(f(z) = Ue(2)2 +02(2)2  up(2) Five(2)  f'(2)

O

2.6.1. Definition des natiirlichen Logarithmus. Die Funktion f(z) = e* ist fiir
alle z = z + iy € C definiert und lokal umkehrbar, denn f’(z) = €* = ™% =
e®e® #£ 0, da e # 0 fiir alle z € R. Das Bild der Exponentialfunktion ist f(C) =
C\ {0} =C~.

Wir suchen ein moglichst grofles Definitionsgebiet, auf dem die Exponential-
funktion injektiv ist. Da die reelle Exponentialfunktion streng monoton wachsend
und die Abbildung R — C, t — e, 2m-periodisch ist, gilt

el = ™2 & el = ™22 & 1y = x5 und Yo = yy + 2k fiir ein k € Z.

Die Exponentialfunktion ist auf jedem Streifen {z =z +iy: y € (¢,d)} mit d—c¢ <
27 injektiv, zum Beispiel auf D = {z = + 1y : y € (—m,m)}. Es gilt exp(D) =
{z=re" :r > 0,06 € (—m,7)}. Die auf exp(D) definierte Umkehrfunktion heifit
Hauptwert des natiirlichen Logarithmus:

(17) Im:{z=re?:r>0,¢6 € (—mm)} = DCC, Ln(re?)=(Inr)+ip.

2.6.2. Definition einer Quadratwurzel. Die Funktion f(z) = 2?2 ist fiir alle z =
re!® € C definiert und fiir alle z # 0 lokal umkehrbar, denn f’(z) = 2z. Wir
suchen ein moglichst grofies Definitionsgebiet, auf dem z +— 22 injektiv ist. Fiir
zwei komplexe Zahlen z; = r;e'® mit r; > 0 gilt

(7‘1<2M’1)2 = (T26i¢2)2 pas r%eiwl = rgeiw2
S ry =1y und 2¢1 = 2¢o + 2k7 fiir ein k € Z
Sri=round ¢ = ¢+ kr fiirein k € Z & 21 = £25.
Die Funktion z + 22 ist auf jedem offenen Sektor {re’® : v > 0,¢ € (a,b)} mit Off-
nungswinkel b — a < 7 injektiv, zum Beispiel D = {re!® : r > 0,¢ € (—7/2,7/2)}.
Es gilt f(D) = {z =re® :r > 0,6 € (—m,n)}. Auf f(D) kann man die Wurzel-
funktion als Umkehrfunktion von f definieren:

J [(D) = D, Vreit = \/rei?/?
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BEMERKUNG 30. Méchte man fiir die Funktionen z — e* bzw. z — 2?2 lokale
Umkehrfunktionen um Punkte zy definieren, die nicht in den Definitionsgebieten
der in den Abschnitten 2.6.1 und 2.6.2 Funktionen enthalten sind, so wihlt man
andere, passende Streifen bzw. Sektoren.

3. Komplexe Kurven- und Flichenintegrale

Es sei f : D — C eine stetige Funktion, f = u+ v ihre Zerlegung in Real- und
Imagnéarteil.

3.1. Komplexe Flidchenintegrale. Es sei D C C eine messbare Menge.
Dann ist

(18) /Df(a?»y)d(w,y) :=/DU(CU,y)d(x,y)+i/Dv(w7y)d(w7y)-

Zum Beispiel erhilt man fiir die Funktion f(z) = 22 und das Rechteck D = {z =
z+1iy:x € [a,b],y €]c,d]} das Integral

| f@nd@y) = [ @rilay) = [ 2=+ ey

D

=/ xQ—de(x,y)Jri/ 2xyd(z,y)
D D

b pd b pd
:/ / z? — yPdydx —i—i/ / 2zydydx
b 1 d b d
= / [ny — y?’} dx +i/ [ny] dx
a 3 c a ¢
b b
/ z2(d
d

1
—c)— g(d3 —A)dx +i/ z(d? — )dx
1
3

b b

)
23(d—c) — %x(ds - 03)] +i [;ﬁ(dz - 02)}

a a

1
3
= (07— a)d = ) — (b= @)(d® — ")+~ a)(d — ).

3.2. Komplexe Kurvenintegrale. Das komplexe Kurvenintegral einer ste-
tigen Funktion f: D — C entlang einer stiickweise differenzierbaren Kurve v : I =
[a,b] — D ist

b
(19) / f(2)dz = / FO ) (Bt

o Ist v = 1 + i die Zerlegung von v in Real- und Imaginérteil, so gilt
Y (8) =7 (t) +iva(t).

e Ist ein stiickweise differenzierbarer Weg ~ aus den differenzierbaren Teil-
stiicken 71, ...V, zusammengesetzt, also v =1 + ... 4+ Ym, so gilt

/f(z)dz: f(R)dz+ ...+ | f(z)dz.

Ym
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e Das komplexe Kurvenintegral f7 f(2)dz hiingt nur vom Bild v(I) der Kur-
ve (Spur) und der Durchlaufrichtung ab. Kehrt man die Durchlaufrichtung
um, so wechselt auch das Vorzeichen des komplexen Kurvenintegrals.

3.2.1. Beiuspiele komplexer Kurvenintegrale.
e Wenn f(z) = 22 und ~(t) = t fiir ¢ € [a, b], dann folgt 7/(¢) = 1 und

b b 1
/szz:/ t2-1dt=/ tzdt:§(b3—a3).
¥ a a

e Wenn f(z) = 2% und 7(t) = it fiir t € [a,b], dann folgt v/(¢) =i und

b b .
/dez:/ (it)? - idt = —i/ £2dt = — 2 (1% — a®).
107 a a 3

e Wenn f(z) = 22 und ~(t) = ¢"™/3t fiir t € [0, 1], dann folgt ' (t) = /3

und
1 ‘ 1 1
/Z2dZ :/ (ez7r/3t)2€7,7r/3dt :/ ezthdt — i
o 0 0 3

e Wenn f(2) = 22 und ~(t) = e® fiir t € [0, 27], dann folgt v/ (t) = ie®® und
2 3 1 2 i 1 i1 270 1

/zzdz = / (e™)ie'tdt = / ie3tdt = ~ [63”}0 =-(1-1)=0.
¥ 0 0 3 3

o Wenn f(z) = 1 und 4(t) = ¢ fiir ¢ € [0, 2], dann folgt 7/(t) = ie"" und

1 T . .
—dz = —ie dt = idt = 27m1.
y 2 0o € 0

e Wenn f(z) = z und 7 der Rand des Rechtecks [a,b] X [c,d], dann v =
Y1+ ...+ 4 mit

() =at, ,7(t)=a+ibt, ~3(t)=a+ib—at, ~yu(t)=1ib— bt
fiir t € [0,1] und
,71 (t> = a, v’)é(t) = Zba 7é(t) = —aqa, 74(t) = —1b
fiir t € [0,1]. Damit folgt

zdz:/ zdz—|—/ zdz—|—/ zdz+/ zdz
Y1 Y2 73 Y4

1 1 1 1
= / atadt + / (a + ibt)ibdt + / —(a+ ib — at)adt + / —(ib — ibt)ibdt
0 0 0 0

S~

1
= / 2a%t — a® — 2% + b2dt = [a®(t> — t) — b2 (* — 1)), = 0.
0

e Wenn f(z) = z und v der Rand des Halbkreises {re’® : 1 > r
[0,7]}, dann v = y1 + v2 mit 1 (¢) = ¢ fiir ¢t € [—1,1] und ~2(¢)
t € [0,7]. Es folgt 71 (t) = 1, 72(t) = ie®* und
1

27
o 1 1, .
/zdz:/ zdz+/ zdz:/ tdt+/ etiedt = ~[t?]1, + =["]5 = 0.
vy 71 Y2 -1 0 2 2

> 0,9 €
= e’ mit
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3.2.2. Interpretation des komplexen Kurvenintegrals als Zirkulation. Zerlegt
man die Funktion f = u + ¢v und den Weg v = y; + #y2 in Real- und Imaginérteil,
so erhilt man

b

f)dz= [ f(y(#)y (t)dt

¥ a

Das komplexe Kurvenintegral fv f(2)dz ist die Zirkulation des (komplexwertigen)
Vektorfeldes w : C — C? entlang der Kurve 7.

3.2.3. Die Kurvenintegrale fv(z —20)" dz mit (t) = zo + Re'*. Wir berechnen
das komplexe Kurvenintegral der Funktion f(z) = (z — 2z9)™ entlang der Kreislinie
um zo mit Radius R fiir beliebige zp € C, R > 0 und n € Z. Die Funktion f
ist komplex differenzierbar auf der Menge C \ {z0}. Mit v(t) = 2o + Re® und
7' (t) = Rie® fiir t € [0,27] folgt

2m 2m
/(Z —20)"dz = / (20 + Re™ — 29)" Rie"'dt = / Rt (+m) gy
vy 0 0

T idt n=-1
2=m

[Rl—nﬁeit(l—n)}o n ;é -1
2w m=-1
1o n#—-1"

3.3. Cauchyscher Integralsatz. Es ist kein Zufall, dass viele der in Ab-
schnitt 3.2 berechneten komplexen Kurvenintegrale entlang geschlossener Kurven
verschwinden.

THEOREM 5 (Cauchyscher Integralsatz). FEs seien D C C eine offene Men-
ge, f: D = C und G C D eine Menge mit stiickweise glattem Rand 0G, deren
AbschlufS in D enthalten ist. Wenn f komplex differenzierbar in D ist, dann gilt

f(z)dz = 0.
oG

Das komplexe Kurvenintegral [, 2dz entlang der Kreislinie 0G = {z : 2| = 1}
im Beispiel in Abschnitt 3.2.1 verschwindet nicht, weil die Funktion f(z) = 1/z

nicht auf dem Kreis G = {z : |z| < 1} komplex differenzierbar ist. Sie hat eine
Singularitéit in z = 0.
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3.3.1. Beweis des Cauchyschen Integralsatzes. Man schreibt das komplexe Kur-
venintegral als Zirkulation und wendet den Integralsatz |, oo W dT = J. o rot wWdT an.
Da das Vektorfeld w aus zwei Komponenten besteht, ist rot @ eine komplexwertige
Funktion.

- (z)dz = /8(; W(z,y) - d¥ = /Grot Wz, y)d(z,y)

rot W = rot ( v ) + irot <v)
—v U

=ty — (—0)z +i(vy —Uz) = Uy + Uy +i(vy —ug) =0,

da f komplex differenzierbar ist und die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
Uy = vy und u, = —v, erfiillt. Also [, f(z)dz = [, 0d(z,y) = 0.

3.3.2. Orientierung des Randes. Der Rand 0G der Menge G kann aus einer
oder auch mehreren Komponenten bestehen. Wenn G = {z : |z| < R} ein Kreis,
dann besteht 9G = {|z| = R} aus einer Komponente. Die Kurve v(t) = Re' ist eine
geeignete Parametrisierung. Wenn G = {z : Ry < |z| < R} ein Kreisring, dann
besteht G = {|z| = R1}U{|z| = Rz} aus zwei Komponenten. Die Kurve v = 1+,
mit v1(t) = Rie® und y2(t) = Rie™ ist eine geeignete Parametrisierung. Der
innere Kreis muss im Uhrzeigersinn durchlaufen werden, so dass die Flidche beim
Durchlaufen des Randes immer links vom Rand liegt.

3.4. Stammfunktionen. Wir betrachten eine komplex differenzierbare Funk-
tion f: D — C und einen Basispunkt zg € D und méchten eine komplexe Stamm-
funktion F' mit Hilfe des komplexen Kurvenintegrals als F(z) = f7 f(€)d¢ definie-
ren, wobei v eine Kurve ist, die den Basispunkt zy mit dem Zielpunkt z verbindet.
Dies ist nur sinnvoll, wenn das Kurvenintegral unabhdngig von der gewéhlten Kurve
ist.

LEMMA 7. Es seien f: C D D — C eine komplex differenzierbare Funktion,
20,21 € D und v1,v2 zwei Kurven von zg nach z1. Wenn v, —v2 = 0G und G C D,

dann gilt [ f(z)dz= [ f(2)dz.

BEWEIS. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt

0:/ ) f(z)dz = (2)dz— | f(2)dz.

Y2

O

Ein Gebiet D C C ist einfach zusammenhingend, falls fiir jedes Paar
stiickweise differenzierbarer Kurven ~1,v2 : [0,1] — D mit 71(0) = ~2(0) und
71 (1) = ~2(1), das von ;3 — ¥2 oder 2 — 71 umrandete Gebiet vollstéindig in D
enthalten ist.

THEOREM 6. Es seien D C C eine zusammenhdngende, einfach zusammen-
hingende Menge, f : D — C eine holomorphe Funktion und zg € D. Dann ist die
durch

F(z) = / F(O)C,

wobei vy : [0,1] — D eine beliebige stickweise differenzierbare Kurve mit v(0) = zo
und ¥(1) = z ist, eine Funktion F : D — C mit F'(z) = f(z) definiert.
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BEWEIS. Die Funktion F' ist wohldefiniert, weil D einfach zusammenhéngend
und damit das Kurvenintegral wegunabhingig ist. Benutzt man die Wege ~(t) =
z +t bzw. y(t) = z + it, so ergibt sich F,(z) = u(z) + iv(z) und F,(z) = —v(z) +
iu(z), also erfiillen die partiellen Ableitungen der Funktion F' die Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen, F' ist komplex differenzierbar und F'(z) = F,(z) = f(2).

O

3.4.1. Logarithmus als Stammfunktion. Die Funktion f(z) = 1/z ist nur auf C\
{0} definiert und holomorph. Es gibt geschlossene Kurven in C\ {0}, die ein Gebiet
umschliefen, das 0 enthiilt, z.B. v(t) = €', t € [0, 27]. Entfernt man aber nicht nur
den Punkt 0 sondern die ganze negative reelle Achse aus dem Definitionsgebiet, so
umschlieft jede geschlossene Kurve in D := C\ {z € R : < 0} ein Gebiet, das
ganz in D liegt. Die Menge D ist also einfach zusammenhéngend und mit zg = 1
gilt

F(z) = / %d{ = Ln(z),

denn F ist als holomorphe Funktion auf einer zusammenhéngenden Menge durch
die Werte auf der reellen Achse bestimmt und mit v(¢) = ¢ fiir ¢ € [1, ] gilt dort
F(z)= [ 3dt = Int]{ =Inz fiir alle 2z € R,z > 0.

3.4.2. arctan als Stammfunktion. Die Funktion f(z) = H% ist nur auf C\{+i}
definiert und holomorph. Es gibt geschlossene Kurven in C \ {£i}, die ein Gebiet
umschliefen, das i oder —i enthilt, z.B. v(t) = +i + €%, t € [0,27]. Entfernt man
aber nicht nur die Punkte 44 sondern noch weitere Teile der imagindren Achse aus
dem Definitionsgebiet, so umschlieft jede geschlossene Kurve in D := C \ {iy :
y € R,|y| > 1} ein Gebiet, das ganz in D liegt. Die Menge D ist also einfach
zusammenhingend und mit zy = 0 gilt

F(z) = / %d{ = arctan z,
v

denn F ist als holomorphe Funktion auf einer zusammenhéngenden Menge durch
die Werte auf der reellen Achse bestimmt und mit v(¢) = ¢ fiir ¢ € [0, z] gilt dort
F(x) = [; 3z dt = [arctan t]§ = arctan z fiir alle z € R.

4. Cauchysche Integralformel und Folgerungen

4.1. Cauchysche Integralformel. Wir bezeichnen die Kreisscheibe um den
Punkt z € C mit Radius R mit Kg(z).

THEOREM 7 (Spezielle Cauchysche Integralformel). Es seien D C C eine
offene Menge, z € D, f: D — C komplez differenzierbar und Kr(z) C D. Dann

gilt
_ 1 )
£2) = 5o /a I

BEWEIS. Es sei G = {w : ¢ < |w — z| < R} C Kg(#) ein Kreisring um z mit
duflerem Radius R und innerem Radius . Da die Funktion

g(¢) =
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auf G komplex differenzierbar ist, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

o=/'a0%= g(€)d¢
G OKR(z)—0K:(2)

f({)
d¢ = d¢ = EACYAP)
/BKR(Z)Q(C) ¢ aKE(Z)g(C) ¢ /ME(Z) = ¢

:/ f(C)—f(Z)+f(Z)d<
K. (2) ¢—=z

_ f(¢) — f(z) f(2)
B /8K5(z) (—=z d<+/3K€(z) ¢— ch.

Nun gilt mit der Parametrisierung ~.(t) = z + ee’ fiir jedes € > 0

F2) g - IR o 1 it
/aKs(z) C—ch_f(z) /6Ks(2) C—ch_f(z)/o e

= f(2)2mi
_ 2m ]
/ Md{ = f(z+ E(t)eit)iae”dt’ < 2meM
oK.(z) C—% 0
mit M = maxg .y |f'(z)] und £(t) € [0, e] wegen des Mittelwertsatzes. Der Grenz-
iibergang € — 0 liefert die Cauchysche Integralformel. O

THEOREM 8 (Allgemeine Cauchysche Integralformel). Es seien D C C
eine offene Menge, G C D eine offene Menge mit stickweise glattem Rand und
G C D und f: D — C komplex differenzierbar. Dann gilt fir alle z € G

1 f(©)
2 = — dg.
(20) 1) = 5 [ Fac
BEWEIS. Es gilt 0G = (G \ Kr(z)) + 0Kgr(z) und die Funktion % ist auf
G\ Kg(z) komplex differenzierbar. O

Die Funktionswerte einer komplex differenzierbaren Funktion in einem Gebiet
G sind also durch die Funktionswerte auf dem Rand dieses Gebietes eindeutig be-
stimmt.

4.2. Existenz beliebiger komplexer Ableitungen. Wir betrachten eine
komplex differenzierbare Funktion f : D — C, eine offene Teilmenge G C D mit
stiickweise glattem Rand und G C D.

Fiir jedes z € G 148t sich eine Umgebung des Randes 0G finden, deren Abschlufl
den Punkt z nicht enthélt. Deshalb ist die Funktion i cf—(g" auf dieser Umgebung
gleichméBig stetig.

THEOREM 9. Die Funktion f ist beliebig oft komplex differenzierbar und

(21) oy = [T

2w Jog (¢ — 2!
BEWEIS. Da Integration und partielle Ableitung nach z bzw. Z vertauschbar

sind folgt
1 d <f(g)>d 1 f(©)

¢—=2 T 270 Joq (C—2)2

d¢ ¥neN.

f'(z) =

T 27 Joq dz

dg
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und mit vollstdndiger Induktion
nt M d Q) _ (41! f(©)
0= g [ i () = [l

4.3. Abschiitzung der Ableitungen. Mit G = Kp(z) folgt aus der Inte-
gralformel fiir f(™)(2) eine Abschitzung fiir | f"(z)|.

O

THEOREM 10. Wenn f : D — C komplex differenzierbar ist und Kg(z) C D,
dann gilt
Mn!

(22) F(e)] < i mit M = max [ £(C)].

BEWEIS. Mit y(t) = z + Re™ und +/(t) = Rie fiir t € [0, 27] folgt

10 =i e ] 5| o e e
:% O% W@'Re“dt
3= 027T W“ﬁn dt = Q:J;n /(JQﬂ!f(z+Reit)|dt
< 2:;%“ Otht: A]é:!-

O

4.4. Satz von Liouville. Wenn f : C — C komplex differenzierbar und
beschriankt ist, dann ist f konstant.

BEWEIS. Da f auf C komplex differenzierbar ist, also D = C, ist Kr(z) C C
fiir alle R > 0 und alle z € C. Es sei M eine obere Schranke fiir | f], also |f(2)] < M
fiir alle z € C. Aus der Abschitzung der ersten Ableitung folgt

M
'@ <= — 0,
also f'(z) =0 fiir alle z € C. Dies bedeutet f = ¢ fiir ein ¢ € C. O

BEMERKUNG 31. Die Funktion arctan : R — (—7/2,7/2) ist auf R beliebig oft
reell differenzierbar, beschréinkt und nicht konstant.

4.5. Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom f(z) = Z?:o ;27 mit
¢j € C und ¢, # 0 besitzt eine komplexe Nullstelle oder ist konstant.

BEWEIS. Aus

f(2)

cp 2™

lim
|z| =00
Wenn f keine Nullstelle hat, dann ist g(z) = 1/f(2) fiir alle z € C definiert und kom-
plex differenzierbar. Die Funktion g ist beschréankt, denn es existieren R, My, Ms, so
dass |f(z)| < M, fiir alle z mit |z[ > R, weil lim|,|_o [g(2)] = 0, und [f(2)] < M
fiir alle z in der kompakten Menge K (0). Aus dem Satz von Liouville folgt g(z) = ¢,
also ist auch f ein konstantes Polynom. [

=1und lim |c,2"| =
|z| =00

oo folgt  lim |f(z)] = oo.
|z| =00
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4.6. Maximumprinzip und harmonische Funktionen. Eine komplex dif-
ferenzierbare Funktion nimmt ihr Maximum auf dem Rand an:

THEOREM 11 (Maximumprinzip). Es seien D C C eine offene Menge, G C D
eine Menge mit stickweise glattem Rand und G C D und f : D — C komplex
differenzierbar. Dann gilt
23 = .

(23) max | £(2)| = max /()

BEWEIS. Wenn 2y € G ein innerer Punkt ist, in dem das Maximum angenom-
men wird, also f(z9) = max,ca|f(2)], dann gilt fir jede Kreisscheibe Kg(z) =
{z:]|z — 20| < R} mit Kr(z) C G

1 Q) -1
2w /QKR(zO) ¢ — 20 d(’ 27

o 27
<o [ 1o+ Rl dr < o [ staa)dt = LGl

Dies kann nur gelten, falls |f(2)] = [f(z20)| fiir alle 2 € 9KR(20). Da man G durch
Kreisscheiben ausfiillen kann, folgt |f(z)| = |f(20)| fiir alle z € G. O

2 it
1 (z0)] = /0 o+ Re®) Lo it gy

2o + Reit — zg

Auch fiir harmonische Funktionen gilt ein Maximumprinzip.

LEMMA 8. Wenn f =u+iv: D — C komplex differenzierbar ist, dann ist u
harmonisch, also Au = uyy + uyy = 0.

BEWEIS. Die Funktion f ist beliebig oft stetig differenzierbar und aus den
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen folgt

Ugy + Uyy = (Ug)e + (Uy)y = (Vy)z + (—Va)y = Vyo — Vay = Voy — Vay = 0.

O

THEOREM 12. Es sei D C R? eine einfach zusammenhingende Menge. Ei-
ne Funktion u : D — R ist genau dann Realteil einer komplex differenzierbaren
Funktion f, wenn u harmonisch ist.

BEWEIS. Wenn u Realteil einer komplex differenzierbaren Funktion f ist, dann
folgt aus Lemma 8, dass v harmonisch ist.

Wenn u harmonisch ist, dann ist das Vektorfeld @ = (—uy,u,)? wirbelfrei,
weil rot W = (—uy)y — (Uz)s = —Au = 0. Da D einfach zusammenhéngend ist,
besitzt 1 eine Potentialfunktion v, also gradv = (vg, vy)T = @ = (—uy, u;)T. Dies
bedeutet, dass f = u + iv die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfiillt und
damit komplex differenzierbar ist. (]

4.7. Potenzreihenentwicklungen und Holomorphie. Es sei f : D — R
eine komplex differenzierbare Funktion, zg € D, Kg(z0) = {z : |z — 20| < R} mit
Kg(z9) C D und z ein innerer Punkt der Kreisscheibe Kg(zp). Dann gilt

_ 1 f(©)
fi) = 2mi 0K R(z0) ¢— ch

Q) _ f(©) _ Q1 f(©) i(z—zo>”

C—2z (—z0—(2—20) (—2z 1% 2 ¢ — 2o
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_i f(C) S Z =20 "
fz) = 2mi /BKR(ZO) ¢—20 Z (C —ZO) “

n=0

zZ— 20 "
gzm /aKR z0><—zo (c—20> 4

oo

f(Q) f(”) ZO
Z <2ﬂ'l /0KR(zo) (C _ ZO)"'H dC) Z Z — ZO) 5

wobei Y und [ vertauschbar sind, weil die Potenzreihe Y (Z 20) auf jeder

kompakten Menge, die echt in Kr(zp) enthalten ist, gleichmifliig konvergiert.

Es sei D C C eine offene Menge. Eine Funktion f : D — C heifit holomorph,
wenn sie sich um jeden Punkt zg € D in eine Potenzreihe mit positivem Konver-
genzradius entwickeln 148t (und diese Potenzreihe dort die Funktion darstellt).

THEOREM 13. FEine Funktion f : D — C ist genau dann holomorph, wenn sie
auf D komplex differenzierbar ist.

BEMERKUNG 32. Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung einer ho-
lomorphen Funktion f hingt vom Punkt ab, um den die Potenzreihe entwickelt
wird, z.B.

1 B 1 1 I e
Z”” l—z T1-4-(z-4) 3-(2-4) -3 1_2;34_;(—3)%1’

wobel die linke Potenzreihe um zyp = 0 den Konvergenzradius 1 und die rechte
Potenzreihe um 2y = 4 den Konvergenzradius 3 hat.

4.8. Identititsprinzip - analytische Fortsetzung.

4.8.1. Nullstellenverteilung einer holomorphen Funktion. Ein Polynom p ist ei-
ne holomorphe Funktion und hat maximal gradp verschiedene, also endlich viele,
Nullstellen. Es gibt auch holomorphe Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen,
zum Beispiel hat die Funktion sin z die reellen Nullstellen z;, = k7 mit k£ € Z.
Jedoch besitzen diese Nullstellen keinen Héufungspunkt.

THEOREM 14. Wenn D C C zusammenhdngend ist und die Nullstellen einer
holomorphen Funktion f: D — C einen Hdiufungspunkt in D haben, dann f = 0.

BEWEIS. Wenn {z;, }neny € D mit f(z,) =0, lim,, 00 2, = 20 € D und 2z, # 2
fiir alle n, dann gilt f(z0) = 0, weil f stetig ist. Wir betrachten die Potenzreihenent-
wicklung von f(z) = 307 an(z — 20)™ um zp. Wenn f # 0, dann existiert k € N
mit ar # 0 und a, = 0 fiir alle n < k. Die Funktion g(z) = f(2)/(z — 20)* ist
holomorph und ¢(z,) = f(2n)/(2n — 20)"™ = 0. Nun folgt g(z) = lim,—, o g(2,) = 0.
Dies bedeutet a; = 0, denn g(zp) = ay. O

4.8.2. Identitditsprinzip.

THEOREM 15. Es seien f,g : D — C holomorphe Funktionen und D eine
zusammenhdngende Menge. Wenn f(z,) = g(z,) fir unendlich viele Punkte z,,
die einen Hdaufungspunkt in D besitzen, dann f = g auf D.

Die Voraussetzungen des Identitéitsprinzips sind zum Beispiel erfiillt, wenn
f(z) = g(z) fiir alle z in einer offenen Menge U C D oder fiir alle z in einem
reellen Intervall (a,b) C D.
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4.8.3. Fortsetzung der reellen Funktion lnx. Die Fortsetzung einer reell analyti-
schen Funktion zu einer holomorphen Funktion auf eine einfach zusammenhéngende
Umgebung des reellen Definitionsgebietes ist eindeutig und dort durch die entspre-
chende komplexe Potenzreihe gegeben, denn das reelle Definitionsgebiet ist eine
Menge mit Haufungspunkt.

Zum Beipiel ist die Funktion Inx fiir x > 0, x € R definiert und um jeden
Punkte z¢ > 0 in eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius zy entwickelbar. Es
gilt

x (_1)n,+1
Inz =Inzo + Z W(ﬂﬁ — xo)" fiir |z — mo| < .
n=1

Die entsprechende komplexe Potenzreihe

= ()
Inzg + Z W(z —x0)" fiir |z — zo| < x0
n=1

definiert eine holomorphe Funktion auf der Kreisscheibe {z € C : |z — zo| < zo},
die fiir z € R und 0 < z < 2z¢ mit In z und deshalb auch mit dem Hauptwert des
Logarithmus, wie er in Abschnitt 2.6.1 als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
definiert wurde, iibereinstimmt.

5. Isolierte Singularitidten und Residuensatz

Es sei D C C eine offene Menge, f : D — C eine holomorphe Funktion und
z0 € D; z.B. D =C\ {0}, 2o = 0 und

coshz —1

F(e) = AT 1) = 5 oder f(z) = ¢

22

Kann man die Funktion f trotzdem in der Ndhe des Punktes zy gut beschreiben?
Gibt es eine Reihenentwicklung der Funktion f um den Punkt zp, die die Potenz-
reihenentwicklung ersetzt? Kann man die Singularitdten qualitativ unterscheiden?

5.1. Laurentreihen. Wenn das Definitionsgebiet D den offenen Kreisring

(24) Kpg, r,(20) ={2€C: Ry <|z— 29| < Ro}

enthélt, dann kann man f um 2o in eine Reihe Y 2 a,(z — zp)" entwickeln, die

fir alle z € Kg, gr,(%0) konvergiert. Eine solche Reihe heifit Laurentreihe von f
um zg.

THEOREM 16 (Laurentreihenentwicklung). Wenn f : Kg, gr,(20) = C ho-
lomorph, dann gilt fiir jede Kurve v(t) = zo +re®® mit t € [0,27] und Ry <r < Ry
und fir alle z € Kg, r,(%0):

oo

(25) f@) = > an(z=2)", an=zlm/(<—f28n+1.

n=—oo

Diese Laurentreihenentwicklung um zo ist eindeutig.
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5.1.1. Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Laurentreihenentwicklung. Es
sei z € Kg, r,(20). Dann existieren R; < r; und ro < Rp mit z € K, ,,(20). Der
Rand des abgeschlossenen Kreisringes K., ,,(z0) besteht aus zwei Kurven ; und
—v mit 71 (t) = 20+ r2e® und 2(t) = 29 +r1e® fiir t € [0,27]. Da f in Kg, g, (20)
holomorph ist, folgt aus der Cauchyschen Integralformel

([ S© (©
16 = g (-] face [ Moac).

Nun werden beide Kurvenintegrale mit Hilfe der geometrischen Reihe in Potenzrei-
hen entwickelt.
Falls ¢ € 72, so gilt |z — 20| < |¢ — 20| und damit

fQ) _ f(©) I (O S i (9 i(z—z())"

(—z C—zo—(z—zo) (—2 1—22 (-2

(=20
= Z n+1 Zo)n.
Falls ¢ € 1, so gilt |¢ — 20| < |z — 20| und damit

¢ f(©) _ Ot f©) i<<zO>"

¢(—z ¢—20— (2 — 20) zZ— 20 l—g:—zg z =20 F= \ %2 — 20
_ _ ;7700 f(©)  \—(nt1)
— nzof 20) e G 7;)7((_2,0)_”(2 20) +1
R S (9 N S A (9 RS
_—;(C_ZO)_("_U(Z @)= n;1(<_zo)n+l(z z0)"-

Setzt man diese Reihen fiir die Integranden ein und vertauscht Summation und
Integration, so erhilt man

-5 o 20 5 (o 2

Die Funktion f(¢)(¢ — z0)" ist fiir alle K € Z und alle r; < ro mit Ry <
ry und r9 < R; holomorph auf KT1 r»(20). Aus dem Cauchyschen Integralsatz
folgt f’Yl F(O(C — z0)kd¢ = fw F(O)(C — z0)kd( fiir die Kreislinien v; = 2zg + r;e
Die Eindeutigkeit der Laurentrelhenentwicklung folgt aus der Eindeutigkeit der
Potenzreihenentwicklungen auf ihren Konvergenzgebieten |z — zg| < Ro bzw. Ry <
|z — 20|

5.1.2. Haupt- und Reqguldrteil einer Laurentreihe. Fiir eine Laurentreihenent-
wicklung f(z) = Y.,° __ an(z — 20)™ heiBen die Potenzreihe Y~ a,(z — 29)"
Regulirteil und Y °° | a,(z — z0)" Hauptteil der Laurentreihe.

5.1.3. Laurententwicklung durch Finsetzen in eine Potenzreihe. Die Funktion
f(z) = e'/# ist auf C\ {0} holomorph. Die Laurentreihenentwicklung um zo = 0 li8t
sich aus der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion e* = ZZOZO %w”
mit w = 1/z herleiten:
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ne— oo (_—n)!z”, der Regulirteil die konstante

Der Hauptteil dieser Laurentreihe ist >
Funktion 1.
5.1.4. Laurententwicklung mit Hilfe der geometrischen Reihe. Die Funktion

fz)= m ist auf C\ {2, 3} holomorph. Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

erhélt man f(z) = zi?’ — —15. Die Laurentreihenentwicklung héngt vom gewéhlten
Punkt zy ab.

2o = 2: Die Funktion f ist auf dem Kreisring Ky 1 (2) holomorph. Die Laurentreihe

a8t sich aus der geometrischen Reihe ﬁ =3¢ mit g =z —2
herleiten:
1 1 1 1 1 1
=3 TS~ Gy-1 -3 G- -2
[e.°] 1 oo
7;)(2 ) - ngl(z )

Der Regulérteil dieser Laurentreihe ist — >~ (2 —2)", der Hauptteil die
Funktion —(z — 2)~ 1.

2o = 0: Die Funktion f ist auf dem Kreisring K» 3(0) holomorph. Die Laurentreihe
148t sich aus der geometrischen Reihe ﬁ =3 p¢" mitg= £ bzw. ¢ =

% herleiten:

1 1 11 11
f(z)iz—Siz—Q 3 1—%7;.1—%
Iex /2y 1 /2\" & 27 >, on
:*§Z<§) ZZ<Z> :Z*gﬂﬁ*Z*ﬁ
n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0 1
_Z 3n+12n+z_2n+1 "
n=0 n=—1

Der erste Summand dieser Laurentreihe der Regulérteil, der zweite Sum-
mand der Hauptteil.

5.2. Isolierte Singularitédten. Es sei zp € C. Eine Funktion f hat in zg eine
isolierte Singularitéit, wenn eine offene Umgebung U 3 2y des Punktes existiert, so
dass f: D\ {20} — C holomorph ist. Zum Beispiel haben die Funktionen C"S};if_l,
1 und e!/# in 2y = 0 eine isolierte Singularitét.

Hat f in z¢ eine isolierte Singularitét, so ist f in einem Kreisring Ko »(20) um
2o holomorph und I48t sich dort in eine Laurentreihe

o0
flz)= Z an(z —20)", an €C

n=—oo

entwickeln, die fiir alle z € K ,.(29) absolut konvergiert.
5.2.1. Klassifizierung isolierter Singularitiaten mit Hilfe der Laurentreihe. Eine
isolierte Singularitét zo heifit

e hebbar, wenn a,, = 0 fiir alle n < 0.

e Pol, wenn ein k € Z, k < 0 existiert, so dass a, = 0 fiir alle n < k

e wesentlich, wenn sie nicht hebbar und kein Pol ist, es also unendlich viele
Koeffizienten a, # 0 mit n < 0 gibt.
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Die isolierte Singularitét von ws};iff’l in zg = 0 ist hebbar, denn

coshz —1 EZO:O (Zzng! -1 _ Zzozl (gnn)! i ;ZQ"
= (2n +2)!

2 2 2
z z z
n=0

ist eine Potenzreihe. Die isolierte Singularitit von % in zop = 0 ist ein Pol, denn

an, = 0 fiir alle n < —1, also £k = —1. Die isolierte Singularitdt von e* in z0=20
ist eine wesentliche Singularitét, denn ihre Laurentreihe >~ -5 2~" hat unendlich
viele Koeffizienten a,, # 0 fiir n < 0.

5.2.2. Verhalten in der Ndihe isolierter Singularitdten. Isolierte Singularitéten
lassen sich auch durch ihr qualitatives Verhalten in der Ndhe der Singularitit un-
terscheiden.

THEOREM 17. Es sei zy eine isolierte Singularitit der Funktion f. Dann gilt

o 2y ist genau dann hebbar, wenn f auf Ko, (z0) beschrdnkt ist (r < co).

e 2y ist genau dann ein Pol, wenn lim,_, ., |f(z)| = co.

e 2y ist genau dann wesentlich, wenn fir alle Umgebungen U > zy, fir alle
w € C und fir allee >0 ein z € U\ {z0} mit |f(z) — w| < e existiert.

BEWEIS. Der Hauptteil einer isolierten Singularitidt konvergiert fiir alle z # zg
und ist eine Potenzreihe in ﬁ, die auf C konvergiert. Die Aussagen folgen aus
dem Satz von Liouville. O

BEMERKUNG 33. Handelt es sich um eine wesentliche Singularitét, so werden
in jeder noch so kleinen Umgebung der Singularitit fast alle komplexen Zahlen als
Funktionswerte angenommen.

5.3. Polstellen und Nullstellen. Eine holomorphe Funktion f: D — C hat
in 29 € D eine Nullstelle der Ordnung k, falls die Potenzreihenentwicklung um
zop von folgender Form ist:

flz) = Zan(z —20)" mit ap #0

n=~k

Hat die Funktion f in zo eine Polstelle, so ist (z — 29)¥f(z) eine holomorphe
Funktion, falls a,, = 0 fiir alle n < —k. Eine Funktion f hat in z; eine Polstelle
der Ordnung k, falls in die Laurentreihenentwicklung um zy von folgender Form
ist:

BEMERKUNG 34. Eine Polstelle der Ordnung k kénnte man auch Nullstelle der
Ordnung —k nennen. Eine Nullstelle der Ordnung &k kénnte man auch Polstelle der
Ordnung —k nennen.

Es seien f,g: U — C holomorphe Funktionen, f(z) = g(z)/h(z) und 2y € U.
Wenn z; eine Nullstelle der Ordnung k7 von g und eine Nullstelle der Ordnung ks
von h ist, dann gilt

e 2y ist eine Nullstelle der Ordnung k = k1 — ko, falls k1 > ko.
e 2 ist eine Polstelle der Ordnung k = ko — k1, falls ko > k1.
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5.4. Berechnung der Laurentkoeffizienten in Polstellen.

THEOREM 18. Hat f in 2y eine Polstelle der Ordnung k, so gilt fir m <k

1

(26) U = mg(k’m)(%) mit g(z) = (2 — 20)" f(2).

BEWEIS. Die Funktion g ist holomorph in zg. Fiir die Koeffizienten der Potenz-
reihenentwicklung g(z) = >°07 b (2 — 20)™ gilt by = an— = L9 (20). O

Zum Beispiel hat die Funktion f(2) = ;=55 in 20 = 2 eine Polstelle erster
Ordnung. Mit £ = m = 1 erhalten wir, ohne Partialbruchzerlegung,

() = (= = 27() = T wnd oy = =50 = 9(2) = 1.

5.5. Das Residuum. Zur Berechnung des komplexen Kurvenintegrals einer
holomorphen Funktion mit isolierten Singularitdten kann man die Laurentreihen-
entwicklung nutzen. Der Koeffizient a_; der Laurentreihenentwicklung spielt eine
besondere Rolle, er wird Residuum genannt.

Es sei f: Ko r(20) = C eine holomorphe Funktion und

o

[ =Y anlz—z)"

ihre Laurentreihe. Der Koeffizient a_; =: Res(f, z9) heifit Residuum von f in z.
BEMERKUNG 35. Ist f holomorph in zg, so gilt Res(f,z0) = 0.

THEOREM 19 (Bedeutung des Residuums). Wenn f : Ko r(z0) — C holo-
morph, f(z) =Y oo an(z—20)" die Laurentreihenentwicklung von f um zy und

0 <r < R ist, dann gilt fiir die Kurve vy, mit v,.(t) = 2o + re® fiirt € [0,2x]:

% /% f(z)dz=a_,

BEWEIS. Die Aussage folgt aus der Vertauschbarkeit von Integration und Sum-
mation und den Grundintegralen in Beispiel 3.2.3:

/

o0 o0

f(2)dz = L S an(z—zo)de= Y an/ (2 — 20)"dz = a_,2mi.

T T N=—00 n=—oo r

]

5.5.1. Ablesen des Residuums in der Laurentreihe. Die Funktion f(z) = e!/*
hat eine isolierte Singularitéit in zgp = 0. Die Laurentreihenentwicklung der Funktion
f ist einfach zu bestimmen. Das Residuum kann man dann aus der Laurentreihe
ablesen. Es gilt

f(z)= Z% (i) :Z%zfniRes(f,O) = % =1.

n=0
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5.5.2. Bestimmung des Residuums durch Partialbruchzerlegung. Die Funktion
f(z) = 7 + —— hat isolierte Singularitéiten, Pole erster Ordnung, in zy = =+, denn
22 +1 = (2 —i)(z + 1). Eine Partialbruchzerlegung mit komplexen Koeffizienten
fiihrt zu

1 1 IRV LY_ i 1 i1
1422 (z—i)(z+14) 2i\z—i z+i) 2 z—i 2 z+i
Da der erste Summand in zy = —i holomorph ist, gilt Res(f, —i) = i/2. Da der
zweite Summand in zy = ¢ holomorph ist, gilt Res(f,7) = —i/2.

5.5.3. Division von Potenzreihen. Die Funktion f(z) = (cosz — 1)~! hat iso-
lierte Singularitidten in den Nullstellen des Nenners h(z) = cosz — 1. Da cosz =
$(e + e7'%) gilt fiir z =z + iy

cosz=1a (" +1)? =0 Y% "=1<y=0und v =2kr, kc Z.
Die Nullstellen des Nenners sind doppelt, da h'(2km) = —sin(2k7) = 0 fiir alle

k € Z und b (2km) = —cos(2kw) = —1 fiir alle k € Z. Die Funktion f hat also
Pole zweiter Ordnung in den Punkten z; = 2nx fiir k € Z.

Es gilt
© (_q)yn o (_q)n
n=0 n=1

n=1
fiir alle k € Z.
Wir kénnen die ersten Koeffizienten der Laurentreihe f(z) = Y 00 5 an(z—2;)"
durch Koeffizientenvergleich in der Gleichung f(z)h(z) = 1 bestimmen. Da

(Z_Zk)2 (z —2)* _)

2 4!
_ G2 a1, 1, (%2 40\, _ 2
= 5 5 (z — z1) +(4! 2)(2 Ze) 4.

gilt a_o = —2 und a_; = Res(f, z;,) = 0 fiir alle k € Z.
5.5.4. Residuumformel in Polstellen. Will man das Residuum in einer Polstelle
bestimmen, so kann man Theorem 18 und Formel 26 benutzen:

1=(a—a(z—2zt) > +a_1(z—2) " +ao+...) (

e Die Funktion f(z) = 177 hat isolierte Singularititen, Pole erster Ord-
nung, in zg = i (sieche Abschnitt 5.5.2). Mit m = k = 1 folgt

9:) = =D = 0 Res(fid) =) = 57 (20 =)

z+1
und
_ 1 ) . 1 )
9(z) = (z+0)f(2) = ——, Res(f, —i) =g(=i) = — (20 = i)
z—1 —21
e Die Funktion f(z) = m hat Polstellen zweiter Ordnung in z, = 2nnw

fiir k € Z (siche Abschnitt 5.5.3). Es folgt

o) e ) = S
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und mit g = %

oo _ 1)+l > n+12n 2n—1
h(Z):Z((2n)+2)!(Z_Zk Z (2n + 2)! (2= 2)
ne0 n=0
und
J(z) = —Z(Sl, Res(f,zr) = ¢'(z1) = _Z(Z’;g =

Insbesondere 1483t sich fiir rationale Funktionen das Residuum in einer Polstelle
erster Ordnung leicht mit Hilfe des folgenden Lemmas bestimmen.

LEMMA 9. Wenn f = & in 2o einen Pol erster Ordnung hat, ¢ und h in zo
holomorph sind und q(z) # 0, dann gilt

a \_ a(20)
(27) Res (E,zo) = h’(zog .
BEWEIS. Aus Satz 18 folgt
_ (= 20)q(2)
1 _ o m2)az) (2 20)9(2)
Res(f, 20) = g(z0) = lim Tﬁi) = Dim Toz)
@) G0 al)
AT W)

O

5.6. Residuensatz. Die Berechnung von komplexen Kurvenintegralen 148t
sich auf die Berechnung von Residuen reduzieren.

Wir berechnen komplexe Kurvenintegrale von Funktionen mit isolierten Singu-
laritdten. Auf der Kurve darf keine dieser Singularitéiten liegen, aber das von der
geschlossenen Kurve berandete Gebiet kann Singularititen der Funktion enthalten.

THEOREM 20. Es seien z1,...,%2, € D C C endlich viele Punkte, f : D \

{z1,. -+, zp}7—> C holomorph, G C D eine beschrinkte Menge mit stiickweise glat-
tem Rand, G C D und z; € OG fir alle j. Dann gilt
(28) f(z)dz=2mi Y Res(f,z;).

oG j:z; €G

BEwEIS. Die Behauptung folgt aus der Anwendung des Cauchyschen Integral-
satzes auf G\ US_; K.(2;) mit kleinen Kreisscheiben K.(z;) = {2 : [z — 2| < ¢},
die einander nicht iiberschneiden, und Satz 19. (I

In Beispiel 5.5.2 haben wir die Residuen der Funktion (14 22)~! berechnet. Die

Kurve y(t) = 2¢™ fiir t € [0, 27r] berandet die Kreischeibe K2(0) = {z : |2| < 2}, die
beide Postellen +i enthilt. Es folgt

1 1 1 1 1 1
— | ——dz=Res | ——,1i Res|( ——,—i) ==+ —=0.
ori | T+ 227° es<1+22,z)+ es<1+z2’ ’) 2t o
Fiir jede geschlossene Kurve +, die die Polstelle ¢ genauso oft positiv orientiert

umrundet wie die Polstelle —i gilt fw(l + 22)7tdz = 0. Jede geschlossene Kurve
in C\ {iy : |y| < 1} hat diese Eigenschaft, da sie die Strecke {iy : |y| < 1} nicht
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kreuzen darf. Darum besitzt die Funktion (1 + 22)~! auf C \ {iy : |y| < 1} eine
Stammfunktion.

Die Kurve 7(t) = i+ e fiir t € [0, 27] berandet die Kreischeibe {2 : |2 —i| < 1},
die nur die Postelle i enthilt, die Polstelle —i jedoch nicht. Es folgt

1 ) 1 . 1
L de = 27i Res <1_’_22,’L) = 2777;% = T.

5.7. Berechnung uneigentlicher reeller Integrale. Man kann das reelle
Integral fab f(z)dz fiir ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R und eine reellwertige
Funktion f : [a,b] — R als komplexes Kurvenintegral verstehen.

Wenn eine Funktion f : D — C mit [a,b] C D existiert, sich f also auf eine
Umgebung des Intervalls [a, b] in C fortsetzen 148t, so gilt f7 f(2)dz = f: f(t)dt fiir
die Kurve 7 : [a,b] = C mit v(t) = ¢

5.7.1. Uneigentliche Integrale rationaler Funktionen.

THEOREM 21. Es seien p,q Polynome mit degq > 2 + degp und q(x) # 0 fir

alle v € R. Wenn z1,...,zy, die komplexen Nullstellen des Polynoms q(z) sind,
dann gilt
oo
p(x) ( )
29 / ——=dx = 2mi Res .
(#) - a(@) 2 el

BEWEILS. Wir setzen f = 2 Da degq > 2 + degp, existiert eine Konstante
M € R mit |f(z)] <4 2z und |f( )| < M EE fiir alle z € R und z € C.

Das uneigentliche Integral f f(z)dx konvergiert absolut, weil

/ x)|dx < M/ “2dr = M[-z7 1 =—-a'M

/ z)|de < M/ “2dr = M[-z7 ' =b"'M
b

fiir alle @ < b und lim,_y_ oo —a™*M = limp_, oo b~ M = 0.
Nachdem die Existenz des uneigentlichen Integrals gesichert ist, kénnen wir

den Wert als "
/ pi(x) dr = lim / pi(x) dz
oo q(2) R—oo J_p q(x)
berechnen.

Mit v1 : [-R,R] = C, 11(t) =t, 72 : [0,7] = C, 72(t) = Re™, und v =1 + 72
eine geschlossene Kurve (der Rand des Halbkrelses) gilt

/R pg)dm /71 };Ezgdz:/vziidz—/w ggz;dz
M M

) p(z)
(Z) z T

/WQ(Z)d - JZZ>ORGS

/W Zz;dz‘z /Oﬂf(Re“)Rie“dt‘SR/OWU(R@“N&SR TR

falls der Halbkreis {z : Sz > 0, |z| < R} alle Nullstellen mit 3z; > 0 enthélt. Wenn
man R grofl genug wihlt, ist dies der Fall, weil ¢ nur endlich viele Nullstellen hat.

und
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Nun folgt die Gleichung fiir R — oo, da sich die Summe der Residuen fiir grofie R

nicht mehr &ndert. (]
Beispiele:
e Die Funktion f(z) = ﬁ erfiillt die Vorraussetzungen des Satzes 21,

denn fiir p(r) = 1 und ¢(z) = 1 + 2? gilt degp = 0, degqg = 2 und
q(x) # 0 fiir alle z € R. Die komplexen Nullstellen des Polynoms 1 + 22
sind 4. Nur fiir ¢ gilt 37 > 0. Das Residuum der Funktion f(z) in ¢ haben
wir schon in Beispiel 5.5.2 berechnet. Es folgt

<1 : 2\ -1 1
/_Oo mdwszRes((l—&—z ) :271'2% = .

e Die Funktion f(z) = ﬁ erfiillt die Vorraussetzungen des Satzes 21,
denn fiir p(r) = 1 und g¢(z) = 1 + 2* gilt degp = 0, degq = 4 und
q(x) # 0 fiir alle z € R. Die komplexen Nullstellen des Polynoms 1 + z*
sind z; = €'™/4e"™/2 Nur fiir j = 0,1 gilt I2z; > 0. Es gilt fiir die Polstellen
erster Ordnung z;

Res ( 1 ) _ L _ le—i-fr3/4e—i7rj3/2
4

1+:47) 742
und
e 1 1 1 o ;
de = 2mi [ — [l R —imw3/4 1 —imw3/2
/_oox4+1x m<4ZS’+4Zi°’> ¢ e
_ %(efiﬂ'ii/él + efi7r9/4) — %(6*1'71'3/4 + e*iﬂ'l/‘l)

2

7

5.7.2. Integrale von f(z)sin(ax) bzw. f(x)cos(ax) ohne Singularititen.

5|3

Cm V2 V2 V2 V2 o
72 T Ty =

THEOREM 22. Es seien o > 0, f eine holomorphe Funktion mit endlich vielen

Singularititen z1, ..., zy. Wennlim.| o f(2) =0 und z; € R fiir alle j, dann gilt
(30) / f(z) cos(ax)dx = R | 2mi Z Res (f(2)e'**, zj)
- %zj>0
und
(31) / f(x)sin(oz)de =S [ 2mi Y Res (f(2)e'*, z;)
o C\}Zj>0

BEWEIS. Wegen e'** = cos(ax) + i sin(ax) gilt

R2 R2
f(z) cos(azx)dr =R < f(x)e“”dx)
7R1 Rl

731 731

Ry Ro )
(z) sin(ax)dr =S < (:L')emzdl) .
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Nun wihlen wir Ry, Ry so grof}, dass das Rechteck
Q:={z=xz+iy:x€[-R1,Ra],y €[0,R1 + Ro]}
alle Singularitdten mit 3z; > 0 enthélt. Dann gilt mit
v2(t) = Ra+it (0<t<Ry+Rs)
v8(t) = i(R1+ Rp) =t (~Ry <t < Ry)
Y(t) = =Ry —it (—Ri— Ry <t<0)

4

[ i [ g 32 [ s

- m=2 m

4
= 2mi Z Res (f(2)e'**, z;) — Z f(2)e'**dz.

[z >0 m=2""Tm

Mit Hilfe der Bedingung lim|;|_,o f(2) = 0 kann man 22:2 f,ym f(2)ei**dz ab-
schétzen und

4
lim Z f(2)e**dz =0

Ry,R2—00 =2 Ym

zeigen. [

Zum Beispiel erfiillt die Funktion f(z) = ﬁwz mit « > 0 die Voraussetzungen

des Theorems 22. Die Funktion 0627:; besitzt Pole erster Ordnung in +ia. Nur
z1 = ai liegt in der oberen Halbebene. Es folgt

oo COS(OHJ) ) eiaz ' .eia(ioz) 7T€_a2
————dx =R | 2miRes | ——,ia =R | 2mi—- = .
oo 02 22 a? + 22 2(icx) a

Da cos und f gerade Funktionen sind, kann man auch

o0 o0 —Q
/ cos(aur) dr — 1/ cos(a:z:)dx _me
0 _

a2 +ax2" 2] a2 +a? 2

berechnen.

5.7.3. Integrale von f(x)sin(ax) bzw. f(x)cos(ax) mit Singularititen. Hat ei-
ne Funktion f wie in Theorem 22 doch Singularitéten auf der reellen Achse, so kann
man dhnliche Integralformeln beweisen, falls es sich nur um Pole erster Ordnung
handelt.

THEOREM 23. Es seien a > 0, f eine holomorphe Funktion mit endlich vielen
Singularititen zy,...,2, € R und z1,...,2, € R. Wenn lim|,| f(2) = 0 und
die Singularititen x; € R fir alle j Pole erster Ordnung sind, dann gilt

(32) /_Oo f(z) cos(ax)dx

=R | 2mi Z Res (f(z)e'*%, z;) + m’ZRes (f(2)e"*, z))

Fz; >0
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und

(33) /_OO f (@) sin(az)dz

=S | 27 Z Res (f(z)e', z +7mZReb €', ;)
Sz >0

BEWEIS. Die zusétzlichen Beitrige ergeben sich aus den ,,Umwegen“y;(t) =
zj+ee', t € [0,7]. Hat f in x; einen Pol erster Ordnung, so gilt

f(z)dZZ/alz—x] —&—Zanz—xj dz
ez v

J

:/al(zfx] derZ/ an(z —x;)"dz
.

J

:a,l/ ce Meiettdt + E an/ neniteielt dt
0 o 0

00 1
_ n+1 —1)"™ —1).
a717r+n§:0an€ S =)

Fiir € — 0 verschwindet der zweite Summand. O

BEMERKUNG 36. Fiir Pole hoherer Ordnung auf der reellen Achse funktioniert
dieser Ansatz nicht, weil das komplexe Kurvenintegral entlang ~; fiir ¢ — 0 diver-
giert. In dem Fall existiert auch das uneigentliche Integral nicht.

Zum Beispiel erfiillt die Funktion f(z) = % die Voraussetzungen des Theorems
23 . Sie hat in g = 0 einen Pol erster Ordnung. Mit o = 1 folgt

/ Slzxdx = 3(mi Res(e271,0)) = S(mie?) = 7.

—00

6. Gebrochen lineare Abbildungen - M&biustransformationen

Wir betrachten Funktionen der Form

(34) £(z) = ZIZ mit a,b,¢,d € C und (¢, d) # (0,0).
Die Funktion f ist fiir alle z € C mit cz+d # 0 definiert und als Quotient zweier Po-
lynome holomorph. Die Bedingung (¢, d) # (0, 0) sichert, dass das Definitionsgebiet
der Funktion nicht leer ist.
Eine gebrochen lineare Funktion ist als Quotient zweier Polynome holomorph
auf ihrem Definitionsgebiet.
e Wenn ¢ =0, so ist f fiir alle z € C definiert.
e Wenn ¢ # 0, so besitzt f in z = —d/c eine isolierte Singularitét.
— Ist —d/c auch Nullstelle des Zihlers, also a(—d/c) + b = 0, so hat f
in —d/c eine hebbare Singularitét und f ist konstant:

az+ad/c a

& =—05vd =%
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— Ist —d/c keine Nullstelle des Zihlers, also ad — bc # 0, so hat f in
—d/c eine Polstelle erster Ordnung.

6.1. Fortsetzung zu einer Abbildung C Uoco - C Uoco. Wenn ¢ = a = 0,
dann ist f eine konstante Funktion und es gilt lim,_, f(z) = b/d.

Wenn ¢ = 0 und a # 0, so ist die Funktion f eine lineare Funktion und es gilt
lim ;|00 [f(2)] = c0. Man kann f(oo) = oo setzen.

Wenn ¢ # 0 und ad — bc = 0, dann ist f eine konstante Funktion und es gilt
lim, ,o f(2) =a/c.

Wenn ¢ # 0 und ad — be # 0, dann ist f auf C \ {—d/c} holomorph und
besitzt in —d/c eine Polstelle erster Ordnung. Dann gilt lim,_,_4/. [f(z)| = oo und
lim;| o0 f(2) = a/c. Man kann f(o0) = a/c und f(—d/c) = oo setzen.

BEMERKUNG 37. Uberdeckt man CUoo = Uy UU; mit zwei komplexen Karten
Up = C und U; = {z # 0}U{o0}, so macht der Kartenwechsel Uy \ {oco} — Up\ {0},
z + 1/z, zu einer komplexen Mannigfaltigkeit. Die oben definierten Fortsetzungen
der linearen gebrochenen Funktionen sind holomorphe Abbildungen auf dieser Man-
nigfaltigkeit.

6.2. Zerlegung in Streckung, Verschiebung und Inversion. Wir be-
trachten nicht konstante, gebrochen lineare Funktionen, also ad — bc # 0.

6.2.1. Verkettung gebrochen linearer Abbildungen. Es seien
asz + ba
Coz + doy
zwei nicht konstante, gebrochen lineare Funktionen. Thre Verkettung

a1z+by
e =a) =0 (1) = e
_ag(a1z +b1) +ba(ciz+di)  (asay + baci)z 4 ashy + bady
co(a1z4+b1) +da(c1z+d1)  (caar + dacr)z + caby + dady

a1z + bl

= d =
e und g(z)

ist wieder eine nicht konstante, gebrochen lineare Abbildung (az + b)/(cz + d) mit

a = asa; + bacy
b = azb; + bady
c = coay + dacy
d = coby + dady,

denn

ad — be = (a2a1 =+ bgCl)(Cle =+ dgdl) — ((lgbl =+ bgdl)(Cgal =+ d2C1)

= agalcgbl + a2a1d2d1 + b20162b1 + b201d2d1

— a2b102a1 — a2b1d201 — b2d102a1 — b2d1d201
= agdg(a1d1 - blcl) + b282(01b1 — aldl) = (a2d2 — bQCQ)(aldl — blcl) 75 0.
6.2.2. Einfache gebrochen lineare Abbildungen. Die Streckungen S, (z) := az

mit a # 0, d = 1, b = ¢ = 0, die Verschiebungen V;(z) = z + b mit a = d = 1,
b € C und ¢ = 0 und die Inversion I(z) = 1/z,also a =d =0 und b = ¢ = 1, sind
spezielle gebrochen lineare Transformationen, die man gut versteht.
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6.2.3. Zerlegungssatz. Jede nichtkonstante, gebrochen lineare Funktion ist eine
Verkettung von Streckungen, Verschiebungen und Inversionen.
Wir betrachten eine nichtkonstante, gebrochen lineare Abbildung
az+b

)=y

Wenn ¢ = 0, so entsteht f aus einer Streckung und einer Verschiebung:

mit ad — bc # 0.

a
—Z

F&) =24 2 =iy (2

d d
Wenn ¢ # 0, so gilt
az+b %(cz4+d)—2d+b a bec—ad 1
f(z) = = =—4+—"
cz+d cz+d ¢ c z+d/c

= a/c(S(bc—ad)/c2 (I(Vd/c('z)))) = (Va/c © S(bc—ad)/c2 olo Vd/c)(z>

) = V},/d(Sa/d(z)) = (‘/E)/d © Sb/d)(z)

6.3. Umkehrbarkeit. Wir suchen eine Umkehrfunktion einer nichtkonstan-
ten, gebrochen linearen Funktion.
6.3.1. Lokale Umkehrbarkeit. Die komplexe Ableitung der Funktion f ist

a(cz+d) —(az+b)c  ad—bec
(cz+d)?  (ez+d)?

f'(z) =

Es gilt genau dann f’(z) # 0 fiir alle z im Definitionsgebiet, wenn ad — be # 0. Aus
der Ungleichung ad — be # 0 folgt (a,d) # (0,0). Jede nichtkonstante, gebrochen
lineare Funktion ist lokal umkehrbar.

6.3.2. Wertebereich. Fiir eine gegebene komplexe Zahl w hat die Gleichung
f(2) = w die Losung

w= az+b scwztdw=az+bezla—cw)=dw—-bs z= dw = b

cz+d

falls w # a/c. Dies bedeutet f(C\{—d/c}) = C\{a/c}. Allerdings gilt f(co0) = a/c
und f(—d/c) = co. Zusammengefasst f(C Uoo) = C U 0.

6.3.3. Globale Umkehrfunktion. Die globale Umkehrfunktion der gebrochen li-
nearen Funktion f ist wieder eine gebrochen lineare Funktion

dz—b
—cz+a’

—cw+a’

(35) ftifzeC:z2#a/c} =C, fl2)=
Insbesondere gilt f~1(00) = —d/c und f~1(a/c) = co.

6.4. Matrizenschreibweise. Jeder gebrochen linearen Funktion kann man
eine komplexe 2 x 2-Matrix zuordnen:

a b az+b z
A_(C d)’ fA(Z)_CZ+d_A<1)

Die Funktion f4 ist genau dann nicht konstant, wenn det A = ad —bc # 0,
also die Matrix A invertierbar ist.

Fiir alle A # 0 gilt foa = fa.

Aus Abschnitt 6.3.3 folgt, dass f4—1 die Umkehrfunktion von fy ist.
Aus Abschnitt 6.2.1 folgt fa 0 fg = faB.
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6.5. Mobiustransformationen. Die Bilder von Geraden und Kreisen unter
nichtkonstanten, gebrochen linearen Funktion sind Geraden oder Kreise. Da sich
jede nichtkonstante, gebrochen lineare Funktion als Verkettung von Streckungen,
Verschiebungen und Inversionen schreiben 148t, muss diese Behauptung nur fiir
Streckungen, Verschiebungen und die Inversion bewiesen werden.

6.5.1. Affine Abbildungen. Wir betrachten Funktionen der Form f(z) = az+0b
mit a,b € C und a # 0.

Jede Gerade in C kann durch v(t) = z9 + wot fiir ¢ € C mit zp,wp € C und
wqg # 0 parametrisiert werden. Nun gilt

f(y()) = a(zo +two) +b = tawp + (azg +b) = twy + 21 mit w1 = awg, 21 = azo+>b.

Jeder Kreis in C besitzt eine Parametrisierung der Form v(t) = 2o + roe® fiir
0 <t <27 mit z9,79 € C und rg # 0. Nun gilt

f(y() = alzo+roe™)4+b = (azo+b)+arge’ = 2y +rie’ mit r, = arg, 21 = azo+b.

Abbildung 9 zeigt die Geraden

e y =2z + 1 mit der Paramentrisierung ;1 (¢t) = —1 + ¢(1 + @),
e y = x mit der Paramentrisierung o (t) = ¢t(1 + 1),
e y = (z+1)/2 mit der Paramentrisierung v, (t) = —1 + ¢(2 + 1),

den Kreis um (1, 1) mit Radius 1, definiert durch die Gleichung (x—1)?+(y—1)? = 1,
und die Bilder dieser Objekte unter der Abbildung f(z) = 2z + 2 — 3i. Es gilt

Fn(®) =2(=1+t(1 +1)) +2 — 3i = —3i + t2(1 + 1)
Flya(t) =2t(1 +1i) +2 — 3i
Fy3(t)) = 2(—=1 4+ t(2 + 1)) + 2 — 3i = —3i + 2t(2 + ).

Das Bild des Kreises (x—1)?4(y—1)? = 1 ist ein Kreis um f(1+i) = 2+2i+2-3i =
4 — i mit Radius 2. Man erkennt gut, dass sich der Schnittwinkel der verschiedenen
Kurven unter der affinen Abbildung nicht &ndert.
Abbildung 10 zeigt Bilder der Geraden y = /2 + 1 mit der Parametrisierung
~v(t) = =2 4 t(2 + i) unter verschiedenen Streckungen mit komplexen Faktoren.
6.5.2. Inversion von Geraden. Eine Gerade in C = R? ist Losung der Gleichung
ax + By = mit (o, B) # (0,0). Fiir z = x + iy gilt

1 1 i 1
P m(% —y), also (z,y)”" = m(%-lﬂ
Aus der Geradengleichung wird

€z Y
(6% - =
-T2+y2 x2+y2 v
az — By =~(z* +y°)

e Wenn v = 0, dann wird die Geradengleichung ax + By = y unter der
Inversion zu der Geradengleichung ax — Sy = 0.
e Wenn v # 0, dann fiihrt quadratische Ergdnzung zu der Kreisgleichung
x2—gm+y2+ézo
Y Y

2 2 2 2
o B\  o*+p
(27) *(Z”m) T Az
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| f L
- |y-x=1, -1+(1+i)t R ’ L ,x‘/
y-x=0,  (1+i)t o ot e
—{2y-x=1, -1+(2+i)t . /\ N s
2 2 R P
(x-1)"+(y-1)"=1 y oo S

Y

ABBILDUNG 9. Bilder von Kreisen und Geraden bei einer affinen Abbildung

y 2y-x=2, -2+(2+i)t
0 g >
X
f(z) = 2z, -4+(2+i)2t
f(z) = iz, -2i+(-1+2i)t
f(z) = (1+2i)z, -2-4i+3it

ABBILDUNG 10. Bilder einer Geraden bei komplexen Streckungen
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Y

'
N
—

ABBILDUNG 11. Inversion von Geraden in Geraden oder Kreise

Abbildung 11 zeigt die Bilder der Geraden y = 1 (rot), y = —1 (griin), y = «
(blau), y = /2 (tiirkis), y = (z + 1)/2 (lila) und y = x — 3 (orange) bei Inversion,
also der Abbildung f(z) = 1/z. Nur die Geraden durch den Ursprung (z.B. blau
und tiirkis) werden in Geraden abbgebildet. Die anderen werden zu Kreisen durch
den Ursprung.

6.5.3. Inversion von Kreisen. Ein Kreis in C = R? ist Losung der Gleichung
(x —20)% + (y — y0)? = r¢ mit xg,y0,70 € R, 79 > 0. Fiir 2z = x + iy gilt

1 1 1
— = , =) 1 , -1 _
(z,~y) , also (z,y) Py

(:E’ _y)-

z IEQ _|_y2

Aus der Kreisgleichung wird

(372 +y2)2 - x2 +y2 0+ (.’L‘2+y2)2 .’L‘2—|—y2
1+ 2yyo — 2z + (2 + y3) (2% + ¥7) = rd(2® + y?)

e Wenn 72 = 22 + y2, dann wird aus der Kreisgleichung durch die Inversion

die Geradengleichung 2ygy — 2xgzx = —1.
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></

ﬁ.

Y

P 7
4 \ J

N

/

=2 \

ABBILDUNG 12. Inversion von Kreisen in Kreise oder Geraden

e Wenn 72 # x3+y32, dann wird aus der Kreisgleichung (z—x0)?+(y—0)? =

r¢ durch Inversion die Kreisgleichung

1= —2yyo + 2zxo + (r§ — x5 — y5)(@® +°)

2

1 o ) ( Yo
=t e +|y-—
T A AT

2

2

Zo Yo
a3 = (Tt 5| t| V-
(r§ — =§ — v3)? ( r%—x%—y%) ( o — g~y

Abbildung 12 zeigt die Bilder der Kreise 22 +3? = 1 (schwarz

2
. w+y
(r§ — 23— y3)?

L (r—1/2)249y2 =1/4

(rot), (z —2)? + (y + 1)? (blau) und (x + 4/3)% + (y — 1)? = 25/9 (griin) bei
Inversion, also der Abbildung f(z) = 1/z. Nur die Kreise durch den Ursprung

(rot und griin) werden in Geraden abgebildet. Die andere
Einheitskreis (schwarz) wird auf sich selbst abgebildet.

n bleiben Kreise. Der



KAPITEL 6

Laplacetansformation

Wir beschéftigen uns mit der Laplacetransformation als Beispiel einer Integral-
transformation

1. Integraltransformationen

Eine Integraltransformation T ist eine eindeutige Abbildung, die Funktionen f
andere Funktionen T'(f) durch

T(f)() = /D K (1) f(t) dt

zuordnet, wobei D C R ein Intervall ist, das auch unbeschrénkt sein kann, und K
eine Kernfunktion. Natiirlich ist eine Integraltransformation immer nur fiir Funk-
tionen mit bestimmten Eigenschaften (Integrierbarkeit) definiert.

BEISPIEL 116. Durch Spezialisierung des Intervalls D und des Integralkerns K
ergeben sich folgende wichtige Integraltransformationen.
e Mit D = (—00,00) und K (z,t) = 5=e~ " erhéilt man die Fouriertransfor-
mation -
FDe) = 5= [ e fa
fir x € R.
e Mit D = (0,00) und K (z,t) = e~ " erhélt man die Laplacetransformation

e = [ e

0
firx € C
e Mit D =N und K(z,n) = =" erhilt man die diskrete Z-Transformation

Z(f)(z) =Y fn)z™"

fur z € C.

Integraltransformationen sind lineare Operatoren. Durch Integraltransforma-
tionen werden Probleme im Originalbereich in Probleme im Bildbereich iibersetzt,
wo sie sich (vielleicht) einfacher 18sen lassen. Zum Beispiel geht bei der Laplace-
Transformation eine Differentialgleichung in eine (algebraische) Gleichung iiber.
Es ist wichtig, dass man die im Bildbereich gefundene Problemlésung wieder in
den Originalbereich zuriicktransformieren kann. Dies ist prinzipiell moglich, wenn
die Integraltransformation injektiv ist (Eindeutigkeitssiitze!). Fiir die praktische
Durchfiihrung dieser inversen Abbildung 7! sind Rechenregeln, Tabellen und das
Faltungsprodukt wichtige Hilfsmittel.
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BEMERKUNG 38. Die Funktionen f(t) = et, f(¢) = sint und f(¢) = cost sind
nicht Fourier-transformierbar, jedoch kann man die Laplacetransformation auf sie
anwenden.

2. Definition und erste Beispiele fiir Laplacetransformierte

DEFINITION 30. Es sei f :[0,00) — R. Die Funktion

L)) = Py [ et a
heifst, falls sie existiert, Laplacetransformierte von f.
BEISPIEL 117 (Monome). Wenn f(¢) = t" mit n € N, dann gilt fiir z = z + 4y
mit z > 0
/DQ e P f(t)dt = /OOO e #" dt = lim ’ e Fm dt

0 b—oo Jo

b b e’}
1 n n
= lim [eztt”] +/ —e PNl gt = f/ e A dt
b—00 z 0 0 z z 0

fiir x > 0, da die Exponentialfunktion schneller wichst als jedes Polynom. Induktion
iiber n liefert dann eine Funktion L(t") : (0,00) — R mit

n _ —ztin _ n: —zt _ =
L(t )(z)—/o e 't dt——znﬂ, da /o e dt—Z.

Es gibt eine grofie Klasse von Funktionen, fiir die die Laplacetransformierte als
Funktion auf einem Halbraum {z € C : R(Z) > ¢} mit ¢ € R existiert.

DEFINITION 31. FEine Funktion f : [0,00) — R heifit von exponentieller
Ordnung o, wenn f fiir t — oo hichstens exponentiell wichst. Dies bedeutet, dass
reelle Konstanten tq,0 > 0 und M > 0 existieren, so dass |f(t)] < Me°t fiir alle
t>to.

LEMMA 10. Wenn f : [0,00) — R auf jedem Intervall [0,b] stickweise stetig
und von exponentieller Ordnung o, so ezistiert das uneigentliche Integral fooo e f(t) dt
fir alle z mit R(z) > o.

BEWEIS. Da f auf jedem Intervall [0, b] stiickweise stetig ist, existiert dort das
Integral fob et f(t)dt. Da e~ f(t)] < Mel"=®*, konvergiert [~ e = f(t)dt fiir
alle z mit $(z) > o absolut, weil der Exponent negativ ist. O

BEISPIEL 118 (Funktionen von exponentieller Ordnung). Polynome, e mit
a € R, sin(wt), cos(wt), beschriinkte Funktionen, stetige Funktionen mit kompak-
tem Trager

BEISPIEL 119 (Heaviside-Funktion). Fiir @ > 0 betrachten wir die Funktion

he : R — R mit
1 t>
ha(t):{ =4
0 t<a

und berechnen fiir z € C mit R(z) > 0 die Laplacetransformierte

o 1 t=co € %

L)) = [ a0 = [T et -1 e 2 -

z

z
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Satz 47 (Linearitidt der Laplacetransformation). Wenn f und g stiickweise
stetig und von exponentieller Ordnung o sind, dann gilt

L(f+g) = L(f) + L(g9) und L(cf) = cL(f) fiir alle c € R.

BEWEIS. Linearitédt des Integrals O

BeIspIEL 120 (Polynome). Es sei p(t) = Z?:o a;jt/ mit reellen Koeffizienten
a; € R. Dann ist die Laplace-Transformierte

L(p)(x) = / e p(t)dt = Zaj / e *id dt = Zaj#.
0 j=0 70 3=0

BEISPIEL 121 (Laplacetransformierte der Sinus- und Kosinusfunktion). Aus
der Linearitét folgt fiir £(z) >0 und w >0

L(cos(wt))(2) + iL(sin(wt)) () = /O " e cos(wt)dt + i /O e sin(wt)dt
:/0 e *"(cos(wt) + isin(wt))dt :/0 e *te"dt

_ /oo e(iw—z)tdt _ 1 _ z + w
0

z—iw 224 w?

und damit
L(cos(—wt))(2) + iL(sin(—wt))(z) = L(cos(wt))(z) — iL(sin(wt))(z) = %
224+ w
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich

z w

L(cos(wt))(z) = peart L(sin(wt))(z) = pEarE

3. Eigenschaften der Laplace-Transformation

Sarz 48 (Ahnlichkeit). Wenn f : [0,00) — R stiickweise stetig und von expo-
nentieller Ordnung o, dann gilt fir alle a > 0

1 z
L(f(at)(=) = ~L(F®) (2)-
BEWEIs. Fiir alle a > 0 gilt mit der Substitution s = at, ds = a.dt

/000 e P flat)dt = 1/0C>O e~ a%f(s)ds.

«

BEIsPIEL 122. Es gilt

L(sin(wt))(z) = o j:wQ = % . (z/w)12 1= %L(sint)(z/w).

SaTz 49 (Dampfung). Wenn f : [0,00) — R stiickweise stetig und von expo-
nentieller Ordnung o, dann gilt fir alle « € R und z € C mit R(z) >0 — «

L(e™'f())(2) = L(f(t))(z + a).
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BEWEIS. Es gilt fiir alle R(z) + o > o

/om eHeT M f(t) dt = /Ow e f(t) dt = L(f(1))(2 + ).

O
BEISPIEL 123. Fiir R(z) > « gilt
_ 1 _ —at ot _ at _ ]‘ at . 1
L()(2) = o= L(e™™e*)(z) = L(e*")(z4a) = P— also L(e®)(z) = P

SATZ 50 (Transformation von Ableitungen). Wenn f : [0,00) — R stickweise
stetig differenzierbar und f und f’ von exponentieller Ordnung o, dann gilt

L(f')(2) = 2L(f)(2) = f(0).

Wenn f € C™([0,00)) und alle Ableitungen fY) wvon exponentieller Ordnung sind,
dann gilt

L(f")(2) = 2"L(f)(2) — sz_lf("_j)(o)-

BEWEIS. Die Voraussetzungen an f und f’ sichern, dass die auftretenden un-
eigentlichen Integrale existieren. Mit partieller Integration erhalten wir

L(f)(z) = /Oo e A (t)dt = [e*ztf(t)]g" +z /OOO e FLf(t) dt

0
= —f(0) + 2L(f)(2).

Die Aussage fiir die Laplacetransformierte der n-ten Ableitung folgt durch Induk-
tion iiber n, z.B. L(f")(z) = zL(f")(z) — f'(0) = z(2L(f) — f(0)) — f'(0)). O

BEISPIEL 124. Anwendung der Formel fiir die Laplacetransformierte der Ab-
leitung auf f(t) =™ und f(¢) = sint fithrt zu

nL(t" 1) (z) = zL(t")
1

2241

SATz 51 (Ableitung der Laplacetransformierten). Wenn f : [0,00) — R stiick-
weise stetig und von exponentieller Ordnung o, dann gilt

TENE) _ e s,
z

BEWEIS. Da f von exponentieller Ordnung ist, konvergiert das uneigentliche
Integral fooo e~ ?L f(t) dt gleichmiiflig und Integration nach ¢ und Differentiation nach
z konnen vertauscht werden. Also gilt

L(cost)(z) = L(sin’ t)(z) = zL(sint)(z) —sin0 = 2

dL(f)(z < de~t <
TIE [T L jwa=- [ s = DLE0)).
z 0 dZ 0
Die Aussage fiir die n-te Ableitung folgt mit vollstdndiger Induktion durch mehr-
maliges Ableiten. O

BEISPIEL 125. Da %sint auf [0, 00) stiickweise stetig und von exponentieller
Ordung ist, gilt




3. EIGENSCHAFTEN DER LAPLACE-TRANSFORMATION 125

Durch Integration der Gleichung folgt
int
L (SI?> (z) = ¢ — arctan z
fiir eine Konstante ¢ € R .

FOLGERUNG 12 (Laplacetransformierte einer Stammfunktion). Wenn f und
fo s)ds Laplace-transformierbar, dann gilt

e[ r6ras) (= Lene

Bewels. Es gilt f(t) = ¢/(t) und g(0) = 0, also L(f)(z) = zL(g)(z) — g(0) =
zL(g)(2). O

SATZ 52 (Grenzwertsitze). Wenn f und [ stickweise stetig und von exponen-
tieller Ordnung o, dann gilt

lim L(£)(z) =0 und_lim =L(f)() = F(0),
falls f zusdtzlich in [0,00) stetig ist.

BEWEIS. Da f von exponentieller Ordnung ist, existieren Konstanten M, ¢y, o
so dass | f(t)] < Me?! fiir alle ¢t > to. Nun gilt fiir R(z) > 0,0

9= / e f(t) di] < / e £ (1))

t() oo
< / e RE ) dt+ | Me =t gy
0

to

to 1 [e%e]
_ —R(z)t —(R(z)—0)t
= e t)| dt + M e
/0 |f ()] L R

z ‘o
to —(R(z)—0o)to
— =Rt £V dt Mei
| et i —
und lim, o |L(f)(2)] = 0, da beide Summanden fiir z — oo gegen 0 konvergieren.
Die zweite Aussage folgt aus L(f")(z) = zL(f)(z) — f(0). O

BEISPIEL 126. Da L(t~!sint)(z) = ¢ — arctan z und lim,_,, arctan z = /2,
folgt ¢ = 7/2, d.h. L(t " 'sint)(z) = n/2 — arctan 2.

SATZ 53 (Verschiebung). Wenn f : [0,00) = R mit

40 , falls 0 <t <c
) = {g(t—c) , fallst > ¢

und g stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung, dann gilt
L(f)(z) = e L(g(t))(2)-

BEWEIS. Mit der Substitution s =t — ¢ folgt

L(f)(z):/oo ) dt:/:o e_Ztg(t—c)dt:/Ooo =2+ () ds

0

:e_cz/ e *%g(s) ds.
0
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4. Inverse der Laplace-Transformation

Satz 54 (Eindeutigkeitssatz). Wenn f, g stickweise stetig, von exponentieller
Ordnung o und L(f)(z) = L(g)(#) fiir alle R(z) > o, dann gilt f(t) = g(t) fir alle
Stetigkeitsstellen t.

BEMERKUNG 39. Die Laplacetransformation ist auf der Menge der stetigen
Funktionen exponentieller Ordnung injektiv.

4.1. Inverse Laplacetransformation als komplexes Kurvenintegral. Die
inverse Laplacetransformation L~!(F)(t) kann mit Hilfe eines Kurvenintegrals in
der komplexen Ebene berechnet werden:

z+i00
ft)=L7YF(2)) = L/ ' F(2)dz

2% )y ioo

[ 1 x+100
— —wt zt
O = [ et [ et dear
1 T+100 [ee]
Pyt / eCTNR(2) dt dz
0

211

T —100

_ L [TEE e g Rw) > R2)

% T—i00 Z—Ww
1 x+1i00 F
=— (2) dz = F(w)
270 Jpioo 2 —W

4.2. Inverse Laplacetransformation mit Residuensatz. Fiir eine stiick-
weise stetige Funktion f : [0,00) — R, die die Ungleichung |f(t)] < Me°! fiir
alle t > to mit Konstanten ¢y, M,o > 0 erfiillt, ist die Laplacetransformierte das
uneigentliche Integral

L(f)(z) = h ft)e ?tdt, R(z) > o.

0

Die inverse Laplacetransformation 1483t sich mit Hilfe eines komplexen Kurveninte-
grals beschreiben:

LEMMA 11. Wenn f zusdtzlich stiickweise glatt ist, dann gilt

1

" 2mi

f) / L(z)e*'dz, T>0, v ={z:R(z) =71}

BEWEIS. Setzt man f durch f(¢) = 0 fiir alle ¢ < 0 zu einer Funktion f : R — R
fort, so gilt mit g(t) = f(t)e™ ¢

L(z) = /jo ft)e *tdt

Lﬁ+M:/%ﬂm*mWﬁ:/ F)e~ e Wt = F(g)(y):

—00
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Daraus folgt mit Hilfe der Umkehrformel fiir die Fouriertransformation

g(t) ! / N F(y)e™'dy

:% .

I ; 1 [ _
f) = g(t)e” - F(y)ezytertdy _ 7/ L(t+ ’L'y)e(T—Hy)tdy

2 J_ o 2 J_ o
b h L(7 + iy)e T Wtidy = L/ L(z)e*dz
211 J_ o 2mi )., ’
weil v, (y) =iy fir y € R und . (y) = i. O

Auch dieses komplexe Kurvenintegral entlang einer unendlich langen Kurve
kann man, wenn einige Bedingungen erfiillt sind, mit Hilfe des Residuensatzes be-
rechnen.

THEOREM 24. Wenn L(f)(z) in C\ {z1,...,2m} holomorph ist, R(z;) < T fir
ein T > o und lim|,|_,o L(2) = 0, dann gilt

(36) f(t) = Z Res ((L(2)e™, z;) .

BEWEIS. Weil L nur endlich viele Singularitdten hat und nahe oo beschrankt
ist, ist L holomorph in co und kann nahe oo durch eine Potenzreihe in 1/z beschrie-
ben werden. Da lim|,|_,o L(z) = 0, gilt L(1/z) = Y7, anz~" fiir |z| > R. Daraus

folgt lim|,|_,oc 2L(2) = a1 € C. Falls a; # 0, so gilt lim,|_, zf/(z) =0 fiir
L(z) := L(2) — ¢(z — 20)~* = L(2) — cL(e™?)(z)
mit beliebigem, festen zo € C. Man kann also lim|,|_, 2L(z) = 0 voraussetzen.

Fiir einen geschlossenen Weg v = 71 + 2 mit y1(t) = 7 + it fir t € [-R, R]
und Yo (t) = Re' fiir t € [a, ] fiir geeignete o, 3 € R und R groB gilt

/ L(Z)eztdz — 27T'Z ZRGS ((L(Z)ezt7 Zj)

j=1

lim L(z)ethz:/ L(2)e*dz

R—oo /oy -

lim L(z)e*'dz = 0,

R—o0 72

denn

7 : , 8
_ / L(Rezs)e%(s)tRelSidt S/ ‘L(’YZ(S))‘RGW(%(S))tdt

/ L(z)e*'dz
72

B
< eTt/ |L(v2(s))|Rdt < €™ (B — a)e < eT"2re,

falls R so grof ist, dass |L(v2(s))v2(s)| = |L(72(s))|R < €. O

BEISPIEL 127. Die Funktion L(z) = m Pole erster Ordnung in z = +2i —
1,da 22 4+ 22+ 5 = (2 4+ 1)® + 4. Es gilt auch lim|,|_, L(2) = 0. Daraus folgt

oot o(E2i—1)t o(£2i-1)t
Res | ———— 42i— 1] = : = :
2+22+5 2(£2i — 1) 4 2 14
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und, da R(£2i — 1) < 0,

e O e e LS W e) L,
e ",

==+t =% 3 -

5. Losung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Wir betrachten das Anfangswertproblem y” 4+ 5y + 4y = ¢, y(0) = y'(0) = 0.
Die Laplacetransformierte der Differentialgleichung ist

L(t)(2) = L(y")(2) + 5L(y")(2) + 4L(y)(2)

L 2L()(2) — 2(0) — ¢/ (0) + 5(=L(y)(2) — y(0)) + AL(y)(2)

z

— = (2 + 52 +4)L(y)(2),

also
1

L ==
(»)(2) 224521 4)
Hier kénnen wir y mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung und ermitteln. Es existieren
a,b,c,d € R mit

1 B 1 _ﬂ+9+i+ d
22(224+52+4)  22(z+1)(z+4) 22z z+1 2z+4

= aL(t) +bL(1) + cL(e™") + dL(e™*) = L(at + b+ ce™" + de™ ).

Also gilt y(t) = at + b + ce~t + de~*! fiir diese reellen Konstanten a, , b, ¢, d.
Die Gleichung einer harmonischen Schwingung v + w?y = 0 mit den Anfangs-
bedingungen y(0) = 0 und y'(0) = vg wird durch die Laplacetransformation in

0= L(y")(2) + w?L(y)(2) = 2’L(y)(2) — 29(0) — y'(0) + w?L(y)(2)

= (2% + w?)L(y)(2) — vo
L(y)() = o3 = Lsin(w))(2)
verwandelt. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, dass y(t) = 2 sinwt die eindeutige
Losung des Anfangswertproblems in der Menge der stetigen Funktionen von expo-
nentieller Ordnung ist.

6. 5-Distribution

Die é-Distribution ist eine ,,Dichtefunktion® ¢, mit Masse 1, deren ganze Masse
in einem Punkt x konzentriert ist. Fiir Funktionen sind die Eigenschaften [, f(t)dt =
1 und f(t) = 0 fir alle t # z unvereinbar. Darum exisitiert 0, nur im Sinne
von Distributionen, einem verallgemeinerten Funktionenbegriff. Wir kénnen eine
6-Funktion als ,,Grenzwert“ echter Funkionen behandeln, ndmlich §, = limy,_, o f3
mit

0 0<t<xzodert>z+1/h
fn(t) = .
h z<t<z+1/h
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Da
00 z+1/h
L(fh)(z) _ / efztfh(t) di = / 67zthdt w [ 7zt]z+1/h
0 T < ¥
_ Ee—zr(l —z/h)
—xz q; 1— e_Z/h —xz 1: 1—e —xz 1; e® —xz
i L(fn)(z) = e lim ——p— = e™" lim —— = ™ lim =— =™,

kann man die §-Distribution auch als L~!(e~%%), also eine Funktionen, deren La-
placetransformierte e~*# ist, definieren.

7. 2L-periodische Funktionen

Zur Berechnung der Laplacetransformierten 2 L-periodischer Funktionen geniigt
es, iiber das Intervall [0,2L] zu integrieren. Wenn f eine 2L-periodische stiickweise
stetige Funktion von exponentieller Ordnung ist, dann gilt

0o s (2(n+1)L
L(f)(z) = / eyt = / e (1) dt
n=0 2

nL

/ —#s+2nl) f(g 4 onL)ds (t = s+ 2nL)

/ el f(s) ds = i / " et s f(5) ds

n=0"0
o

:/o e f(s)d Z (6_22L)n = l—%m /:L e **f(s)ds

n=0

BEISPIEL 128 (Rechteckimpuls). Die 27-periodische Fortsetzung f der Funkti-

on
. 1 tel0,m)
0 te[-m0)

ist

1 o —ZS8 1 T —ZzZS8

1 dl—em
T 1 — 22 z z(14emEm)
8. Faltung

Der Multiplikation im Bildbereich, also von Laplacetransformierten, entspricht
im Originalbereich die Faltung von Funktionen.

DEFINITION 32. Das Faltungsprodukt zweier (integrierbarer) Funktionen

[rg ist
(f )t /ft—s
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Das Faltungsprodukt ist kommutativ, denn mit v =t — s, du = —ds gilt

t
G0 = [ sa-9ateds =~ [ sgte-wan= [ gt dn= 1))
0
Das Faltungsprodukt glittet (siehe periodisches Faltungsprodukt).

Satz 55. Wenn f,g : [0,00) — R stickweise stetig und von exponentieller
Ordnung, dann gilt L(f * g) = L(f)L(g).

BeEwEIS. Die Funktion f(t — s)g(s) ist auf der Menge D = {(¢,s) : 0 < ¢,0 <
s < t} integrierbar, weil f und g von exponentieller Ordnung sind. Die iterierten

Integrale auf der Menge D existieren dann auch und sind unabh#ngig von der
Reihenfolge der Integration.

L(f  g)(z / /ft—s s)ds dt

_14 -AWH{A Flug(s)dsdu (u=t—s)

= L(f)(2)L(9)(2)
|
BEISPIEL 129. Wir suchen h mit
1
L(h = —=——
&) = 2 e
ohne eine Partialbruchzerlegung durchzufiihren. Es gilt
1 1 1
— =1L = L(et — (e~ % )
;= LG, = LG g = e E)
Nun folgt mit Hilfe der Faltung

g = H0EHe e =L ([t as).

Zur Berechnung des Integrals benétigen wir die durch partielle Integration herleit-

baren Formeln
s
) e
e ds =
«

1 1 s
/seo‘s ds = — s — — ¢ = < (as—1)
a a

/SQeasds—e (a?s? — 2as + 2).

o3
Nun folgt
t
/ (t—s)e *ds =
0

te™ 4 — se % ds

S~

[ = g [ (~as D),
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und
t t
/ e (t 3)(4s+€*45—1)ds:67t/ es(4$+e 45—1)d8
0 0
t
:e_t/ e*(4s — 1) +e 3 ds
0
—3s7t
—et|e(ds—5) — &
e {e(s ) 5],
6—45 16
=4t —5— =
5 ¢ 3
Also

-1 1 t 5 e . .1
_— = - - — — — e —.
22(z+1)(z+4) 4 16 48 3

BEispiEL 130. Mit Hilfe des Faltungsproduktes berechnen wir

1 1 1 . B L t )
L <22(1_’_22)> = L7 (L(t)(2)L(sint)(z)) =t xsint = /0 (t — s)sinsds

t
=t[-coss|, —/ ssin sds
0

t
= t(1 — cost) + ([5 cos 5]8 - / cossds> =t —sint.
0
BEIspIEL 131. Mit Hilfe der Faltung berechnen wir fiir g € R

2 () = B (5L6(0)G) - SLin(E0) () )

= % /O sin(B(t — s)) sin(Bs) ds

t
= oz [ cos(8(t ~29)) —cos{nyds - (Additonstheoreme)
0
= i |:1 sin(B(t — 2s)) — s COS(ﬂt)} .
2l82 26 s=0

1 (sin(ﬁt)

= o 5 tcos(ﬂt)) .






KAPITEL 7

Fouriertransformation

Wendet man die Fouriermethode auf PDGLen an, bei denen alle Argumente der
gesuchten Funktion unbeschréankt sind, so ist man gezwungen eine kontinuierliche
Version der Fourierreihen zu definieren.

1. Motivation — unendlich ausgedehnte Probleme

Wir betrachten die Wirmeleitungsgleichung u; = a?u,, auf einem unendlich
langen Stab, also fiir ¢, > 0, mit der homogenen Randbedingung u(0,t) = 0, der
Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(z) und der zusétzlichen Bedingung lim,_,« |u(z, )| <
oo fiir jedes t € R.

Die Wachstumsbedingung lim, o, u(x,t) < oo ersetzt die zweite Randbedin-
gung u(l,t) = Wy(t) bei begrenzten Wirmeleitungsproblemen. Sie bedeutet, dass
die ,, Temperatur® u iiberall beschrankt ist.

Der Produktansatz u(x,t) = h(z)g(t) fithrt zu

h(z)g'(t) = a®h" (x)g(t)

1 g0 W)
2 g0 ) - MER

Daraus ergeben fiir h sich die Eigenwertaufgabe

B+ ph =0, h(0)=0, ILm |h(z)| < oo

und fiir g die DGL
g+ pa’g =0.
Die allgemeinen Losungen der DGL h” + ph = 0 sind (siehe Beispiel ?77?)
h(z) = ¢y cos(y/fx) + cosin(y/ux) >0
h(z) =c1 + e p=0.
h(z) = creVTHT 4 coe VT HE w<0

Durch Auswertung der Anfangsbedingung h(0) = 0 erhélt man
h(z) = cosin(y/ux) w>0

h(z) = cox w=0.
h(z) = ¢ (e\/jl“” —e” *‘“) = 2¢y sinh(y/—px) p <0

Von diesen drei Funktionen ist nur sin(,/pux) fiir  — oo beschriankt. Also sind
alle reellen p > 0 Eigenwerte. Die dazugehorigen Eigenfunktionen sind h,(z) =

sin(/pz). Eine Losung der homogenen DGL ¢’ + pa?g = 0 ist g, (t) = e—ha’t,

133
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Die Summation iiber alle Eigenwerte p wird ersetzt durch das Integral tiber das
Intervall (0, 00) und wir erhalten analog zu Gleichung (??) die Losung

M%ﬂ:AWdew%wmﬂ@@

mit ¢(u) € R. Die Anfangsbedingung u(x,0) = ¢(x) liefert die Gleichung

| ctwpsiny)dn = o(o)

Als die Menge der Eigenwerte p diskret war, z.B. N, konnte man die Koeffizienten
¢(w) durch Vergleich mit der Fourierreihe der periodischen Fortsetzung der Funktion
¢ auf R bestimmen. Nun benétigen wir eine eindeutige Darstellung der Funktion
¢ als Integral der Form ¢ = [~ c(u) sin sin(,/za)dp.

2. Definition und Eigenschaften

Es sei f : R — R eine stiickweise stetige Funktion, die im Unendlichen ver-
schwindet, also lim;—, 4+ f(t) = 0, und absolut integrierbar ist, also [*_|f(t)|dt <
oo. Dann ist die Fouriertransformierte definiert als uneigentliches Integral

(37) FUX$ﬁ:[%f@k”“ﬁ-

Die Abbildung f +— F(f) heifit Fouriertransformation

Wir beweisen jetzt grundlegende Eigenschaften der Fouriertransformation und
berechnen die Fouriertransformierte einiger Funktionen. Dabei nehmen wir an, dass
die Voraussetzungen fiir die Existenz der Fouriertransformierten erfiillt sind und
man Ableitung und Integration vertauschen kann. Es gilt

F(f)(s) = /Oo ft)e stdt = /jo f(t)(cos(—st) + isin(—st))dt
= /_DO f(t) cos(st)dt — i/_oo f(¢) sin(st)dt.

2.1. Fouriertransformierte einer geraden Funktion. Wenn f gerade ist,
also f(—t) = f(t) fiir alle t € R, dann folgt

F(N) =2 [ ) coststiar,
0
weil f(t) cos(st) gerade und f(t) sin(st) ungerade.

2.2. Fouriertransformierte einer ungeraden Funktion. Wenn f ungera-
de ist, also f(—t) = —f(t) fiir alle t € R, dann folgt

F(f)(s) = —2i /O 7 F(t) sin(st)dt,

weil f(t) cos(st) ungerade und f(t)sin(st) gerade.
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2.3. Fouriertransformierte der Rechteckfunktion. Die Funktion

1 o<1
fl(t)_{o it > 1

ist gerade und fiir s # 0 gilt

F(f1)(s) =2 /000 f(¢) cos(st)dt = 2/0 cos(st)dt = g[sin(st)]i(l) =

S S

2.4. Fouriertransformierte der ungeraden Rechteckfunktion. Die Funk-
tion

1 0<t<l1
fot) =< -1 —-1<t<0
0 sonst

ist ungerade und fiir s # 0 gilt

.coss—1

—.
s

F(f)(s) = —2i /O " Ft) sin(st)dt = 2 /0 sin(st)dt = %[cos(st)]izé —9

2.5. Fouriertransformierte von e~ I*l. Die Funktion f3(t) = e~ "l ist gerade
und es gilt
[e9) o o0
F(fs3)(s) = 2/ f () cos(st)dt = 2/ e~ 1t cos(st)dt = 2/ eI R(eh)dt
0 0 0

=2 (/ etemdt> = 2R (/ et(“l)dt)
0 0
1 sie e -1 1+is 2
-9 t(is—1) t:OO -9 -9 — .
§R<isl[e Ji=d i Mlert) = e

2.6. Fouriertransformierte der ungeraden Fortsetzung von e~ /*l, Die

Funktion
et t>0
t) =
Ja(®) {—et t<0

ist ungerade und es gilt

F(fy)(s) = —2i /000 f(t)sin(st)dt = —2i /000 e~ 'sin(st)dt = —2i /0Oo et dt

-2 (/ e_temdt) = - (/ et(is_l)dt>
0 0
1+1s S
i () = gt
Z\S<52+1> 11

2.7. Fouriertransformierte von e~*". Die Funktion f@) = et ist gerade
und es gilt

F(e™")(s) = 2/ et cos(st)dt = \/77-6(8/2)2.
0

Dies haben wir mit Hilfe der Ableitung eines parameterabhéingigen Integrals be-
wiesen.
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2.8. Linearitit der Fouriertransformation. Die Fouriertransformation ist
linear, also F(f +¢g) = F(f) + F(g) und F(af) = oF(f) fir alle « € R, weil das
Integral linear ist.

2.9. Streckung. Die Fouriertransformation veréndert sich bei Streckung des
Arguments der Funktion f von ¢ auf ot mit a # 0, € R so:

/ flat)e™tdt = / flr *’Sa— (1 = at)

= () (2)

(67

2.10. Verschiebung. Die Fouriertransformation verdndert sich bei Verschie-
bung des Arguments der Funktion f von ¢ auf a + ¢ mit o € R so:

F(f(a+1)(s) = /_ T ot ettt — /_ T e dr, (r=t+a)
= " F(f(t))(s)

2.11. Dampfung. Die Fouriertransformation verédndert sich bei Dampfung
der Funktion f mit e~ so:

F(e—iatf(t)(s) _ /oo e—iatf(t)e—istdt — /:30 f(t)e—i(s+a)tdt =F(f(t)(s+a)

— 00

2.12. Fouriertransformierte der Ableitung. Mit Hilfe der partiellen In-
tegration erhélt man

/ f 7zstdt [f( ) 7zst t_ - / f 7zstdt
=1sF(f(t))(s), denn f(f£oo)=0.

Mehrfache Anwendung dieser Formel liefert
F(F™(1)(s) = (is)" F(F(£))(s5)-

2.13. Ableitung der Fouriertransformierten. Fiir die Ableitung der Fou-
riertransformierten gilt

P f(0)(s) = " S F(f()(5),

denn
o0

F("f(t))(s) = /_OO t"f(t)e " tat :/_ ; (t" Li(t)e —lst) dt

= d% </m it"—lf(t)e—istdt) :

2. 14 Faltung. Die Faltung zweier gegebener Funktionen f,g : R — R ist
(f = [z f(t —w)g(u)du. Es gilt F(f xg) = F(f)F(g). Der Beweis dieser
Glelchung dhnelt den Bewelsen dieser Aussage fiir die Fourierkoeffizienten und die
Laplacetransformation.
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3. Umkehrformel

Die Fouriertransformation geniigt einer einfachen Umkehrformel

B9 FEEOE) =20/ PO =5 [ Pt

:% .

3.1. Fouriertransformierte von %sin t.

3.2. Fouriertransformierte von 1(—1+ cost).

P 0 = 7 (520 ) () = P (R0 (6) = g 2eh(-)

t 21 t 21
= ’i7l'f2(8)

3.3. Fouriertransformierte von ﬁ

r <t1+1> (s)=F (LL) (5) = 5 F (F(F)(0) (5) = 52mfs(~s) = meH!

Fai) 0 =F (S ) ) = 5 F (FUO) )
= }%27#4(—5) = —im f4(s)

Alternativ berechnet man die letzte Fouriertransformation als

()= (k) - () - o

. d —|s] . —e % s>0
=iT—e =T ,
ds e’ §<0

wobei die Ableitung nach s nur fiir s # 0 ausgefiihrt werden kann.

3.4. Anwendung der Formeln fiir Ddmpfung, Verschiebung und Streckung.
Mit Hilfe der Formel fiir die Verschiebung fiir & = 2 berechnen wir

2
1482

F(ef\t+2|)(s) _ eist(ef‘t‘)(s) _ 621'5

Mit Hilfe der Formel fiir die Streckung fiir & = 3 berechnen wir

L Lo sy 126
Fe™™)(s) = 3F(e H)(§)_§1+(s/3)2 R
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Mit Hilfe der Formel fiir die Ddmpfung berechnen wir

FUOosa)(s) = F (705 + ) (o)

(F(f(#)e")(s) + F(f(H)e™")(s))
(F(f)(s = a) + F(f)(s + o))

(rg e =) @

N =N

F(f(t)sin(at))(s) =

_ 21 (F(f)(s —a) = F(f)(s +a)).

4. Fouriertransformation mit Residuensatz

Fiir eine gegebene Funktion f : R — R ist die Fouriertransformierte F'(f)(s)
das uneigentliche reelle Integral

F(f)(s) = [ T et = [ 7 F(t) (cos(—st) + i sin(—st))dt
= /jo f(t)(cos(st) —isin(—st))dt
:/_OO f(@t) cos(st)dt—i/_OO f(¢) sin(st)dt.

Die beiden Summanden lassen sich mit Hilfe des Residuensatzes berechnen, falls
f:C\{z,...,2zm,x1,...,25} — C komplex differenzierbar mit isolierten Singu-
laritdten x; € R, die Polstellen 1. Ordnung sind, z; # R und lim,|_, f(2) = 0
(sieche Theorem 22 und Theorem 23).

Die dort auftretenden Singularititen hingen nur von der Funktion f ab. Die Resi-
duen der Funktion f(z)e** sind aber auch vom Parameter s abhingig. Mit

(39) u(s) := 2mi Z Res(f(2)e"*, z;) + mi Z Res(f(2)e"**, x;)
S(z;)>0 T

folgt wegen sin(st) = — sin(—st)

u(s) s>0
(40) F(f)(s) = { R(u(0)) s=0.
u(]s|) s<0

BEISPIEL 132. Die Funktion f(¢) = az—iﬁ mit a € R, a > 0, hat Pole erster
Ordnung in £ia. Nur der Pol ia liegt in der oberen Halbebene. Daraus folgt

elsz ) eis(ia) e—sa T
Res < = = , u(s)=—e™%
a

a+ 227" 2(ia) 2ia
und
Te™@% >0
a ™
PN =5  s=0=_e
seft s <0
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BEISPIEL 133. Die Funktion f(t) = 3t mit a € R, a > 0, hat Pole erster

a2+t2

Ordnung in +ia. Nur der Pol ia liegt in der oberen Halbebene. Daraus folgt

isz : is(ia) —sa
Res (ze ia) = (ia)e =2 u(s) = mie”

a? + 22’ 2(ia) 27
und
—mie % s> 0
F(f)(s)=40 s=0.
mie’t 5<0

5. Losung PDGL mit Hilfe der Fouriertransformation

Sucht man eine Losung u(z,t) einer PDGL, die auf einem unbeschrinkten
Gebiet existiert, so stellt man eine dquivalente PDGL fiir die Fouriertransformierte

o0

U(s,t) := F(u(z,t))(s) = / u(z,t)e s dx

beziiglich der Variablen x auf. Wir nehmen an, dass Ableitungen nach der anderen
Variablen, ¢, mit der Fouriertransformation vertauschbar sind, also F'(u(x,t))(s) =
Ui(s,t) und F(ug(z,t))(s) = Uw(s,t). Die Fouriertransformierten der Ableitungen
nach der Variablen x berechnen sich nach der Formel

P (te)) () = )" Flute0)(o),
also F(ug(z,t))(s) = isU(s,t) und F(uze(x,t))(s) = —s2U(s,t).

Treten in der PDGL fiir die Funktion U(s,t) nur die partiellen Ableitungen
nach einer Variablen auf, ¢, so betrachten wir sie als gewthnliche DGL fiir eine von
t abhingige Funktion, deren Koeffizienten noch vom Parameter s abhéngen. Die
frei wihlbaren Funktionen von s, die in der allgemeinen Losung U (s, t) auftreten,
bestimmen wir durch Auswertung der Anfangsbedingungen, weil F(u(z,0))(s) =
U(s,0) und F(ui(x,0))(s) = Us(s,0).

Mit Hilfe der Umkehrformel F(F(f))(z) = 27 f(—x) berechnen wir die Lésung
u(x,t) aus U(s,t) als

(e, t) = = F(F(u)(s,1))(~a) = %F(U(s,t))(—x) 1 /°° U(s,t)ei*ds.

27 T T on oo

5.1. Wirmeleitung auf beidseitig unbeschrinktem Stab. Wir betrach-
ten die PDGL wu; = a?ugg fiir t > 0,¢t € R und z € R mit den Randbedingungen
limg 4o |u(x,t)] < oo und der Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(z).

Die DGL fiir U(s,t) = F(u(z,t))(s) ist Us(s,t) = —a®s?U(s,t). Sie hat das
charakteristische Polynom A = —(as)? und die allgemeine Losung

U(s,t) = c(s)e_(as)Qt.
Aus der Anfangsbedingung folgt ¢(s) = F(¢)(s), denn
U(s,0) = ¢s) = F(u(z,0))(s) = F(o(x))(s)-

Damit ist die gesuchte Losung

. ue) = o [ P@)(s)e e e s
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5.2. Wirmeleitung auf einseitig unbeschrinktem Stab. Wir betrachten
die PDGL u; = a®uy, fiir t,2 > 0 mit den Randbedingungen lim, . |u(z,t)| < oo,
1(0,t) = 0 und der Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(z).

Um die Fouriertransformation durchfiihren zu koénnen, setzten wir u und ¢
zu ungeraden Funktionen auf R fort. Wie in Abschnitt 5.1 erhélt man aus der
Anfangsbedingung die Losung

2 ule:t) = % /_OO F(¢)(s)e™ (@) e,

Diese erfiillt auch die Anfangsbedingung u(0,¢) = 0, denn nach der Formel gilt
u(0,t) = 5= [7 F(¢)(s)e=(@9’tds = 0, denn F()(s) ist als Fouriertransformation
einer ungeraden Funktion wieder ungerade, e~ (@)% ist eine gerade Funktion in

s, ihr Produkt ist ungerade, und das Integral einer ungeraden Funktion iiber R
verschwindet, falls es existiert.

5.3. Wellengleichung. Wir betrachten die PDGL uy = a?ug, fir t > 0,t €
R und z € R mit den Randbedingungen lim,_, 4 |u(z,t)| < co und den Anfangs-
bedingungen u(x,0) = ¢(x) und u(x,0) = ().
Die DGL fiir U(s,t) = F(u(x,t))(s) ist Uy (s,t) = —a?s%U(s,t). Sie hat das
charakteristische Polynom A\? = —(as)? und die allgemeine Losung
U(s,t) = c1(s) cos(ast) + ca(s) sin(ast).
Aus den Anfangsbedingungen folgt
U(s,0) = c1(s) = F(u(x,0))(s) = F(¢(x))(s)
Ui(s,t) = c1(8)(—as) sin(ast) + ca(s)(as) cos(ast)
Ui(s,) = ca(s)as = F(ui(,0))(s) = F(¢(2))(s),

also
Ul(s,t) = F(6)(s) cos(ast) + - (fi(s) sin(ast)
und
(43) u(x,t) = % /jo (F(QS)(S) cos(ast) + F(Z)i(s) sin(ast)> e ds.



