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KAPITEL 1

Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewShnliche Differentialgleichung (DGL) der Ordnung n ist ei-
ne Gleichung der Form F(z,y,y/,...,5"™) = 0 mit einer Funktion F : R"*2 >
D(F) — R, die auf einer offenen Teilmenge des D(F) C R"™*? definiert ist. Die
Zahl n heiit auch Grad der Differentialgleichung.

Beispiele:

ey =cmitceR,n=1, F:R® =R, F(x,y,y) =% —c

ey =yn=1LF:R =R Fla,yy)=y —y

e v + w?y = g(x) mit einer beliebigen Funktion g : R — R, n = 2, F :
R* — R mit F(z,y,y,y") =y" +w?y — g(2).

e 2y +Inx=0,n=2,F:R>"xR® =R, F(z,y,v,v") =xy” +Inx

o y®+(y®)’ =0,n=3F:R> — R, F(z,5.5/,y",y®) = yy® +(y)

Eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung heifit explizite gewthnliche DGL, wenn
Fz,y,9/,...,y™) = y™ — f(z,y,y/,...,y" V) fiir eine Funktion f : R+ >
D(f) — R, sonst heifit sie implizit.

Eine explizite DGL 148t sich also nach der héchsten Ableitung auflésen. Manch-
mal erhélt man durch Verkleinerung des Definitionsgebietes D(F') aus einer impli-
ziten DGL eine explizite.

Beispiele:

ey =c, v =yund vy’ + w?y = g(z) sind explizit.

e 2y’ +Inz = 0 ist explizit, weil auf dem Definitionsgebiet D(F) = R>?xR3
immer z # 0 gilt und Division durch 0 moglich ist , also y” + 1“73” =0.

o yy® + (y@))2 = 0 ist implizit auf ihrem Definitionsgebiet R*. Schrinkt
man dieses jedoch auf {y # 0} C R* ein. so kann man die Gleichung durch
y dividieren und die explizite DGL y®) = —% (y(z))2 betrachten.

Es sei F(z,9,y,...,4™) = 0 eine gewohnlichen DGL n-ter Ordnung. Eine
Losung auf einem Intervall I C R ist eine n-mal differenzierbare Funktion
y: I —Rmit F(z,y(z),y (z),...,y"™ (x)) =0 fiir alle z € I.

Eine Anfangswertaufgabe (AWA) ist das Problem, zu einer gegebenen
gewohnlichen DGL n-ter Ordnung und &,7,7M, ... n(»~1 € R eine Liosung y
auf einer Umgebung des Anfangsargumentes ¢ mit y(¢) = 1 und 3@ (&) = 5 fiir
alle j =1,...,n — 1 zu finden.

Bei einer sinnvoll gestellten AWA gilt (¢,7,71), ..., n"~NT € D(F) fiir die
Anfangsbedingungen. Zu Anfangswertaufgaben gibt es mehrere Grundfragen:

(1) Ewistiert eine Losung der AWA?

(2) Ist diese Losung eindeutig?

(3) Wie grof ist das Definitionsgebiet der Losungsfunktion?

(4) Wie héngt die Losung der AWA von den Anfangswerten ab?

9
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ABBILDUNG 1. Vektorfeld und Feldlinien

1. Explizite gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Wir untersuchen DGLen der Form ¢’ = f(z,y) mit Anfangsbedingungen y(§) =
n fiir Funktionen f: R > D — R und £, € R mit (&,7)T € D.

1.1. Geometrische Deutung. Einer Losung y : I — R auf I C R der AWA
y = f(x,y) mit y(§) = n kann man durch v(¢) = (¢,y(¢)) fiir t € I eine Kurve
v : I — R? durch den Punkt (£,71)” zuordnen. Dies ist der Graph der Funktion y.

Da 4(t) = (1,y'(t))T = (1, f(t,y(t)))7T, ist der Tangentialvektor an die Kurve
v im Punkt ~(¢) gerade (1, f(t,y(t)))T. Die Losung ist also eine Feldlinie zum
Vektorfeld ¥ : D — R? mit

Uz, y) = (1, f(z,9))"

durch den Anfangspunkt (&,7)7. Abbildung 1 zeigt das Vektorfeld (1,2 + )7 und
Losungen y(z) = (n+1)e® —x — 1 der DGL ¢y’ = z +y zu den Anfangswerten £ = 0
und n =1, 0, —%7 —1 und —2.

1.2. Graphische Lésungsmethoden. Mit Hilfe des Vektorfeldes v(z,y) =
(1, f(x,9))" kann man Losungskurven der AWA durch Polygonziige anniihern. Da-
bei ist es niitzlich, Punkte mit gleicher Steigung zu kennen.

Eine Isokline ist eine Niveaulinie des Vektorfeldes (1, f(z,y))". Zu jedem ¢ € R
ist K. = {(z,y)T € D: f(z,y) = ¢} eine Isokline.

Zum Beispiel sind die Isoklinen des Vektorfeldes #(z,y) = (1,2 + y)? zur Stei-
gung c die Geraden y = —z + c.

1.3. Existenz- und Eindeutigkeitssiitze. Essei D C R? eine Teilmenge des
R? fiir die gilt: Wenn (z,y) und (z,9) € D, dann (x,y + t(§ — y)) € D fiir alle 0 <
t < 1. Eine Funktion f : R? D D — R geniigt auf D einer Lipschitzbedingung
beziiglich y, falls eine Konstante M existiert, so dass

|fz,y) — flz,§)] < My —g| fir alle (z,y)", (z,7)" € D.
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LEMMA 1 (Kriterium fiir Lipschitzbedingung beziiglich y). Wenn fiir eine
Funktion f : R2 D D — R die partielle Ableitung fy auf D ezistiert und stetig
und beschrinkt ist, dann erfillt f auf D eine Lipschitzbedingung beziiglich y.

BEWEIS. Aus dem Mittelwertsatz folgt |f(z,y) — f(z,9)| <||fyllply —g|. O

Beispiele:

e Die Funktion f(x,y) = e ist stetig differenzierbar auf R? mit f,(z,y) =
ze®™. Auf der unbeschrinkten Menge R? ist auch f, unbeschrinkt, da
lim, o fy(x,0) = oco. Aber die partielle Ableitung f, ist als stetige
Funktion auf jeder beschriinkten Teilmenge D C R? beschrankt. Damit
erfiillt f auf jeder beschrankten Teilmenge des R? eine Lipschitzbedingung
beziiglich y.

e Wenn f(z,y) = g(z)h(y), g stetig auf einem Intervall [a,b] und h stetig
differenzierbar auf einem Intervall [c,d], dann erfiillt f eine Lipschitzbe-
dingung beziiglich y auf dem Intervall [a, b] X [¢, d], denn in diesem Fall ist

fy(z,y) = g(x)h (y) stetig.

THEOREM 1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf).
Es seien (£,n)T € R? ein Punkt, I = {(z,y)T : |[x—&| < a, |y—n| < B} ein Intervall
um (&,)T und f: I — R eine stetige Funktion.

Wenn f auf I eine Lipschitzbedingung beziiglich y erfillt, dann hat die AWA
y' = f(z,y) mit y(§) = n eine eindeutige Losung y : Us — R, wobei Us = {x € R :
|z — &| < &} eine Umgebung von £ ist, die durch K = ||f||r und § = min{a, 5/K}
gegeben ist.

BEWEIS. Die rekursiv definierte Folge stetiger Funktionen y,, : Us — R

(1) yo(z) =n

2) yn(z) =+ /E "y (1) dt

erfiillt die Anfangsbedingung y,, (§) = 7 fiir alle n € N und ist wohldefiniert. Aus der
Lipschitzbedingung folgert man die Konvergenz der Folge gegen eine Grenzfunkti-
on y(x) = lim,,— o yn(z). Fiir die Grenzfunktion folgt aus der Iterationsgleichung
ylx) = n+ f; f(t,y(t))dt. Leitet man diese Gleichung nach z ab, ergibt sich die
DGL ¢/(z) = f(x,y). Also ist die Grenzfunktion eine Losung der AWA. O

1.3.1. Verfahren von Picard-Lindeldf fir v = x +y mit y(0) = 0. Aus dem
Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelo6f erhélt man ein
Niherungverfahren (Verfahren von Picard-Lindelsf) zur Lésung von Anfangswert-
problemen, da die Funktionenfolge v, gegen eine Lésung konvergiert.

Die DGL 4’ — y = =z ist eine lineare inhomogene DGL erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom der dazugehorigen homo-
genen DGL ¢/ —y = 0 ist A—1. Also sind yp(x) = Ce® mit C € R alle Lésungen der
homogenen DGL 3’ — y = 0. Eine spezielle Losung der DGL 3’ — y = z erhilt man
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zum Beispiel durch Variation der Konstanten mit dem Ansatz y,(z) = C(z)e*.
Yo(a) —ys(z) = C'(z)e" =

C'(x) =xe™™
C(z) = /xe_'” dr = —ze * + /e_”” de = —xe ™ —e™ "
ys(x) = —xz —1

Ein allgemeine Losung der DGL ¢y’ — y = z ist also y(z) = Ce® — x — 1. Durch
Auswertung der Anfangsbedingung y(0) = C' — 1 = 0 bestimmt man den Wert der
Konstante C' = 1. Damit ist y(x) = e* —z — 1 die gesuchte Losung der AWA.

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelof folgt die Exi-
stenz einer eindeutigen Losung der AWA, weil die Funktion f(z,y) = x + y eine
Lipschitzbedingung beziiglich y auf R? erfiillt, denn f, (z,y) = 1. Wir erzeugen diese
eindeutige Losung auch mit dem Verfahren von Picard-Lindelof mit f(z,y) =z +y
und £ =n=0

yo(l')EO
x T 1 )
yl(x)=0+/0 f(t,yo(t))dt:/0 (t+0)dt =

* * 1 1 1
yg(x)zo—l-/ f(t,yl(t))dt:/ t+7t2dt:§x2+fx3
0 0 '
n+1 ]
yn(x) = Z — o’ (Induktion!)
=27

oo 1

Nun folgt limy, .o yn(z) = 3,7, ﬁmj =e*—z— 1L

1.3.2. Mehrere Lisungen einer AWA. Wir betrachten die AWA 3/ = 3y%/3 mit
y(0) = 0. Die Funktionen y(x) = 0 und y(z) = 2® sind Losungen der AWA. Die
Funktion f(x,y) = f(y) = 3y?/? erfiillt keine Lipschitzbedingung beziiglich y, denn
fy(z,y) = f'(y) = 2y~1/3 ist nur fiir y # 0 definiert und lim, o f'(y) = Fo0, also
fy ist nahe des Startpunktes (0,0)7 unbeschrénkt.

THEOREM 2 (Existenzsatz von Peano). Wenn f : I — R eine stetige Funk-
tion auf einem Intervall I = {(x,y)T : | — €| < a, |y —n| < B} um einen Punkt
(&,n)T ist, dann hat die AWA o' = f(x,y) mit y(€) = n eine Losung y : Us — R,
wobei Us = {x € R : |z — &| < &} eine Umgebung von & ist, die durch K = ||f||r
und § = min{a, B/ K} gegeben ist.

BEMERKUNG 1. Im Existenzsatz von Peano wird nicht angenommen, dass die
Funktion f beziiglich y Lipschitz stetig ist. Deshalb kann man nur die Existenz,
aber nicht die Eindeutigkeit einer Losung folgern.

1.4. Abhingigkeit von den Anfangswerten. Die Funktion yo : [a,b] — R
sei eine Losung der AWA ¢/ = f(z,y) mit y(§) = n. Fir a > 0 ist die Menge
S :={(x,y) : ly — yo(z)| < a} eine Umgebung des Graphs der Funktion yg. Eine
AWA ¢’ = g(x,y) mit y(&) = ¢ heifit /-Stérung der AWA ¢/ = f(z,y) mit y(§) = n,
falls | — n| < 4, g stetig auf S, und |g(z,y) — f(x,y)| < 0 fiir alle (x,y) € S,.

THEOREM 3 (Stetige Abhingigkeit von den Anfangswerten). Wenn fiir
ein o > 0 die Funktion f auf S, stetig ist und einer Lipschitzbedingung beziiglich y
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geniigt, dann existiert zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass |z(x) — yo(x)| < € fiir alle
a < x <b fir jede Losung z : [a,b] — R einer §-Storung der AWA y' = f(z,y),
y(&) = gilt.

Unter gewissen Voraussetzungen bewirkt also eine kleine Anderung des An-
fangswertes oder des Vektorfeldes nur ein kleine Anderung des Losungsfunktion
einer AWA.

In manchen Fillen kann man dieses theoretische Resultat auch konkret nach-
rechnen. Zum Beispiel ist die Losung der AWA ¢y’ = y mit y(0) = n die Funktion
y(x) = ce® mit y(0) = C = n, also y(z) = ne®. Die Funktion y(x,n) = ne® ist
stetig. Die DGL 2z’ = z + dz ist eine J-Storung auf [—1,1] x R. Die allgemeine
Losung ist z(x) = ce® — dx — §. Die Anfangsbedingung z(0) = C' — 6 = ( liefert
z(z) = (6 + ()e® — dx — d und 2(z,0,¢) — y(z,n) fir § — 0 und ¢ — 7.

1.5. Trennung der Variablen. Wenn die AWA die Form y' = g(x)h(y) mit
y(€) =nhat und g: € € [a,b] = R und g : n € [¢,d] — R stetige Funktionen sind,
dann hat diese AWA nach dem Existenzsatz von Peano eine Losung, da f(z,y) =
g(z)h(y) stetig ist. Ist h sogar stetig differenzierbar, so folgt aus dem Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelof, dass diese Losung eindeutig ist.

e Wenn h(n) = 0, dann ist y(z) = n die gesuchte Losung.
e Sonst ist die Losung durch Auflésung der Gleichung

(3) /h(ly)dy = /g(m) da

nach y und Auswertung der Anfangsbedingungen gegeben.

Fiir den Spezialfall h(y) = 1 erhiilt man die allgemeine Losung y(z) = [ g(z)dz
durch Bestimmung der Stammfunktion.

1.6. Substitution vom Typ u = y/x. Wenn die AWA die Form ' = g(y/x)
mit y(§) = n hat, dann fithrt die Substitution w(z) = y(x)/z zu einer DGL, die
man mit Trennung der Variablen l16sen kann.

1.6.1. Herleitung der neuen AWA. Aus Ketten- und der Quotientenregel folgt

gy =Y@ _v@ _1 (y'm - y““) = L gtu()) — u(a)).

T

Die zu l6sende AWA ist nun
(4) u' = (g(u) —u)/z,  u(§)=n/E
1.6.2. Beispiel. Wir betrachten die AWA

, Y+ 3ay
Y =—5— (z

= >0), y(l)=2.
Es gilt
2
+3 2
Y 2xy:(g> L3y
x x x
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Also ist hier g(u) = u? + 3u und die neue AWA v/ = (u? + 2u)/z mit u(l) = 2.
Durch Trennung der Variablen erhélt man

1 1
/7u(u+2)du—/;dx
1/1 1

u
1 u
ilnu—|—2 =hz+C
u 9 A
=z°C.
u+ 2 v
Wegen u(1) = 2, gilt C' = 1/2 und
2z 21
11(30)22779;2 und y(z) = u(x)z = # fir —v2 <z < V2.

1.7. Substitution vom Typ u = ax + by + ¢ mit b # 0. Wenn die AWA die
Form y’' = g(az + by + ¢) mit y(¢) = n und b # 0 hat, dann fiihrt die Substitution
u(z) = ax + by(z) + ¢ zu einer DGL, die man mit Trennung der Variablen lésen
kann.

1.7.1. Herleitung der neuen AWA. Es gilt «'(z) = a + by’ (x) = a + bg(u(x)).
Die zu 16sende AWA ist nun

(5) o =a+bg(u), u(e) = at+bn+c
1.7.2. Beispiel. Wir betrachten die AWA o' = (z + y)? mit y(0) = 0. Hier sind

a=b=1,¢c=0und g(u) = u? und die neue AWA ist v/ = 1 + u? mit u(0) = 0.
Durch Trennung der Variablen erhélt man

1
_— = 1
/1+u2du / du

arctanu = x + C
u(z) = tan(z + C).

Wegen u(0) = 0, gilt C' =0,

u(z) = tanz und y(z) = u(z) —x = —x + tanz fir —7/2 <z < 7/2.

1.8. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine lineare DGL
erster Ordnung ist eine DGL der Form y' = g(x)y 4+ h(x) mit stetigen Funktionen
g,h : [a,b) — R. Mit f(z,y) = g(x)y + h(z) gilt f, = g. Also ist jede AWA
Yy = g(x)y + h(x), y(§) =n, mit £ € [a, b] eindeutig 1sbar.

1.8.1. Zerlegung des Problems. Wenn y; und ys zwei Losungen der inhomoge-
nen DGL ¢y’ = g(x)y + h(x) sind, so ist ihre Differenz y; — yo eine Losungen der
dazugehérigen homogenen DGL y' = g(z)y, denn

(y1 —v2) =y1 — yo = g(x)y1 + h(z) = (9(x)y2 + h(x)) = g(x)y1 — g(2)y2
= g(2)(y1 — v2)-

Um alle Lésungen der inhomogenen DGL ¢y’ = g(z)y + h(z) zu bestimmen, muss
man alle Losungen y;, der dazugehorigen homogenen DGL 3’ = g(z)y und eine
Losung ys der inhomogenen DGL 3 = g(z)y + h(z) bestimmen.
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1.8.2. Bestimmung der Ldsungen der homogenen DGL. Durch Trennung der
Variablen bestimmt man die allgemeine Losung der homogenen DGL ¢y’ = g(x)y.

(6) /idy:/g(x)dxélny:c—ﬂ—/g(ac)dxéyh(x):Cefg(“:)dw mit C € R

1.8.3. Bestimmung einer Lisung der inhomogenen DGL. Durch Variation der
Konstanten, also mit dem Ansatz ys(z) = C(x)yp(z), bestimmt man eine Losung
der DGL y' = g(z)y + h(z). Es folgt

9(@)ys(2) + h(x) = ¥ () = C"(@)n(x) + C(a)y (2)
9(@)C(@)yn (@) + h(x) = C'(@)yn(2) + Cla)g(x)y(x)
_ h(a)

C'(x)

Yn()

1.8.4. Losung der AWA. Die allgemeine Lésung der DGL y' = g(x)y+ h(z) ist
dann

1) w(@) = Con(o) + ) [ 22 do = Cel oy clotas [

Die Konstante C' € R bestimmt man durch Auswertung der Anfangsbedingung.
1.8.5. Beispiel. Wir betrachten die AWA 3/ = %y + 22 fiir 2 > 0 mit y(2) = 0.
Dies ist eine lineare DGL mit g(z) = 1/z und h(x) = z2. Nun folgt

dzr

dx.

yh(x) :efg(:v)dx — ef%dw — elnx -7

ys () th(x)/i(g) d:c:x/gfdx:x/xdm: %x?’.

Die allgemeine Losung der DGL ¢/ = %y +2%ist y(x) = Co + %xB. Die Anfangsbe-
dingung liefert 0 = y(2) = 2C + 4, also C = —2 und die Losung y(z) = —2z + 127,

und

1.9. Bernoullische Differentialgleichungen. Eine AWA der Form
y' = g(x)y + h(z)y*

mit stetigen Funktionen g¢,h : [a,b] — R und 0,1 # a € R und einer Anfangsbe-
dingung y(§) = n mit £ € [a, b] ist vom Bernoulli-Typ. Mit f(z) = g(z)y + h(x)y®
gilt f,(x,y) = g(z) + ah(z)y*~!. Diese partielle Ableitung ist stetig fiir y # 0 oder
a > 1. Fiir n # 0 oder o > 1 ist diese AWA eindeutig 16sbar. Fiir n =0 und o < 1,
z.B. @ = 2/3, kann sie aber auch mehrere Lésungen haben (siehe Abschnitt 1.3.2).

Wenn 1 = 0 und « > 0, dann ist die Funktion y(x) = 0 eine Losung der AWA.
Sonst erhélt man durch die Substitution u(z) = y(z)!~* die neue AWA mit einer
linearen inhomogenen DGL fiir u(z):

(8) u' = (1-a)g(@)u+ (1-a)h(z), u)=n'""
1.9.1. Herleitung der neuen DGL.
u'(z) = (1= a)y(z)" "y (z) = (1 — )y(z)"*(g(2)y(z) + h(z)y())
= (1 - a)(g(x)y(x)' =" + h(z)) = (1 - a)(g(z)u(z) + h(z)).
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1.9.2. Beispiel. Die AWA y' = zy + 2%y? mit y(0) = 1 ist vom Bernoulli-Typ
mit g(z) = z, h(z) = 2% und a = 2. Die neue AWA fiir u(z) = y(z)~! = 1/y(x)
lautet v’ = —zu — 22 mit u(0) = 1.

2. Implizite gewoShnliche Differentialgleichungen 1.0rdnung

Wir behandeln drei Typen impliziter gewthnlicher DGLen erster Ordnung: ex-
akte Differentialgleichungen, Differentialgleichungen, die durch Multiplikation mit
einer Funktion zu exakten werden, und Clairautsche Differentialgleichungen.

2.1. Exakte Differentialgleichungen. Eine DGL der Form

f(z,y) +g(x,y)y =0

heifit exakt, wenn f, = g, auf einer einfach zusammenhéngenden Menge D C R?.

2.1.1. Vektorfeld und Potentialfunktion. Wenn die DGL f(z,y) 4+ g(x,y)y’ =0
exakt ist, so besitzt das Vektorfeld @ : D — R? mit @(z,y) = (f(x,9), g(z,y))T auf
D eine Potentialfunktion v : D — R, weil die Bedingung f, = g, bedeutet, dass die
Rotation des Vektorfeldes verschwindet. Es gilt also grad u = (ug,uy)? = (f,9).

2.1.2. Integralkurven. Wenn y : I — R eine Losung der DGL ist, dann ist u
entlang der Kurve {(z,y(z))? : = € I'} konstant, es gilt also u(z,y(x)) = c fiir alle
x € I, denn die Ableitung der Funktion h(x) = u(x, y(z)) verschwindet fiir alle =,
weil

W () = ue (2, y(2)) + uy (2, y(2)y' (2) = f(2,y(2)) + g(z, y(2))y (x) = 0.

2.1.3. Algorithmus fiir exakte DGL. Um eine AWA f(x,y) + g(z,y)y’ = 0 mit
y(£) = n zu 16sen, geht man so vor:

e Potential u des Vektorfeldes (£, g)” bestimmen
e Konstante ¢ = u(§,n) berechnen
e Gleichung u(x,y) = c um (£,7)7 nach y auflésen

2.1.4. Beispiel. Wir betrachten die AWA 2z + y3 + 3zy%y’ = 0 mit y(2) = 0.
Mit f(x,y) = 22 +y® und g(z,y) = 3zy? iiberpriifen wir f,(z,y) = 3y* = g.(x,y).
Also ist die DGL exakt. Ein Potential u ist u(z,y) = 2% + 2y>. Es gilt u(2,0) = 4.
Die Auflésung der Gleichung 22 + 2y3 = 4 nach y liefert die Losung

y(z) = (4_m2>1/3, (z > 0).

X

2.2. Integrierender Faktor (Euler-Multiplikator). Gegeben ist eine DGL
der Form f(z,y) + g(z,y)y’ = 0 mit f, # g,. Diese DGL ist also nicht exakt.

2.2.1. Idee des integrierenden Faktors. Man sucht eine Funktion pu(z,y), so dass
die DGL p(z,y)f(z,y) + p(z,y)g(z,y)y’ = 0 exakt ist. Dann lost man die exakte
DGL. Mit den Bezeichnungen F'(z,y) = pu(x,y) f(z,y) und G(z,y) = pu(z,y)g9(z,y)
gilt nach der Produktregel Fyy = uy f + pufy und G, = peg + 1ge, also

Fy =G, & ,uyf — Hzxg = :U'(*fy Jrg-"ﬁ)'
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2.2.2. Spezialfélle. Die Bedingung F,, = G, liefert eine partielle DGL fiir die
Funktion p, die wir bis jetzt nur in Spezialfillen 16sen konnen:
Falls £2=9 cine von y unabhéngige Funktion ist, so kann man auch annehmen,

dass p nur von z abhéngt, und erhilt aus der linearen homogenen gewthnlichen
DGL pip = pu(fy — 92)/g den Multiplikator

(9) n(z) = el 50

Falls 229 cine von z unabhéingige Funktion ist, so kann man auch annehmen,

dass g nur von y abhéngt, und erhélt aus der linearen homogenen gewdhnlichen
DGL pyy = p(—fy + g2)/f den Multiplikator

—fytgx .
(10) ply) =l =W,
2.2.3. Beispiel. Die DGL (1 — xy) + (wy — 2%)y’ = 0 ist nicht exakt, denn
mit f(z,y) = 1 — 2y und g(z,y) = vy — 22 gilt f, = —x # y — 2z = g,. Aber
Jy — 9» =z —yund

fy_g:c _ r—=1Yy _ r—y :_l
g xy—a?  z(y—=x) T
ist eine Funktion, die nur von = abhéngt. Der integrierende Faktor
N(I) _ effidz — o lnz _ 1
x

fithrt fiir « # 0 zu der neuen DGL
1
——yty-a)y' =0

mit den Koeffizientenfunktionen F(z,y) = —y+1/x und G(z,y) = y—=x. Tatsichlich
gilt F, = —1 = G,. Ein Potential ist u(z,y) = —zy+Inz+1?%/2. Die Anfangsbedin-
gung y(1) = 0 fiihrt zu ¢ = u(1,0) = 0. Auflésen der Gleichung 0 = —xy+Inz+y?/2
nach y um (1,0)7 liefert

yl) =x — V2?2 —2nz.

2.3. Clairautsche Differentialgleichungen. Eine DGL der Form
y=uzy' +9()

mit g € C?([a,b]) heiBt Clairautsche Differentialgleichung. Sie besitzt als Losungen
die Geraden y(x) = xzc + g(c) fur alle ¢ € R und die Kurve

{ (g(t)_glgf?'(t)) ite [a,b]} .

2.3.1. Beispiel. Die DGL y = xy + (y')? ist eine Clairautsche DGL mit g(t) =
t3. Thre Losungen sind die Geraden y(z) = zc + ¢ fiir alle ¢ € R und die Kurve

(255 )| (35) o)

da ¢/(t) = 3t2. Die Spur dieser Kurve ist die Menge der Punkte (z,y)7 C R2?, die
die Gleichung 42® = —27y? erfiillen. Dies liefert die expliziten Losungen

2
y(z) = i37\/§
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fir x < 0. Die DGL mit der Anfangsbedingung y(0) = 0 ist also nicht eindeutig
losbar.

2.3.2. Herleitung der Lisungen. Die Losungen der Clairautschen DGL findet
man durch folgende Uberlegung: Es sei y : I — R eine Losung der impliziten DGL
F(z,y,y") =0. Dann ist ¢’ : I — R eine Funktion von z.

e Wenn 3 = ¢, dann gilt F(x,y,c) = 0 und durch Umstellung nach y erhilt
man die Losung y(x).

e Wenn y'(z) # ¢, dann besitzt, wenigstens lokal, eine Umkehrfunktion.
Wir nennen ¢y’ nun ¢ und schreiben x als Funktion von ¢. Auch y ist als
Funktion von z nun eine Funktion von ¢. Fiir die beiden Funktionen x(t)
und y(t) gilt:

y(t) = Z—z% =y'i(t) =tz(t) DGL fiir y
0= F(z(t),y(t), t)
0=F,d+ Fyy+ F
0= (F, +tF,)&(t)+ F; DGL fir «

Bei einer Clairautschen DGL ist F'(z,y,t) = y — ot — g(t). Da F, = —t, F, =1
und F; = —z — ¢'(t) wird aus der DGL fiir z(¢) nun z(t) = —g¢'(t). Die DGL
y(t) = —tg" (t) 16st man durch partielle Integration und erhilt y(t) = —tg’(t) +g(¢).

3. Systeme erster Ordnung

Unter einem System von (expliziten) Differentialgleichungen erster Ordnung
versteht man

yll = fl(x7y1>y27"'7yn)
yl2 = f2(x7y1,y27"'7yn)

y;, = fn(xayl?y2a--~7yn)a

wobei fiir 4 = 1,...,n Funktionen f; : R"*! 5 D — R gegeben und Funktionen y; :
R D I — R gesucht sind. Eine AWA erhélt man durch Vorgabe von Anfangswerten
yi(§) =mmit € Tundn; eR firallei =1,...,n.

Fasst man die gegebenen und die gesuchten Funktionen zu vektorwertigen
Funktionen f und % und die Anfangswerte zu einem Vektor 17 zusammen,

(1 fi i
. Y2 - f2 R 2
Y= : ’ f = . I : ’
Yn In T
so schreibt sich das System von Differentialgleichungen als
(11) gr=flz,9), yE) =1

Eine Funktion f: R 5 D — R™ geniigt auf D einer Lipschitzbedingung
beziiglich y, falls eine Konstante M existiert, so dass

1, 5) = Fla, i)l < M| — g
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fiir alle (z,9)7, (z,9)" € D.

LEMMA 2 (Kriterium fiir Lipschitzbedingung beziiglich §). Wenn fir
eine Funktion f : R"™1 > D — R"™ in allen Punkten (x,%)T € D alle partiellen
Ableitungen

Ofi

dy;
ezistieren, stetig und beschrinkt sind, dann erfillt f auf D eine Lipschitzbedingung
beziiglich .

Zum Beispiel erfiillen die Funktionen f;(z,y1,...,Yn) = > iy aij(x)y; + bi(z)
eine Lipschitzbedingung beziiglich ¢, falls die Funktionen a;;,b; : [a,b] — R stetig
sind, denn dann gilt

Ofi
= ai;(x)

ayj o

THEOREM 4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme erster Ord-
nung). Gegeben ist die AWA

g/:f(l'7?7), ?j(f) =1.
Wenn f stetig auf einem Intervall I = {(z,y)T : |z — &| < o, ||§ — || < 8} ist und
dort eine Lipschitzbedingung beziiglich i erfillt, dann hat die AWA eine eindeutige
Lésung § : Us — R, wobet Us = {x € R : |z — & < ¢} eine Umgebung von &
ist, die durch K = ||f]|; und 8§ = min{o, B/K} gegeben ist, und ||(as,. .., an)7]| =
max;{|a;|} die Mazimumnorm auf R™ ist.

3.1. Lineare Systeme erster Ordnung. Ein System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung heifit lineares System, falls

filw,y1, .- syn) = Zaij(x)yj +bi(x) firallei,5=1,...,n,
i=1

wobei a;;,b; : (a,b) — R Funktionen auf dem Intervall (a,b) € R sind. Fasst man
die Koeffizientenfunktionen a;; zu einer Matrix A(z) und die Funktionen b;(x) zu
einem Spaltenvektor b(x) zusammen, so schreibt sich ein lineares System als

(12) jr = A2)j + bz).
Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir System von Differentialgleichun-
gen folgt:

THEOREM 5 (Eindeutige Lésbarkeit). Eine AWA eines linearen Systems
erster Ordnung ist eindeutig l0sbar, wenn alle Koeffizientenfunktionen a;j;,b; stetig
sind.

3.1.1. Struktur der Lésungsmenge eines linearen Systems. Zwei Losungen des
inhomogenen Systems 3/ = A(z)y + b(x) unterscheiden sich um die Lésung des
dazugehérigen homogenen Systems 37 = A(x)y, denn fiir zwei Losungen ¢; und 7

des inhomogenen Systems gilt
(1 — §o) = ! — §o? = A(2)ifr + b(x)
= A(@)j1 — A(z)i = A(z)(Hh — §2)-

|
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8
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N
+
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Wir versuchen also, alle Losungen des homogenen Systems und eine Losung
des inhomogenen Systems zu bestimmen. Fine allgemeine Losung des inhomogenen
Systems ist dann gerade Summe dieser einen Losung des inhomogenen Systems und
einer allgemeinen Losung des homogenen Systems.

Die Losungen des homogenen Systems ¢/ = A(z)y bilden einen n-dimensionalen
Vektorraum, denn die Anfangswertaufgaben ¢/ = A(x)y mit ¢(§) = &; sind fiir
1 = 1,...,n eindeutig 16sbar und jeder Anfangswert 7j ist Linearkombination 7j =
Z?:l n;€;. Eine Basis des Vektorraumes der Losungen des homogenen Systems heifit
Fundamentalsystem.

3.1.2. Wronskideterminante - linear unabhdngige Losungen des homogenen Sy-
stems. Wenn man Losungen 4, ..., ¥, des homogenen Systems ¢/ = A(z)y kennt,
so mochte man wissen, ob diese linear unabhéngig sind, also ein Fundamentalsystem
bilden. Die Funktion W (z) = det(#1(z), ¥2(x), . . ., ¥n(z)) heifit Wronskidetermi-
nante.

LEMMA 3. Die Lisungen i1, .., des homogenen Systems gt = A(x)y sind
genau dann linear unabhingig, wenn W (x) # 0 fir alle x € (a,b). Dies ist genau
dann der Fall, wenn W (xg) # 0 fiir ein xo € (a,b).

BEWEIS. W (zg) = 0 genau dann, wenn % (o), ... ¥n(zo) linear abhingig, al-
so Y0y a;gi(zo) = 0 mit @ = (a1,...,a,) # 0. Da AWA 7/ = A(x)7 mit
PJ(zo) = 0 eindeutige Losung 7 = 0 hat, gilt 22;1 a;y;(zo) = 0 genau dann, wenn

> i1 a;9; = 0. O
3.1.3. Variation der Konstanten - Bestimmung einer Ldisung des inhomoge-
nen Systems. Wenn man ein Fundamentalsystem 41, ..., %, kennt, so kann man

durch Variation der Konstanten, d.h. mit dem Ansatz ¢s(x) = >, ¥i(x)c; () eine

Losung des inhomogenen Systems ¢/ = A(z)y + g(:c) bestimmen. Dazu benétigt
man die Funktionen

(13) Wi(w) = det(§ (), - -, Gim1(2), B(2), Gisr (2), - ., Gu(2))-

LEMMA 4. Wenn i1, ...,Y, ein Fundamentalsystem des homogenen Systems
yr = A(x)y ist, so ist

(14) o) = Yoo [ G
=1

eine Lésung des inhomogenen Systems 1 = A(z)§ + b(x). Die allgemeine Lisung
des inhomogenen Systems §! = A(x)y + b(x) ist dann

y(x) = ys(x) + Z ¢ii(x) mit ¢; € R.
i=1

Die grofite Schwierigkeit bei der Losung linearer Systeme erster Ordnung ist
also die Bestimmung eines Fundamentalsystems. Nur falls A(z) konstant ist, gibt
es dafiir ein Verfahren, das auf der Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
der Matrix A beruht.

3.1.4. Beispiel. Wir betrachten das System

Yy =3y —y2 + e

x

yh =4y — 2ys + €77,
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das sich als 77 = A7 + b(x) mit

AT (3 -1 2o e
v <y2) A= (4 _2> - M= (e_x)
schreiben 148t.

Das dazugehorige homogene System
Y1 =3y1 — 2
Yy = 4y1 — 2y,
148t sich entkoppeln, denn aus yo = 3y; — y} folgt
Yo =3y —yi =4y — 23y — 1),

also die DGL ¢} — y} —2y; = 0, deren Lésungen Linearkombinationen der Funktio-
nen e~* und e2* sind, da das charakteristische Polynom A% — A — 2 die Nullstellen
A= —1und A = 2 hat. Beachten wir nun 3 = 3y; — y} = (3 — \)e*?, so erhalten

wir die Losungen
h(z) = (i) e ", und gh(z) = <}> e?®

des homogenen Systems, die ein Fundamentalsystem bilden, denn

e’ eQac —x 2 11 T
W(z) = det do—z o) =€ € det 11 =-3¢"#0 VzeR.

Wir berechnen eine spezielle Losung nach der Formel

N Wi (x) ~ /W2($)
¥s(z) = 7 (sc)/ W) dx + ga(x) WD) dz.
2z ea: 1 _ 2x(,x _ _—x
Wy = - 1‘ =ef(e” —e™)
W = |1 e’ — e T(e™T _ 46"
p=e " e = (e7% —4e")

[[1(1‘) _/ 1 T/ T —x _ 1 2x 1
/ @ dx = 3¢ (e —e ™ M)dx = 5¢ +3x
HQ(:E) 7/ 1 —2x/ —x T _ 1 —3x 4 —x
/ @ dx = 3¢ (e 4e”)dx = 3¢ 3¢

7u(z) = % @ (2we™ — ) + G) (e™® — 12¢7)

3.2. Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Ein lineares System mit konstanten Koeffizienten ist von der Form 77 = Af + b(z),
wobei A eine reelle n x n-Matrix und b : (a,b) — R™ cine stetige Funktion ist.
Ein Fundamentalsystem ist aus den Eigenwerten und Eigenvektoren der Matrix A
berechenbar.

O =
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3.2.1. Reelle Eigenwerte, diagonalisierbar. Wenn die Matrix A nur reelle Ei-
genwerte \q,..., A\, besitzt, z.B. wenn A symmetrisch ist, und dazugehorige, linear
unabhéngige Eigenvektoren ¢, ..., ¢, existieren, dann bilden die Funktionen
(15) )\¢$7
ein Fundamentalsystem, denn
Af; = AgieM®,

Dieser Fall tritt ein, wenn die Dimension der Eigenrdume E), gleich der Vielfach-
heit der Eigenwerte \; ist, z.B. wenn alle Eigenwerte nur einfach auftauchen. In
den folgenden Beispielen ist die Vielfachheit der (reellen) Eigenwerte gleich der
Dimension der Eigenrdume:

e Die Eigenwerte Matrix
3 -1
= )

sind A = =1 und A = 2, denn det(A — AE) = 3 - AN)(-2—-A)+4 =
A2 =X —2=(A+1)(\ —2). Wir berechnen die Eigenriiume:

4 -1 4 -1 1 -1 1 -1
Rl ) R Y B (I R ()

Wir kénnen ¢ = (1,4)7 und & = (1,1)7 wihlen und erhalten wie im
Beispiel in Abschnitt 3.1.4 das Fundamentalsystem

ﬂ_]- —x ﬂ_]- 2x
y1—4€,y2—1€.

e Die symmetrische Matrix

Ui(z) = Ce 1=1,...,n

7l = GAeMi®, Uil = Afj; & G\ = AG < (A — \E)E = 0.

2 1 2
A=(1 2 2
2 2 5
hat den einfachen reellen Eigenwert A = 7 und den doppelten reellen
Eigenwert A = 1, denn
2— A 1 2 2— A 1 2
det(A—AE)=| 1 2—-A 2 |=] 1 2—-X 2
2 2 5-—X 0 —242X 1-2X
2—A 5 2
=] 1 6— A\ 2 |=1=-N((2-X(6-X)-5)
0 0 1—A

=1=-NDN=8+7)=1-NA-1A-T7).

Die dazugehorigen Eigenrdume sind

2t t
Fy = 2s s,teR», Er= teR,,
—t—5 2t
denn
1 1 2 1 1 2
A-FE=11 1 2] ~10 0 O
2 2 4 0 0O
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und
-5 1 2 0 —24 12 0
A-TE=|11 -5 2 |~11 -5 2 |~]1
2 2 =2 0 12 -6 0

23

0 0
-1 0
2 -1

Die Dimension der Eigenrdume ist gleich der Vielfachheit der Eigenwer-
te, dim Fq; = 2 und dim F7 = 1. Wir wéhlen die linear unabhéngigen

Eigenvektoren (2,0, —1)7 und (0,2, —-1)7 in E; und (
erhalten das Fundamentalsystem

2 0

1,1,2)T in E; und

des linearen Systems von Differentialgleichungen g7 = Agy.

3.2.2. Reelle Eigenwerte, nicht diagonalisierbar. Wenn A\ €

R ein [-facher Ei-

genwert ist und dim Ey = 1 gilt, der dazugehorige Eigenraum aber nur eindimen-

sional ist, dann hat der Jordanblock zum Eigenwert A die Form
A1 0 -~ 0
0o A 1

0 --- 0 X\
0 --- 0

0
1
A
Es existieren also ein Vektor 0 # ¢; mit (A — \E)c; = 6, eine Vektor ¢ mit

(A — A\E)C> = & und allgemein Vektoren ¢ mit

(16) (A= AE)G, =¢q furi=1,...,L.
Dann bilden die Funktionen
i—1
(17) 7i(z) = e Exké},k firi=1,...,1
k=0

ein Fundamentalsystem. Falls [ = 2, so bedeuten diese Formeln

—

Ji(z) = e,  o(z) = (26 + ).

Zum Beispiel hat die Matrix

1 3
A=10 1
0 3

S RN

den einfachen reellen Eigenwert A = 4 und
denn

det(A—AE) = (1-A)((2=N\)(3—A)—2) = (1= A\)(A2—5A+4) = (

en doppelten reellen Eigenwert A = 1,

1-A)(A—1)(A—4).

Der Eigenraum E, zum Eigenwert A\ = 4 ist {(8t,3t,6t)” : t € R}, denn

-3 2 3 -3 0 4
A-4E=10 -2 1|~ 0 =21
0 2 -1 0 0 O
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Der Eigenraum E; zum Eigenwert A\ = 1 ist {(¢,0,0)7 : ¢ € R}, denn
0 2 3 0 0 1 0 0 1
A-E=10 1 1] ~{0 1 1] ~{0 1 0
0 2 2 0 0 0 0 0 0

Es gilt dim By = 1 < 2 = [. Wir withlen & = (1,0,0)7 und l6sen das Gleichungssy-
stem (A — F)¢y = ¢1:

023 | 1 001 |1 001 | 1
A-Eié)=(0 11 | o)~f0 1 1] of~[01 0] —1
02210 00010 00071 0

Eine Losung ist ¢, = (0, —1,1)7. Mit der Wahl des Eigenvektors ¢ = (8,3,6)” € E,
erhalten wir das Fundamentalsystem

1 1 0 x 8
n(z)=1[0]e" go(x) = Olz+| -1 "= —1]e" gx)=[3]e*
0 0 1 1 6

des linearen Systems von Differentialgleichungen 7 = Agy.

3.2.3. Kompleze Eigenwerte. Wenn A € C ein einfacher komplexer Eigenwert
der Matrix A ist, A ¢ R, dann bestimmt man einen Eigenvektor ¢ zum Eigen-
wert A, d.h. man 16st das Gleichungssystem (A — AE)¢ = 0, wobei man komplexe
Koeffizienten zuléfit. Dann sind

(18) 71(z) = R(Ee) und gr(x) = J(ce™)

die zu den Eigenwerten A und X gehorenden Fundamentalldsungen.
Zum Beispiel hat die Matrix

21 -1
A=(0 1 -1
01 1

den einfachen reellen Eigenwert A\ = 2 und die komplexen Eigenwerte A = 1 =+ 4,
denn det(A — AE) = (2 - \)((1 = \)? + 1.
Der Eigenraum Fy zum Eigenwert A = 2 ist {(¢,0,0)7 : ¢ € R}, denn

0 1 -1 0 0 =2 0 0 1
A-2E=|0 -1 -1|~{f0 -1 —-1]~1{0 1 O
0 1 -1 0 0 0 0 0 0

Der Eigenraum FEj,; zum Eigenwert A = 1+ i ist {(¢,4t,t)T : t € R}, denn

1—i 1 -1 1—i 1 -1 1—i 0 i—1
A-(1+d)E=[ 0 —i 1|~ 0 —i -1|~[ 0 0 o
0 1 —i 0 i 1 0 i 1

10 -1

~[0o 0 o

0 i 1
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Wir withlen ¢ = (1,4,1)” und erhalten die zu 14i gehérenden Fundamentallssungen

1 1 cos x
gi(z) =R i | etHT | = oo i|e” | =€ | —sinx

1 1 cosx

1 1 sinx
() =S i | ette | = et i]e®)] =¢€"|cosx|,

1 1 sinx

da €™ = cosz + isinz. Die dritte Fundamentalldsung ergibt sich aus dem Eigen-
vektor (1,0,0)T € Fy als

1
ys(x) =10 e
0

3.2.4. Spezielle Ansdtze. Hat man die Fundamentallésungen eines linearen Sy-
stems mit konstanten Koeffizienten bestimmt, so kann man mit der Formel (14)

—

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ¢/ = Ay + b(z) bestimmen. Es ist
aber oft effektiver, einen speziellen Ansatz fiir §;(z) zu wihlen, wenn der inhomo-
gene Anteil b(z) von der Form b cos(fz)e*® oder bsin(fBx)e*® mit b € R™, o, 5 € R
ist.

e Wenn 0 = 0 und « kein Eigenwert der Matrix A, dann existiert eine
spezielle Losung der Form

(19) Ys(x) = ce™”
mit einem Vektor ¢ € R™, denn ¢s(z) = cae®®, Ays(z) = Ace®® und
Jo(z) = As(x) + b(z) & ca = AG+ b —b= (A —aE)é,

wobei dieses letzte Gleichungssystem fiir ¢ 1sbar ist, weil det(A—aFE) # 0,
denn « ist kein Eigenwert der Matrix A.

e Wenn 8 = 0 und « ein [-facher Eigenwert der Matrix A ist, dann existiert
eine spezielle Losung der Form

(20) Ts(z) = (G + 2@ + ... +2'G)e®
mit Vektoren ¢; € R™, denn
1
Us(z) = e Z Gi(az' +iz'™h)
i=0
Ao () = A(Gy 4 28, + ... + 2'@)e®
und das Gleichungssystem 7, (z)’ = Af,(xz) + b(z) besteht aus den Glei-
chungen
0=(A—aE)a, jc; = (A—aE)¢_1, (j=1,...,2), & — b= (A — aE)&,

die 16sbar sind, weil « ein [-facher Eigenwert der Matrix A ist.

e Wenn 8 # 0, also b(x) = b = cos(Bx)e®, dann gilt b(z) = R(beFT)T),
Man bestimmt einen Vektor ¢, der die lineare Gleichung (A—(if+a)E)¢ =
—b erfiillt, und eine spezielle Losung ist

(21) 7s(z) = R(GelPT)T),
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Beispiel: Wir betrachten das inhomogene, lineare System

_,/_3—1+€2x
=\ —2)Y o )

Im Beispiel in Abschnitt 3.1.4 wurden die Fundamentallosungen bestimmt. Insbe-
sondere ist 2 ein reeller Eigenwert der Matrix A. Dies fiihrt zum Ansatz 7, (z) =
(@ + @ x)e?® und den Gleichungen 0 = (A — 2E)& und & — b = (A — 2E)& mit
b= (1,0)T. Da ¢; ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist, gilt ¢, = (¢,¢)7 fiir ein
t € R. Nun wird die Gleichung fiir ¢y zu

1 -1 | t—1 1 -1 | t—1
4 -4 | ¢ 0 0 | —3t+4)°

also t =4/3 und ¢ = (a + 1/3,a)”. Damit ist eine spezielle Lésung
= (53) 7+ ()

4. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung heifit linear, falls sie von der Form
an(2)y™ + an 1 (@)y" " 4+ ar(2)y + ao(x) = f(x)

mit stetigen Funktionen a;, f : (a,b) — R ist. Sie ist in Normalform, wenn

an(x) = 1. Sie heifit homogen, falls f(z) = 0, und inhomogen, falls f(x) Z 0.
Wir kiirzen die linke Seite der DGL mit L[y] ab, also L[y] = Y7 a;(x)y").

Die zur inhomogenen DGL Lly] = f(x) gehérende homogene DGL ist L]y] = 0.

4.1. Umwandlung in ein System erster Ordnung. FEine lineare gewohnli-
che DGL n-ter Ordnung in Normalform ist zu einem linearen System erster Ordnung
dquivalent.

4.1.1. Definiton einer vektorwertigen Funktion. Wir definieren neue Funktio-
nen y;(z) == yO~Y(zx) fir i = 1,...,n. Dann gilt yi(z) = vy (z) = yis1(z) fiir
i=1,...,n—1und

n—1
Yn(2) = (n) Z aj(z (j) Z a;(2)yj+1(®
7=0

falls a,, () = 1, die DGL also in Normalform gegeben ist, und y(z) eine Losung ist.

Fassen wir die neu definierten Funktionen y; zu einer vektorwertigen Funktion
7= (y1,...,yn)T zusammen, so wird aus der linearen DGL n-ter Ordnung das
lineare System

0 1 0 0 0
0 0 1 : 0
(22) gl = : : - - 0 ¥+
0 0 0 1 0
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4.1.2. Umformulierung der Resultate fiir Systeme erster Ordnung. Aus den Ei-
genschaften linearer Systeme:

e Die Losungen der homogenen DGL L[y] = 0 bilden einen n-dimensionalen
Vektorraum.

o Zwei Losungen der inhomogenen DGL L[y] = f(x) unterscheiden sich um
eine Losung der homogenen DGL.

e Jede AWA zu einer linearen DGL n-ter Ordnung ist eindeutig l6sbar.

BEMERKUNG 2. Aus linearen gewthnlichen DGLen n-ter Ordnung entstehen
lineare Systeme einer sehr speziellen Form. Die gesuchte Losungsfunktion y(x) ist
die erste Komponente der vektorwertigen Funktion g, die Losung des Systems ist.

4.1.3. Lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Eine lineare
gewohnliche DGL n-ter Ordnung hat genau dann konstante Koeffizienten a;(x),
wenn das dazugehorige System eine konstante Koeffizientenmatrix A hat. In dem
Fall gilt

(23) det(A—AE) = > a;N.
§=0

Bei der Bestimmung der Fundamentallésungen kann man auf die Berechnung der
Eigenvektoren verzichten, falls das System ¢/ = Ay von einer linearen DGL n-ter
Ordnung L[y] = 0 kommt:

e Liir paarweise verschiedene reelle Eigenwerte A; der Matrix A bilden die
Funktionen e*® eine Basis des Vektorraumes der Losungen der homoge-
nen DGL L[y] = 0.

e Wenn A € C \ R ein Eigenwert ist, so bilden R(e**) und J(e*?) linear
unabhéngige Losungen der homogenen DGL L[y] = 0.

e Wenn X ein I-facher Eigenwert ist, so sind z7e*® fur j = 1,...,1 linear
unabhiingige Losungen der homogenen DGL L[y| = 0.

4.1.4. Beispiel. Die lineare homogene DGL 3" + w?y = 0 wird zu

_ 0 1)\,
Yyl = 7(4)2 0 Y,

dan =2, ap(r) = w? und a;(z) = f(z) = 0. Diese lineare DGL zweiter Ordnung
hat die Eigenwerte A\ = +iw. Also bilden R(e?) = R(cosw + isinw) = cosw und

J(ev) = S(cosw + isinw) = sinw eine Fundamentalsystem.

4.2. Reduktion der Ordnung, Produktansatz. Kennt man eine Losung
y1 der homogenen DGL L[y] = 0, so kann man mit Hilfe des Ansatzes

(24) y(@) = y1(2)v(z)
die Ordnung der inhomogenen DGL L[y] = f(x) um 1 verringern.

BEMERKUNG 3. Die Funktion y; muss ,erraten” werden. Erreicht man jedoch
durch schrittweise Reduktion der Ordnung eine lineare DGL erster Ordnung, so
kann man diese dann mit expliziten Formeln 16sen.
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4.2.1. Herleitung der DGL kleinerer Ordnung. Aus dem Produktansatz y(x) =
y1(x)v(zx) folgt aus der Produktregel und durch Ordnen nach Ableitungen der Funk-
tion v:

o o
B =3 ( ‘>y§ka>vm

i=o M
n n k k
k=) (j
1 =S a@y® =S a@ Y ( .)y§ Py)
k=0 k=0 =0 M

=500 (S (M) ) = )

Der Koeffizient vor v(™ ist a, (z)yi(z). Der Koeffizient vor v(®) ist

n

> (o) ()" - > axenf? =0

k=0

da y; eine Losung der homogenen DGL L[y] = 0 ist. Also haben wir eine lineare
DGL der Ordnung n — 1 fiir die Funktion v’ erhalten.
4.2.2. Beispiel. Gesucht sind alle Losungen der DGL

23y — 3%y + (6 — %)y + (2% — 6)y = xte”, (x #0).

Man sieht, dass y1 (z) = = eine Losung der homogenen DGL, denn y{’(z) = v} (x)
0 und yj(z) = 1. Mit dem Ansatz y(z) = zv(x) erhalten wir y' = v + zv’, ¥y =
20’ + zv” und y"”" = 3v” 4+ xv"”’. Setzt man dies in die DGL ein, so ergibt sich

f(@) = Lly]
zte” = 23(3v" + 2v") — 327 (20" + 2v”) + (62 — %) (v + 2v”) + (2% — 6)av
— 3241)/” _ x4vl
et — " _ o

eine lineare DGL zweiter Ordnung fiir v/, die sogar konstante Koeffizienten hat. Da
ihr charakteristisches Polynom A2 —1 die Nullstellen A = +1 hat, bilden e® und e~
ein Fundamentalsystem. Der inhomogene Anteil f(x) = e ist von der speziellen
Form e®® mit o = 1. Da 1 ein einfacher Eigenwert ist, liegt einfache Resonanz vor
und der Ansatz v/ (z) = bxe” liefert eine spezielle Losung der DGL v — v' = e®:

v" = (b+ bx)e”

v = (2b+ bx)e”

1
V" — v = (2b+ bx)e” — bre” = 2be” =¥ = f(x) = b= 3

Man erhilt die spezielle Losung v, (z) = ze® /2 und die allgemeine Lsung
1
v'(z) = 59:696 +cre® + e, cr,c0 €R
durch Integration

1
v(z) = i(x —1)e® + c1€® —coe™ + 3, c1,02,c3 €R,
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und wegen y(x) = zv(x)
1 _ x? _
y(x) = 5(1; —1)ae® + crze” — core™ + c3x = ?ex + Cie” + Coe™ + Csx
mit 01,02,03 € R.

4.3. Eulersche Differentialgleichung. Eine Eulersche DGL ist eine linea-
re DGL der Form

(25) Zajxjy(j) = f(z), a;€R, x>0

4.3.1. Substitution x = e' - Umwandlung in DGL mit konstanten Koeffizienten.
Mit der Substitution z(t) = e fiir z > 0, also ¢t = Inx, wird y eine Funktion, die
auch von der Variablen ¢ abhingt; 7(t) := y(e'). Es folgt aus der Kettenregel, der
Produktregel und % = 2/(t) = €' = z(t)

() =y (' (t) =y (e")e’

70 = S0/ () = o () (e’
5 d
y(3)(t) — a(y//(et)e% + y/(et)et) — y(S)(et)€3t + Sy//(et)th + y/(et)et

und allgemein
Jj—1 Jj—1
§O(e!) =y (el + 3" ang M e)ek =y (@)l + 3 ang® (@)t
= k=0

mit reellen Koeffizienten «y, € R. Daraus folgt, dass die DGL (25) zu einer linearen
inhomogenen DGL Y7 a;§") = f(e') mit konstanten Koeffizienten a; € R fiir
die Funktion ().

4.3.2. Ansatz y(x) = x> - charakteristisches Polynom. Wir haben keine expli-
ziten Formeln fiir die Koeflizienten oy und a; hergeleitet, aber fiir eine Funktion
Jn(t), die die lineare, homogene DGL mit konstanten Koeffizienten 16st, kénnen wir
den Ansatz y(t) = e mit A € C machen.

Wegen ¢t = In x bedeutet dies, dass fiir die Losungen der homogenen Eulerschen
DGL als Funktion von x der Ansatz

(26) yn(z) = M0 = MM = gr aecC
moglich ist. Wegen (2*)0) = A =7 Hj;l (A — k) erhalten wir

j—1 R |
Zajxjy Za] H)\—k:)za:)‘ZajH(/\—k).
k=0 j=0 k=0
Die homogene Eulersche DGL Z?:o ajzl y,(Lj ) = 0 wird zu
n j—1
(27) S o [Jx-k) =o0.
j=0 k=0

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Polynom vom Grad n in A. Es ist das
charakteristische Polynom, der homogenen DGL Z?:o djgj(j) =0.
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4.3.3. Beispiel ohne Resonanz im inhomogenen Anteil. Wir betrachten die Eu-
lersche DGL 22y” + zy' + 4y = 22, alson =2, as = a1 = 1, ag = 4 und f(z) = 22.
Fiir die Losungen der homogenen DGL z2y” + xy’ + 4y = 0 fiihrt der Ansatz

yn(z) = 2> zu

M =D +A+4=0 N +4=0c \=+2i.
Dies bedeutet gy, (t) = ¢1 cos(2t) + co sin(2t) mit ¢1,¢o € R, also

yn(z) = c1 cos(2lnz) + cosin(2lnx).

Der inhomogene Anteil ist f(z) = 2% = (e!)? = €?!, also ein spezieller inhomogener

Anteil e** mit o = 2. Da 2 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
liegt keine Resonanz vor und der Ansatz §4(t) = ce?® = cx? = y,(x) mit einer noch
zu bestimmenden reellen Zahl ¢ liefert eine spezielle Losung. Einsetzen in die DGL
ergibt c(2+2+4)z? = 22, also ¢ = 1/8. Allgemeine Losung dieser Eulerschen DGL
ist

y(z) = %xQ +cpcos(2lnz) + cosin(2lnz), ¢p,c2 € R,

4.3.4. Beispiel mit Resonanz im inhomogenen Anteil. Wir betrachten die Eu-
lersche DGL 22y” —xy'+y = x, alson = 2, a3 = ap = 1, a1 = —1 und f(z) = x. Fiir
die Losungen der homogenen DGL 2y — xy’ +vy = 0 fithrt der Ansatz y,(z) = 2
zu

M =1 = A+1=0N-22+1=0< A= 1.
Da A = 1 doppelte Nullstelle ist, gilt g5 (t) = c1e! + cate’ mit ¢1,co € R, also
yn(z) = 1z + coxlnz.

Der inhomogene Anteil ist f(z) = z = €, also ein spezieller inhomogener Anteil
e“* mit « = 1. Da 1 eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
liegt doppelte Resonanz vor und der Ansatz §s(t) = (ag + a1t + ast?)e! mit noch zu
bestimmenden a; € R liefert eine spezielle Losung. Da wir eine beliebige homogene
Losung von y, abziehen kénnen, setzen wir ag = a; = 0 und der vereinfachte Ansatz

Us(t) = azt®e’ oder eben y,(x) = agx(Inx)? liefert

r = 2%ys — xys + ys = asx(Inz)? — zas((Inz)? + 2Inz) + x2a (22 Inz 4+ 2271)

= 2asx,

also az = 1/2 und y(z) = sz(Inz)? + c1x + coxInz.

1
2

4.4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wir betrachten
lineare DGLen zweiter Ordnung in Normalform

(28) Y +p()y +q(z)y = r(x)

mit stetigen Funktionen p,q,r : (a,b) — R. Wir versuchen diese DGL durch einen
speziellen Ansatz oder eine geeignete Substitution in eine lineare DGL mit konstan-
ten Koeffizienten oder eine Eulersche DGL zweiter Ordnung zu verwandeln, deren
Losung man dann leicht bestimmen kann. Ist diese Vereinfachung nicht moglich,
so kann man einen Potenzreihen bzw. einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz
versuchen, wenn man annehmen kann, dass die gesuchte Losungsfunktion in eine
solche Reihe entwickelbar ist. Wir werden als wichtige Beispiele die Hermiteschen,
Legendreschen und Besselschen DGLen untersuchen.
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4.4.1. Produktansatz. Der Ansatz

(29) y(z) = u(x)v(z)

mit noch unbekannten zweimal differenzierbaren Funktionen u, v liefert wegen der
Produktregel ¢y = vw'v+wv’ und y” = v”’v+ 2u'v' +uwv” und damit die neue lineare
DGL zweiter Ordnung

r = quv + p(u'v +uv') + (uv + 2u"v" + u’)
=w” + (pu + 2u" )W + (" + pu’ + qu)v

fiir die Funktion v, deren Koeflizienten noch von der unbekannten Funktion u(z)
abhédngen.

Man kann u so wihlen, dass der Koeffizient vor v’ verschwindet, denn die
homogene lineare DGL p(z)u + 2u’ = 0 hat die die Losung

(30) u(zx) = e~ 3 [ p@)dr,
Mit dieser Wahl von u und der Bezeichnung [ p(z)dz = h(z) folgt h'(z) = p(x),
1 1 1
(@) = — gp()e ) = —Zp(ayu)
" _ 12 71/ —3h(z) _ 12 71/
(o) = (2@ - @ ) 0 = (1P - @) ulo)

1 1
u" +pu' +qu=—-p*—=p +q|u
4 2
Wir betrachten
u’(z) + p(@)v'(z) + g(z)u(z) 1, 1,
n = @)~ @)+ ale).

e Wenn dieser Koeffizient K (x) = ¢ konstant ist, so erhélt man eine lineare
DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir v:

31)  K(x):=

(32) v +ev= @
u(x)
e Ist der Koeffizient K(z) = cz™2 mit ¢ € R, so ergibt sich eine Fulersche
DGL fiir v:
33 2.1 — 27‘(‘%‘) .
(33) zv" +ev=z w(z)

In beiden Féllen 148t sich die Funktion v(x) mit den Formeln aus den anderen
Abschnitten leicht bestimmen.

Beispiel: Wir betrachten die DGL x2y” + zy’ 4 (2? — 1/4)y = 2°/? fiir z > 0.
Division durch 22 fiihrt zu der Normalform

1
y// —i-xfly/ + (1 _ 4%2) y = x71/2,

also p(z) =271, g(z) =1 — 1272 und r(x)x~1/2. Wir berechnen

1 1 1 1 1
K(z) = —ipz(l“) - §p/($) +q(z) = —Z$_2 + 535_2 +1- Zx_z =1

Also fithrt der Produktansatz y(x) = u(z)v(z) mit

’LL(LC) _ eféfz_lda: _ efélnw — /2
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zu der linearen DGL mit konstanten Koeffizienten

r(x) _

u(x)

Thr charakteristisches Polynom ist A2+ 1 und hat die komplexen Nullstellen A = 4-i.
Also gilt v, (z) = c1cosx + cosinz. Eine spezielle Losung vs(z) = 1 sieht man.

Also ist v(z) = 1+ cicosx + cosinz die allgemeine Losung fir v. Wegen des
Produktansatzes folgt

UH+U:

1 n cosx n sinx
— 4 ca—+c .
Ve e e
4.4.2. Substitution. Wir suchen eine Substitution ¢ = ¢(z) die die gegebene
DGL fiir die Funktion y(x) in eine einfachere DGL fiir die Funktion u(t), die durch

(34) u(t) = u(p(r)) = y(z)
definiert ist, iiberfithrt. Die Funktion ¢ muss zweimal stetig differenzierbar sein

und es muss ¢’(z) # 0 fiir alle z gelten, so dass die Umkehrfunktion = = ¢~ 1(#)
existiert. Aus Produkt- und Kettenregel folgt

_du  dudt

y(z) = u(x)v(z) = x_1/2(1 + ¢y cosx + casinx) =

VO =~ "
2U
V(@) = T = L (1)) = (1) @)+ (1) e ()
d*u

= g (¢ @)+ ()¢ (@) = " (0 (2)° + ' (1) ().

und eine lineare DGL fiir u, deren Koeffizienten von der Substitution ¢ abhingen:
r(x) =u"¢' (2)? +u/ (¢"(x) +p(x)¢' (z)) + q(x)u. Da ' (z) # 0, kann man die ganze
Gleichung durch ¢’(x)? dividieren und erhilt die Normalform

(@) + @) (@) ,  ale) ()

"
ST TRt T P
Wenn man die Funktion ¢ so wahlen kann, dass die Gleichungen
(35) a(z) = (@)%, ¢"(x) +pla)¢'(z) = &' (2)°

fiir reelle Zahlen ¢,¢é € R erfiillt sind, dann ergibt sich eine lineare DGL zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir u(t):

(36) u’ +éu + cu=

Beispiel: Wir betrachten die DGL
v+ (4o — 27 Yy +dady = 3ze ™™, (x> 0),

T

also p(z) = 4z — z71, ¢(z) = 422 und r(z) = 3ze~*". Aus der Gleichung ¢(z) =
422 = ¢/ (2)? erhilt man mit ¢ = 1 die Substitution ¢'(z) = 2z, also ¢(z) = 22
Tatséchlich gilt auch

¢'(@) + p(e)g (@) = 2 + (42 — o~ 1)20 = 8a® = 20 ()2,
Also ¢ = 2 und

3 : 3
420 +u= Zaflefzz = thl/Qeft.
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Das charakteristische Polynom ist A2 + 2\ + 1 = (X + 1)? und hat die doppelte
Nullstelle A = —1, die die Fundamentallssungen u1(t) = e~% und us(t) = te™?
liefern. Diese entsprechen den vektorwertigen Fundamentallésungen

A= (i) = ()= (4)
0= () = (0 o) = ()

des dazugehorigen Systems von zwei linearen DGLen erster Ordnung. Nun kann
man mit Hilfe der Wronskideterminanten und der Formel

s(t) = i (t)/ MV[//l((f)) dt + Us (t)/ VV[[//?((;)) dt

eine spezielle vektorwertige Losung des inhomogenen Systems bestimmen, deren
erste Komponente gerade eine Losung u,(t) ist. Es gilt mit b(t) = (0, 3t~ /2e~1)T:

W (t) = det(iiy (t) @(t)) :‘ Lt ‘e—%
-1 1—t
. 0 t
Wi(t) = det(b(t) d2(t)) = |31 t672t:7§t1/2672t
ivi ot 4
- 1
Wy (t) = det(i; () b(t)) = ’_1 g(i =2 = 34=1/2-2
1Vi
Wi(t) 3/ 1/2 L3/
= —— t = ——
/W(t) dt =7 d 51
Wa(t) 3/ —1/2 31
dt == [ 7124t = Z¢1/?
/ W () 4 2

. 1 1 _ 3 t _
s(t) = —5t** (1> et <1 t) .

ug(t) = e H3/2.

Mit ¢ = 22 erhalten wir y(z) = u(z?) = (3 + ¢ + c2a2)e .

4.4.3. Potenzreihenansatz. Wenn die Koeffizientenfunktionen p(z), ¢(z) und
r(z) der DGL 3" + p(x)y’ + q(z)y = r(xz) um einen Punkt zo in Potenzreihen
entwickelbar sind, die fiir alle  mit |[z—z¢| < R konvergieren, dann kann man davon
ausgehen, dass sich auch die Losung y(z) um x in eine Potenzreihe entwickeln laft
und diese fiir alle x mit |z — x| < R gegen die Losung y(x) konvergiert.

Wir betrachten hier xg = 0. Es seien

(37) p(z) = an$n7 q(x) = Z gnz”, r(x)= Zrnx”
n=0 n=0 n=0

die Potenzreihen der Koeffizientenfunktionen. Wir nehmen an, dass der Konver-
genzradius jeder der drei Reihen > R > 0 ist. Mit dem Ansatz

(38) y(z) = Z "
n=0
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erhalten wir

oo oo
= Z nanxn_l = Z(n =+ 1)an+1xn
n=0 n=0
y”(:c) = Z n(n —+ l)an_Hxnfl = Z(n =+ 1)(n + 2)an+2z".
n=0 n=0

Aus dem Cauchyschen Produktsatz folgt

(5 () £ )

y'(z)p(z) = <Z(n+ Dapt1z ) (an ) = Z (Z (k+1)ak+1pn— k>

n=0 k=0

und die DGL wird zu

Z rax’ = Z ((n +1)(n+2)anie + Z(kz + 1)agt1Pn—k + Z akan> 2",
n=0

n=0 k=0 k=0
Durch Koeffizientenvergleich ergibt fiir n > 2 sich die Rekursionsformel

n n

1
(39)  ant2= CESCED)] <7‘n =Y (k+Dars1pnk — Y aan—k) :

k=0 k=0

Die Koeffizienten ag und a; kann man frei wihlen, alle anderen a,, sind dann durch
die Rekursionsformel eindeutig bestimmt. Es gilt y(0) = ag und y'(0) = a;. Die
Wahl der Koeffizienten ag und a; entspricht also der Festlegung einer Anfangsbe-
dingung.

Jede durch die Rekursionsformel (39) definierte Potenzreihe hat einen Konver-
genzradius > R.

4.4.4. Hermitesche Differentialgleichung. Wir betrachten die homogene DGL
y" — 22y’ + Ay = 0 mit einem Parameter A\ € R. Hier sind p(z) = -2z, g(z) = A
und r(z) = 0. Bis auf p; = —2 und ¢ = A verschwinden alle p,, ¢, und r,. Die
Rekursionsformel wird zu

1 2n — A\

2 = G O ) S G

Aus dieser rekursiven Formel erhilt man die expliziten Formeln

famtz = 2m+2 H4J— ) famts = 2m+3 1L +2 -0,
7=0 =0

Die Potenzreihe Y7 a,z™ konvergiert fiir alle z € R.

4.4.5. Legendre Differentialgleichung. Wir betrachten die lineare, homogene
DGL (1 —2%)y” — 22y’ + A(A+ 1)y = 0 mit einem Parameter A € R. Um sie in Nor-
malform zu bringen, muss man durch (1 — z?2) dividieren. Dies ist fiir -1 < z < 1
moglich:

" 2x AA+1)

!
4 1—m2y+ 1—22

y=0
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Hier gilt 7(z) = 0 und aus der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt

o0

AA+1)
q(z) = T2 Z)\)\—i-l

2m+1
p(z) = 17352— 233295 W;—Qm mr

Aus der Rekursionsformel erhalt man

Ant2 = m <— Z(k + 1)ar+1Pn—k — Z%%k) .

k=0 k=0
Wir unterscheiden die Félle n = 2m und n = 2m + 1 und leiten daraus explizite
Formeln fiir die Koeflizienten a,, ab:

m

Z 2(2j)a2j — a2j>\()\ + 1)

Jj=0

1
(2m+2)(2m +1)

A2m+42 =
dm — MM+ 1) 1 s
T emioem i) T Gmr@m 1) 2
(A+

_ Am— A 1) - 2m(2m — 1) "
T em+2)Cm+ 1) " T @m+2)2m+1)
Am — N+ A +4m? —2m o (A=2m)(A+2m +1)

Cm+2)2m+1) T T 2m+2)@m+ 1)

B @Jizn“”mg“ —2)(A+2+1)

2(2j)a2j — agj)\()\ + 1))

j=

a2m,

m
A2m+3 = > 2025 + Dagjp1 — ag i AA+ 1)
7=0

(2m+3 )(2m +2)

_4m+2—)\(/\—|—1)a N 2m(2m + 1)
T @m+3)2m+2) " 2m+3)(2m + 2)
B dm+2 = A2+ X +4m? +2m

a2m+1

(2m + 3)(2m + 2) 2m+1
(A =0@m+1)(A+2m+2)
T emr 3)(2m ro)  faml

P S—— m 2 1 A+2742
(2m + 3)! H (27 +1)A+27+2)
Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass die Potenzreihe ZZOZO apx™ fir alle x mit

|z| < 1 konvergiert.
4.4.6. Verallgemeinerter Potenzreihenansatz - Besselsche DGL. Hat eine der

Koeffizientenfunktionen der DGL 3" + p(x)y’ + q(z)y = r(z) in = £ ein Singula-
ritéit, kann der Ansatz

(40) y(x) = a” Z anz”, peR,a9#0
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zu einer Rekursionsformel fiir die Koeflizienten a,, € R der Potenzreihenentwicklung
einer Losung fithren. Wir betrachten diese Methode fiir die Besselsche DGL

(41) 22y day + (2= XN)y=0, AN€R,A>0,z>0.

Die Koeffizientenfunktionen der dazugehorigen Normalform

1 A\?
'+ =y + (l—g)yzo
x x
lassen sich um x = 0 nicht in eine Potenzreihe entwickeln. Mit dem verallgemeiner-

ten Potenzreihenansatz y(z) = z” Y - a,z" erhélt man

V(@)=Y anln+p)2"7, (@) = anln+p)(n+p— 1)

n=0 n=0

und die Gleichung (41) wird zu

0= Z " Pa, ((n 4 p)? — \?) + Z anx" TP,
n=0 n=0

e Vergleich der Koeffizienten vor x” ergibt die Bedingung p? — \? = 0, weil
ag # 0, also p = £A.

e Vergleich der Koeffizienten vor 2°*! ergibt die Bedingung a1 (1 +2p) = 0.
Falls p = —1/2, so ist diese Bedingung erfiillt. Aber fiir A = 1/2 haben
wir ein Fundamentalsystem schon mit Hilfe des Produktansatzes (siehe
Abschnitt 4.4.1) bestimmt. Falls A # 1/2, so folgt a; = 0.

e Fiir n > 2 liefert der Koeffizientenvergleich vor z™** liefert die Rekursi-
onsformel 0 = a,n(n + 2p) + ap—s.

— Falls —2p ¢ N, so ist der Faktor n + 2p # 0 fur alle n € N und die
Rekursionsformel liefert as,,+1 = 0, da a1 = 0, und ag,dm(m+p) =
—Qom_2, also

Aoy = (_1)m ao

Amm! 52, +p)

— Auch fir —p ¢ N aber —2p € N 16st die mit den oben definierten
Koeffizienten a,, definierte Potenzreihe die Besselsche DGL.

— Falls —p € N, so folgt aus der Rekursionsformel ag = 0, was der An-
nahme ag # 0 widerspricht. Ein anderer Ansatz liefert die Neumann-
Funktion, eine zweite linear unabhéngige Losung der Besselschen
DGL mit A = —p.

4.5. Randwertaufgaben und Eigenwertaufgaben. Wir haben bisher An-
fangswertaufgaben (AWA) untersucht, also eine gewshnliche DGL n-ter Ordnung
und Anfangsbedingungen y/) (¢) = n; fiir j =0,...,n — 1 und &,7; € R. Betrach-
tet man die gegebene DGL auf einem Intervall [a,b], so ist auch es sinnvoll, die
Anfangsbedingungen durch Vorgaben fiir die Werte der Lésungsfunktion y(z) oder
ihrer Ableitungen y¥) an den Riindern des Intervalls zu ersetzen.

Eine Anfangswertaufgabe einer linearen DGL n-ter Ordnung ist immer eindeu-
tig losbar, weil aus W (€) # 0 folgt, dass das lineare Gleichungssystem y@) (&) =
v (€) +> ey cky,?)(é) =mn; mit j = 1,...,n fiir die reellen Parameter ¢, eindeutig
losbar ist.
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Auch wenn die allgemeine Losung einer linearen DGL n-ter Ordnung von n re-
ellen Parametern abhéngt, kann eine dazugehorige Randwertaufgabe mit n Rand-
wertbedingungen nicht, eindeutig oder mehrdeutig l6sbar sein.

4.5.1. Fundamentalbeispiel einer nicht losbaren Randwertaufgabe. Gesucht sind
alle Losungen der DGL y”4+y = 0 mit y(0) = 0 und y(7) = 1. Die allgemeine Losung
dieser homogenen linearen DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist
y(x) = c1cosx + casinz mit ¢, co € R, da ihr charakteristisches Polynom A2 + 1
die beiden komplexen Nullstellen A = 43 hat.

Aus den Randwertbedingungen erhalten wir die Gleichungen 0 = y(0) = ¢; und
1 =y(n) = —c;. Das ist ein Widerspruch. Die Randwertaufgabe ist nicht 1sbar.

4.5.2. Fundamentalbeispiel einer mehrdeutig losbaren Randwertaufgabe. Man
sucht alle Losung der DGL y” 4+ y = 0 mit y(0) = 0 = y(x). Die allgemeine Losung
dieser DGL ist y(x) = ¢j cosz + casinz mit ¢1,c2 € R, da ihr charakteristisches
Polynom A2 + 1 die beiden komplexen Nullstellen A = +i hat.

Aus den Randwertbedingungen erhalten wir die Gleichungen 0 = y(0) = ¢;
und 0 = y(7) = —¢p, also ¢; = 0. Die Randwertaufgabe besitzt die Losungen
y(z) = ey sinz mit ¢y € R.

4.5.3. Homogene Randbedingungen. Auswertung der Randbedingungen einer
linearen DGL n-ter Ordnung, deren allgemeine Losung von n reellen Parametern
abhéngt, liefert ein lineares Gleichungssystem.

Randbedingungen einer linearen DGL n-ter Ordnung heiflen homogen, wenn
sie von der folgenden Form sind:

n—1
0= Z aky(k) (CL) + ﬂky(k) (b)7 ap, ﬂk‘ eR
k=0

Die Randwertbedingungen im Beispiel in Abschnitt 4.5.1 sind nicht homogen. Die
Randwertbedingungen im Beispiel in Abschnitt 4.5.2 sind homogen.

Homogene lineare DGLen mit homogenen Randbedingungen haben immer die
triviale Losung y(z) = 0. Eine nichttriviale Losung existiert genau dann, wenn das
lineare Gleichungssystem bestehend aus den Gleichungen der Form

n n—1
S S ay(a) + By (b) = 0
k=0

j=1 k=

eine nichttriviale Losung besitzt, die Determinante seiner Koeffizientenmatrix also
verschwindet.

Beispiel: Wir betrachten die Randwertaufgabe " + p?y = 0 mit den homoge-
nen Randwertbedingungen y(0) —y(1) = 0 und %'(0) —¢'(1) = 0 fiir 4 € R auf dem
Intervall [0, 1]. Die allgemeine Losung dieser homogenen linearen DGL zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeflizienten ist y(z) = ¢; cos(ux) + co sin(uz) mit ¢, c2 € R,
da ihr charakteristisches Polynom A2+ 2 die beiden komplexen Nullstellen A = =ip
hat.

Es gilt ¢/ (z) = —cypsin(ux) + cop cos(uzx) Die Auswertung der Randbedingun-
gen fiihrt zu dem linearen Gleichungssystem

0=1c1(1—cosp)—cosinp

0=cipusinp + copu(l — cos u).
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Die Koeffizientenmatrix

1 —cospu —sinp
A= .
< psing  p(l —cos ,u))
hat die Determinante det A = pu((1—cos p)?+sin® p) = p(2—2 cos 1) = 2u(1—cos 1).
Es gilt genau dann det A = 0, wenn 1 = cos p, also pu = 2k fiir ein n € N, n > 0.
In dem Fall gilt A = 0 und alle Funktionen yi(z) = ¢ cos(2kmz) + co sin(2kmx)
sind Losungen der Randwertaufgabe.

4.5.4. Figenwertaufgaben, Eigenwerte und Eigenfunktionen. Eine Eigenwert-
aufgabe (EWA) besteht aus einer homogenen linearen DGL, die von einem Para-
meter p abhingt, und homogenen Randwertbedingungen. Alle p € R, fiir die die
EWA eine nichttriviale Losung besitzt, heilen Eigenwerte der EWA, die dazu-
gehorigen Losungen heiflen Eigenfunktionen.

4.5.5. Fundamentalbeispiel einer Figenwertaufgabe. Wir betrachten die Rand-
wertaufgabe 3”4+ py = 0 mit den homogenen Randwertbedingungen y(0) = y(I) = 0
und fiir 4 € R auf dem Intervall [0,!] mit ! > 0. Die allgemeine Losung dieser ho-
mogenen linearen DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hingt vom
Vorzeichen des Parameters p ab:

p > 0: Die allgemeine Losung ist y(x) = ¢y cos(y/fx)+c2 sin(y/pa) mit c1, ¢z € R,
da das charakteristische Polynom A\? + yu die beiden komplexen Nullstel-
len A = £i,/p hat. Die Auswertung der Randbedingungen fiihrt zu dem
linearen Gleichungssystem 0 = ¢; und 0 = cysin(\/ul). Es besitzt nur
genau dann nichttriviale Losungen, falls sin(,/ul) = 0, also \/ul = kr fiir
ein k£ € N. Die Eigenwerte und dazugehorige Eigenfunktionen sind

2
W= I;—sz, yr(x) = sin <kl7rx) , keN.

1 = 0: Die allgemeine Losung ist y(z) = ¢1 + cox mit ¢1,¢0 € R, da das cha-
rakteristische Polynom A2 die doppelte reelle Nullstelle A\ = 0 hat. Die
Auswertung der Randbedingungen fiithrt zu dem linearen Gleichungssy-
stem 0 = ¢; und 0 = c3l. Es besitzt nur die triviale Losung ¢; = ¢ = 0.

1 < 0: Die allgemeine Losung ist y(x) = c¢1eV™F + coe™V7H mit ¢, ¢ € R,
da das charakteristische Polynom A2 + u die beiden reellen Nullstellen
A = ++/—p hat. Die Auswertung der Randbedingungen fiithrt zu dem
linearen Gleichungssystem 0 = ¢; + ¢ und 0 = creVTHL 4 e VHL,
Es besitzt nur die triviale Losung ¢; = ¢ = 0, denn die Determinante
der Koeffizientenmatrix ist e=V=H — eV=F = 2sinh(—/—pul) # 0 fiir
—/—pl #0.

5. Reduktion auf Systeme erster Ordnung

Wir haben bereits gesehen, dass sich lineare DGLen n-ter Ordnung in ein li-
neares System von DGLen erster Ordnung umwandeln lassen (siehe Abschnitt 4).
Jedes System von DGLen hoéherer Ordnung l&8t sich in ein System erster Ord-
nung iiberfithren, dabei steigt jedoch die Anzahl der unbekannten (reellwertigen)
Funktionen.
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Sei f(z,y,y,...,y" V) =3 eine explizite DGLen n-ter Ordnung. Wir de-
finieren y;(z) := yU=Y(x) fiir j = 1,...,n und erhalten

yp=@U ) =y =y;n, (G=1,...,n-1)

y;z = y(n) = f(xayla v 7yn)7
ein dquivalentes System aus n DGLen erster Ordnung fiir n unbekannte Funktionen
y; mit y=1,...,n.

Hat man ein System aus DGLen hoherer Ordnung gegeben, in dem die Funk-
(4)

tionen y;, fiir K = 1,...,m und ihre Ableitungen y;”’ mit j = 0,..., n; auftreten, so
definiert man neue Funktionen y; := y,(j b figy j=1,...,ng. Diese erfiillen dann

ein dquivalentes System aus DGLen erster Ordnung.
Beispiel: Wir betrachten das System

1

u = —u+3v—2u + 30
vV =u+v+u,

das aus zwei linearen DGLen zweiter Ordnung fiir die unbekannten Funktionen u
und v besteht. Wir definieren y11 = u, y12 = ¢/, y21 = v und yoo = v und erhalten
das lineare System

yﬁ = Y12
Yia = —Y11 + 3y21 — 2y12 + 3y22
951 = Y22

Yoo = Y11 + Y21 + Y12






KAPITEL 2

Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung (PDGL) fiir eine gesuchte reellwertige Funk-

tion w : R™ D> D — R von n Verdnderlichen & = (x4, ..., x,) ist eine Gleichung der
Form
- Hled
F <x,u,u$l,...,uwn,...,&Uau,... = 0.

Die hier benutzte Multiindexschreibweise fiir partielle Ableitungen hoherer Ord-
nung bedeutet mit o = (ay, ..., ), a; € Nund |af = 377_ a; gerade

alel o o
dra ' T Ozt ( Oz u) '
Man bildet eine partielle Ableitung |a|-ter Ordnung und leitet nach der Variable
x; genau o mal ab.

Oft verwenden wir die Bezeichnungen (z1,z2,23) = (z,v,2), z.B. wenn die
gesuchte Funktion von den Ortskoordinaten abhiingt, oder (x1,x2,z3) = (z,y,t),
z.B. wenn die gesuchte Funktion den zeitlichen Verlauf einer Grofle beschreibt, die

von ebenen Ortskoordinaten (z,y) abhéngt.
Eine lineare PDGL der Ordnung m ist von der Form

wobei die Funktionen f und a, gegeben sind. Wir betrachten hier nur lineare
PDGL. Eine lineare PDGL heifit homogen, falls f = 0. Ahnlich wie fiir gewhn-
liche Differentialgleichungen gilt u = us + uy, also eine allgemeine Losung u einer
linearen inhomogenen PDGL ist Summe einer speziellen Losung u, der inhomoge-
nen PDGL und der allgemeinen Lésung uy der homogenen PDGL.

1. Einfache Beispiele - Lésung durch Integration
1.1. Integration nach einer Variablen. Zu einer beliebigen, stetigen, ge-
geben Funktion f : R? — R sind alle Funktionen u(x,y) gesucht, die die Gleichung
uz (2, y) = f(z,y)

erfiillen. Die allgemeine Losung findet man durch Integration nach z, also u(z,y) =
J f(z,y)dz + c(y) mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion ¢ : R — R. Fiir
f(x,y) = 22y? ergibt sich zum Beispiel die allgemeine Losung u(z, y) = 22y? +c(y).

41
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1.2. Integration nach zwei Variablen in beliebiger Reihenfolge. Ge-
sucht sind alle Funktionen u(z,y), die die Gleichung
Ugy (.%', y) =0

erfiillen. Integriert man erst nach y und dann nach x, so erhélt man:
Ug(z,y) = /Ody +c1(x) = 1 ()

zmm:/qu+Mw:am+@@,

wobei C; und C; beliebige (differenzierbare) Funktionen sind.

1.3. Integration nach zwei Variablen in spezieller Reihenfolge. Gege-
ben sind stetige Funktionen a, f : R? — R. Gesucht sind alle Funktionen u(z,y),
die die Gleichung

Ugy + a(a:, y)uz = f('ra Z/)
erfiillen. Wir bestimmen zuerst die Funktion u,(z,y). Fiir jedes feste x € R de-
finieren wir v(y) := u,(x,y), eine Funktion, die nur von einer Variablen abhingt,
und der gewdhnlichen linearen DGL erster Ordnung v’ + a(x, y)v = f(z,y) geniigt.
Mit Hilfe der Losungsformel ergibt sich fiir festes x € R die allgemeine Losung

v(y) = con(y) + vs(y) mit

) = T ) =) [ LDy

LaBt man nun x wieder frei, so folgert man u,(x,y) = c(x)vn(z,y) + vs(x,y), denn
in die Definition der Funktionen v; und vs geht der feste Parameter x ein. Nun
folgt durch Integration nach x, dass die allgemeine Losung durch

u(z,y) = /cl(w)vh(x, y) + vs(z,y)dz + c2(y)
mit beliebigen Funktionen ¢y, co gegeben ist.

2. Eindimensionale Wellengleichung
Die eindimensionale Wellengleichung ist
(42) Uy — Uy = f(a,t), cER,c#0,

mit gegebener Funktion f(x,¢) und gesuchter Funktion u(z,t). Es handelt sich um
eine inhomogene lineare PDGL zweiter Ordnung.

2.1. Umwandlung in integrierbare PDGL durch Substitution. Mit der
Substitution £ := x — ¢t und 7 := = + ct folgt aus der Kettenregel und uz, = gt

v =5(E+7)
1
t= %(T—f)
U(&T) = u(%(§+7)7 i(T _f))
N S
¢ 7 ey T,

1 1 1 1 1 1 1 1
U§T:*§ UmiJart?c ~ % utﬂci‘i’uttfc = qler gt
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—402U§T = Upt — CPUyy.

Schreiben wir auch f als von £ und 7 abhéngige Funktion, also

F(&,m) = f(5(E+7), 5-(7— ©))

so kann die allgemeine Losung U der Differentialgleichung Uer = F(§,7) durch
Integration bestimmen.

2.2. Allgemeine Lésung der Wellengleichung. Die allgemeine Lésung der
homogenen PDGL U, = 0 ist Uy (&, 7) = C1(§) + Ca(7) mit beliebigen Funktionen
C4, Cy (siehe Beispiel in Abschnitt 1.2). Eine spezielle Losung ist

(43) U6 = - 37 [ Flemagar.

Nun werden £ und 7 wieder durch x und ¢ ausgedriickt. Die allgemeine Losung der
eindimensionalen Wellengleichung ist

(44) u(z,t) = Us(x — ctyx + ct) + Cr(x — ct) + Ca(x + ct)
mit zwei beliebigen Funktionen C7, Cs.

BEMERKUNG 4. Benutzt man die Schreibweise der partiellen Differentialope-
ratoren, so gilt wy — ugy = (&) — A(Z)?u = (& — c2) (& + 2 )u und die
neuen Koordinaten £ und 7 sind dual zu den Faktoren.

2.3. Homogene Wellengleichung mit Anfangsbedingungen. Nun be-
trachten wir die homogene Wellengleichung mit Anfangsbedingungen:

(45) Uy = g, u(z,0) = o), u(x,t) = p(x),

mit gegebenen Funktionen ¢ und 1 und einer gesuchten Funktion wu(z,t). Die all-

gemeine Losung der PDGL uy = c*uy, ist u(z,t) = Ci(x — ct) + Ca(z + ct) mit

beliebigen Funktionen C7, Cy. Dann gilt us(z,t) = —cCf(x — ct) + cCh(x + ct).
Durch Auswertung der Anfangsbedingungen erhélt man ein lineares Gleichungs-

system fiir die unbekannten Funktionen C7 und Cs:

¢(z) = u(z,0) = Ci(z) + Ca(x)
h(x) = u(w,t) = —cC1(x) + cCy().

Aus der zweiten Gleichung folgt durch Integration —Cy(z) + Ca(z) = 2 [ 4(s)ds.
Nun 16st man das Gleichungssystem und erhélt

Cy(z) = / ne / (s
Calw) = §¢<x> to / ()

Aus der Formel fiir die allgemeine Losung folgt die eindeutige Losung:
x+ct

(46) u(z,t) = C1(z—ct)+Co(z+ct) = %(¢(m—ct)+¢(x+ct))+%/ P(s)ds.

—ct

BEMERKUNG 5. Der Funktionswert u(z, ) héngt nur von ¢(z — ct), ¢(z + ct)
und den Werten der Funktion ¢ auf dem Intervall [x — ct, 2 + ct] ab.
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3. Nebenbedingungen

Wir beschreiben verschiedene Typen von Nebenbedingungen fiir eine Funktion
uw:R? D> D — R, die Losung einer PDGL ist.

3.1. Anfangsbedingungen. Gesucht ist eine Funktion u(z, t) fiir t > ¢o. An-
fangswertbedingungen sind Vorgaben fiir die Werte der gesuchten Funktion « und
ihrer partiellen Ableitungen nach ¢, wie u;, zum Zeitpunkt ¢ = ¢o (siehe Abschnitt
2 und Abbildung 1a).

3.2. Cauchy- oder Dirichletbedingungen. Fiir eine Losung v : D — R
betrachtet man die Integralfiiche {(z,y, u(z,y))T : (z,y)T € D} C R3, eine Fliche
im R3. Man spricht von einer Cauchybedingung, wenn eine vorgegebene Kurve
C C R? in der Integralfliiche enthalten sein soll. Ist die Kurve C' geschlossen, so
nennt man eine Cauchybedingung auch Dirichletbedingung.

Zum Beispiel hat die Losung einer zweidimensionalen Wellengleichung, deren
Integralfliche die Kurve C' = {(z,y,0)T : 22 + y? = 1} enthilt, also der Cauchy-
bedingung geniigt, entlang der Kreislinie {z% + y? = 1} C R? den Wert 0 (siche
Abbildung 1b).

3.3. Neumannbedingungen. Gesucht ist eine Funktion u : R? ¢ D — R.
Das Gebiet D wird von einer glatten Kurve C' C R? berandet. Es sei @ der nach
auflen gerichtete Normalenvektor der Kurve C. Vorgaben fiir die Richtungsableitung

ou
on|q ¢
entlang der Kurve (des Randes) C heiflen Neumannbedingungen (siehe Abbildung

1lc).

3.4. Rand—Anfangswertbedingungen. Gesucht ist eine Funktion wu(z,t)
mit € [a,b] und ¢t > tg. Rand- und Anfangswertbedingungen sind Vorgaben fiir die
Werte der gesuchten Funktion u oder ihrer partiellen Ableitungen fiir Argumente
in

{(z,to) : x € [a,b]} U {(a,t) : t >t} U{(b,t) : t > 1o},

also zum Zeitpunkt tp und zu einem beliebigen Zeitpunkt an den Réandern des
interessanten Intervalls fiir die Koordinate x (siehe Abbildung 1d).

3.5. Sachgemif gestellte Probleme. Hat man eine PDGL mit Nebenbe-
dingungen gegeben, so hofft man, dass

e eine lokale Losung existiert,
e diese lokale Losung eindeutig ist,
e die Losung stetig von der Wahl der Nebenbedingung abhdngt.

BEMERKUNG 6. Die eindimensionale Wellengleichung s = u,, mit einer Di-
richletnebenbedingung ist oft nicht 16sbar. Wenn u eine Losung der Laplaceglei-
chung vz + yy = 0 mit einer Neumannbedingung % = 0 ist, so ist auch u+ ¢ mit

c € R eine Losung.
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, Y,

(1) T ¢ (2)
ABBILDUNG 1. Nebenbedingungen partieller Differentialgleichungen

4. Satz von Cauchy-Kovalevskaja

Wir betrachten die PDGL
871,

—u= f(Z U Uy Ug,,--.),

atn

wobei die Funktion f von Z und partiellen Ableitungen der Funktion u(Z,t) der
o

Ordnung < n, jedoch nicht von 7 u abhéngt, mit den Anfangsbedingungen
oFu

W(f,o):(ﬁk(f), k:07,n—1

Wenn f und ¢, um (%o, 0)” analytisch (also in eine Potenzreihe entwickelbar) sind,
dann ezxistiert eine eindeutige lokale analytische Losung u(Z,t) des Anfangswert-
problems.

4.1. Beweisidee: Lifit sich die gesuchte Losung beziiglich ¢ in eine Potenz-
reihe
0 Lk ok 0 Lk
tt O%u , t
u(z,t) = Eﬁ(x,O) = Eak(x)
k=0 k=0

entwickeln, so folgt aus den Anfangsbedingungen ax(x) = ¢ (z) fir k=0,...,n—1
und aus der PDGL eine Rekursionsformel fiir a; mit & > n. Mit der (sehr techni-
schen) Methode der Majoranten beweist man, dass die so konstruierte Reihe auf
einer offenen Menge um den Startpunkt (x¢,0)” konvergiert.

4.2. Gegenbeispiel: Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung u; = ugy
fir € (—=1,1) und ¢ > 0 mit der Anfangsbedingung u(z,0) = = = > z".
Dieses Problem erfiillt die Voraussetzungen des Satzes nicht, weil u,, eine partielle
Ableitung zweiter Ordnung ist und u; nur eine erster Ordnung.

Ein Potenzreihenansatz fithrt nun zu

o th OFy otk
u(z,t) = yﬁ(fa ) = yak(ﬂf)
k=0 k=0
e tk—l e tk
wled) =3 g = 3 faen (@)
k= 0
Uz (T,1) = Eak(x)”,
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also ag(z) = 2= und ax(z) = ap—1(x)" = >0, (n”i;k),x" 2k Mit diesen Werten

fir die Koeffizientenfunktionen a; erhilt man
u(0,8) = Y 7ar(0) =) | (2k)!
k=0 k= 0

Doch diese Potenzreihe in ¢t hat den Konvergenzradius 0, konvergiert also nur fiir
t = 0 und liefert keine Definition einer Funktion u(x,t) in einer offenen Umgebung
des Startpunktes (0,0)7.

5. Quasilineare PDGL erster Ordnung
Eine PDGL fiir eine Funktion u(z,y) der Form

(47) al(xayau)um + a2($7yau)uy = b(x,y,u)
mit gegebenen stetigen Funktionen aq, as, b heifit quasilineare PDGL.
Falls a; und as nicht von v abhingen und b(x,y,u) = bi(x,y) + ba(z,y)u, so
ist es sogar eine lineare PDGL.
Die allgemeine Form einer quasilinearen PDGL einer gesuchten Funktion u(Z)
ist
n
Zaj(f, u)ug,; = b(Z,u)
j=1
mit gegebenen stetigen Funktionen a;, b : Rt - R.

5.1. Charakteristisches System. Das folgende System besteht aus drei ge-
wohnlichen DGLen erster Ordnung und ist #quivalent zur PDGL (47). Es wird
charakteristisches System genannt.

(1) = ar(2(t),y(t), u(t))
y(t) = az(z(t),y(t), u(t))
a(t) = b(x(t), y(t), u(t))

5.1.1. Beweis der Aquivalenz des charakteristischen Systems. Wenn x(t) und
y(t) das charakteristische System erfiillen und u(xz,y) die PDGL (47) 16st, dann
definieren wir U(t) := u(z(t), y(t)). Es gilt U’ = uy& + uy§ = ugas + uyas = b und
u(t) = u(z(t),y(t)) lost auch das charakteristische System.

Wenn die Funktionen x(t), y(¢) und u(t) das charakteristische System ldsen,
dann definiert v(¢) = (x(t),y(t), u(t))T eine Kurve im R?. Die (Spur dieser) Kurve
kann auch durch Gleichungen beschrieben werden. Sei ¢ : R? — R eine Funktion
mit der Eigenschaft ¢(x(t),y(t),u(t)) = 0. Falls ¢,, # 0, so kann man diese Glei-
chung (lokal) nach u umstellen und die Gleichung ¢(z,y,u) = 0 definiert implizit
eine Funktion u(z,y). Nun folgt durch Ableitung der Gleichung ¢ = 0 nach z, y
bzw. t:

0=0¢s+ Pully = ¢z = —Puly
0=y + duuy, = ¢, =—duuy,
0= ¢a@ + Py + Pyt

bub = Puai(z,y, u)us + Puaz(z,y, u)u,
b= ai(z,y,u)u, + az(z,y,u)uy,
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weil die Funktionen z,y, u das charakteristische System lésen und ¢, # 0. Also ist
die implizit definierte Funktion u(z,y) eine Losung der PDGL (47).

5.1.2. Erste Integrale und allgemeine Lésung der quasilinearen PDGL. Eine
Funktion ¢ : R® — R heifit Integral des charakteristischen Systems, falls die
Funktion ¢(z(t),y(t),u(t)) fir jede Losung =(t),y(t), u(t) des charakteristischen
Systems konstant ist. Falls ¢1 und ¢o zwei linear unabhingige Integrale des cha-
rakteristischen Systems sind, d.h. wenn die Ableitungsmatrix

(9((;517(;52) _ <(¢1>w ((bl)u (‘bl)u)
(92)s (P2)y (d2)u

A(z,y, u)
den Rang zwei hat, so ist die allgemeine Losung v der PDGL implizit gegeben durch
die Gleichung

(48) Q(¢1(x7yvu)7¢2(x’yvu)) =0,

wobei Q : R2 — R eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist.

5.2. Bestimmung unabhingiger Integrale in Beispielen.
5.2.1. PDGL x*u, + y*u, = u?. Wir betrachten die PDGL

z?u, + y?u, = u?, also a;(z) = 2%, az(y) = ¥2, b(u) = u’.
Das dazugehorige charakteristische System & = 22, § = 3%, @ = u? ist durch
Trennung der Variablen I6sbar, falls x,y, u # 0.

d
—mzaﬁﬁ/x*zda::/ldtéfl:tJrc.
dt x
Also gilt
1 1 1
t) = — t) = — t) = —
o) =~ WO = ul) =~
mit c1, cg, c3 € R und Integrale sind zum Beispiel
1 1 1 1
¢1($,y,U)=*—7, ¢2(x7yvu):7_7'
Ty T u

Wir iiberpriifen, ob ¢; und ¢o unabhingig sind. Die Ableitungsmatrix

0(¢1,92) _ (-9«“‘2 vy 0 )
ANz ,y,u) \—z2 0 wu?

hat fiir zy # 0 oder zu # 0 oder yu # 0 den Rang 2. Die allgemeine Losung der
PDGL z%u, +y*u, = u? ist implizit gegeben durch (L —1 1 — 1) = 0 fiir beliebige
Funktionen €. Zum Beispiel erhélt man

e mit Q(¢1, Pp2) = P2 die Gleichung % — % =0, also u(z,y) = .
e mit Q(¢1,P2) = 1 — P2 die Gleichung —i + % =0, also u(z,y) = y.
e mit Q(d1, p2) = 1 + ¢o die Gleichung 2 — L — L =0, also u(z,y) = 724

z Yy u 2y—x
fiir 2y # x. Probe:

2
2@y =) bay | Loy —w) - 2uy w2 yR(a?) ([ ay
(2y —x)? (2y — x)? (2y —)? 20—y



48 2. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

5.2.2. PDGL yu, — zu, = —z* + y*>. Wir betrachten die PDGL
YUy — TUy = —? 492 fiir y > 0.
Division der Gleichung durch y = a;(x,y) ergibt die neue PDGL

x x
Uy — —Uy = —— + Y.
Y Yy
Wir 16sen das charakteristische System
r=1=>z=t
. T , z 15 1, .
j=——=y(z)=— = Y. (x) = —5%" te (Trennung der Variablen)
Y Y
. z? ) z? ,
b= ty=u () = Y= (zy(x))" = w(z) = zy(z) + 3

Die beiden Integrale 2co = ¢1(z,y,u) = y? + 2% und c3 = ¢o(x,y,u) = u — xy sind
unabhingig, denn die Ableitungsmatrix

6(¢1,¢2) . (2.’17 2y 0)
o, y,u)  \-y —x 1

hat fiir y > 0 den Rang 2. Die allgemeine Losung der PDGL z?u, + y2uy = u?

ist implizit gegeben durch Q(z? + y2,u — xy) = 0 fiir beliebige Funktionen Q. Zum
Beispiel erhélt man
e mit Q(¢1, P2) = ¢o die Gleichung u — zy = 0, also u(z,y) = zy.
o mit Q(d1,d2) = —¢1 + ¢ die Gleichung —2% — %> + u — xy = 0, also
u(x,y) = zy + 2% + 2.
o mit Q(¢1,d2) = ¢1 + 2¢5 die Gleichung 2u — 22y + 2% + y? = 0, also
u(z,y) = —(z—y)?/2.

5.3. Vereinfachungen des charakteristischen Systems.

5.3.1. Eliminierung der Variablen t. Falls a; = 1, so ist £ = 1 die erste Glei-
chung des charakteristischen Systems. Sie hat die allgemeine Losung x(t) =t + ¢1
mit ¢; € R. Da es geniigt, zwei unabhéngige Integrale zu finden, und die allgemei-
ne Losung des charakteristischen Systems von drei Parametern ci,co, c3 abhéngt,
wiahlen wir hier ¢; = 0 und kénnen die Variable ¢t durch die Variable x ersetzen.

Die beiden verbleibenden gewohnlichen DGLen des charakteristischen Systems
bilden dann ein System aus DGLen erster Ordnung fiir Funktionen y(z) und u(z).
Deshalb ist es oft sinnvoll, eine gegeben lineare PDGL erster Ordnung durch a4 (z, y)
zu dividieren und dann erst das charakteristische System aufzustellen. In Kurzform:
(49) a=1 = z=ty(x)=a(z,y(x),ul)), v (x) =b(r,y(x),u())

5.3.2. Homogene PDGL. Falls eine homogene PDGL gegeben ist, also b = 0,
dann lautet die letzte DGL des charakteristischen Systems @ = 0, also v = ¢ mit
¢ € R und ¢2(u) = u ist ein Integral des charakteristischen Systems.

Ist dann ¢4 (z,y) ein weiteres unabhiingiges Integral, so wird die allgemeine
Losung implizit durch die Gleichung Q(¢1(z,y),u) = 0 definiert. Man muss oh-
nehin annehmen, dass diese Gleichung nach der zweiten Variable auflosbar ist,
also Q(s1,s2) = 0 genau dann, wenn sy = w(sy) fiir eine Funktion w. Dann ist
u(z,y) = w(é1(x,y)) die allgemeine Losung. In Kurzform:

(50) b=0, ¢(z,y) Integral = u(x,y) = w(P(x,y)) mit beliebiger Funktion w
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5.3.3. Beispiel. Wir betrachten die homogene PDGL
14+2)ug — (1+y)uy =0, (z>-1).

Division durch 1 + z ergibt u, — 113; uy = 0 und das charakteristische System
1
i=1 92_111’ i=0,
also z = ¢, ¢2(u) = u und ¢1(z,y) = (1 + y)(1 + z), weil
1+y
/ e
yi) = 14+ =z

=]
—dy = — dz
14y 1+
In(l+y)=—-In(14+2z)+c
l+y=Ci(1+2)""

Die allgemeine Losung ist u(z,y) = w((1+ x)(1 +y)) mit einer beliebigen differen-
zierbaren Funktion w: R — R.

5.4. Nebenbedingungen. Setzt man die Nebenbedingungen in die Integrale
¢1 und ¢ ein, so erhélt man zwei Funktionen von s; bzw. sy in einer Variablen.
Eine Relation F'(s1, s2) = 0 fithrt zu einer Gleichung F(¢1(z,y, u), ¢2(z,y,u)) = 0,
durch die eine Funktion u(zx,y) implizit definiert ist.

5.4.1. (1 + 2)uy — (1 4+ y)u, = 0 mit u(z,0) = 2. Die homogene PDGL

14+ 2)ug — 1+y)uy =0firec > -1
hat die allgemeine Losung u(z,y) = w((1 4+ x)(1 +y)) (sieche Beispiel in Abschnitt

5.3.3). Betrachten wir zusitzlich die Anfangsbedingung u(z,0) = 22, so erhalten
wir 22 = w(1 + x), also w(s) = (s — 1)? und die eindeutige Losung

u(@,y) =w((l+2)(1+y) = (L +2)(1+y) - 1)° = (z +y +2y)*
5.4.2. uy +yu, = zy mit u(0,y) = 0. Wir betrachten die PDGL u, +yu, = zy
mit der Anfangsbedingung u(0,y) = 0. Das charakteristische System ist ¢ = 1,
¥ =1vy, & = xy. Aus der ersten Gleichung folgt © = ¢t. Wir verbleiben mit den beiden
DGLen ¢/'(x) = y und «/(z) = zy. Die allgemeine Losung ist
y(z) = c1e®  (Trennung der Variablen)
u'(z) = crxe”
u(z) =c1(x —1)e” + co = (x — Dy(z) + co.
Auflésung nach ¢; und ¢y ergibt die Integrale ¢1(z,y) = ye™® und ¢o(z,y,u) =
u — (z — 1)y. Diese sind unabhéngig, denn die Ableitungsmatrix
N1, ¢2) _ (—ye™ e * 0
oz, y,u) -y 1—xz 1
hat den Rang 2. Deshalb ist die allgemeine Losung u(z,y) implizit durch die Glei-
chung Q(ye™*,u — 2y + y) = 0 gegeben.
Aus der Anfangsbedingung u(0,y) = 0, also x = v = 0 folgt s1 = ¢1(0,y) =y
und so = ¢2(0,y,0) = y. Die Terme s; und sg erfiillen die Gleichung s; = s5. Aus

der Gleichung ¢1(x,y) = ¢o(x,y,u) folgt u(z,y) = ye™* + xy — y. Man beachte,
dass die Losung auch die Randbedingung u(z,0) = 0 erfiillt.
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5.4.3. ug + 2zu, = 2z mit (nicht) erfillbarer Nebenbedingung. Wir betrachten
die PDGL
Uy + 22y, = 22 mit u(0,y) = 1 bzw. u(z,0) = 1.
Das charakteristische System ist £ = 1, § = 2z, @ = 2x. Aus der ersten Gleichung
folgt = = ¢t. Wir verbleiben mit den beiden DGLen ¢'(z) = 2z und «/(z) = 2z. Die
allgemeine Losung des Systems ist y(z) = 22 +c¢; und u(z) = 22 +cp mit ¢y, co € R.
Die Integrale ¢1(x,y) = y — 2% und ¢(x,u) = u — x? sind unabhiingig, denn die

Ableitungsmatrix

g1, 02) (—291? 1 0)

da.yw)  \-2¢ 0 1
hat den Rang 2. Deshalb ist die allgemeine Losung u(z,y) implizit durch die Glei-
chung Q(y — 22, u — 2?) = 0 gegeben.

Aus der Anfangsbedingung u(0,y) = 1, also = 0 und u = 1 folgt s; =
$1(0,y) = y und s3 = ¢2(0,1) = 1. Die Terme s; und sy erfiillen die Gleichung
sy = 1. Aus der Gleichung ¢o(z,u) = 1 folgt u(z) = 1 + x2.

Aus der Anfangsbedingung u(xz,0) = 1, also y = 0 und u = 1 folgt s; =
#1(2,0) = —2% und sy = ¢o(x,1) = 1 — 22, Die Terme s; und s, erfiillen die
Gleichung s; = 1 4 s1. Aus der Gleichung ¢o(z,u) = 1+ ¢1(x,y) folgt u(z) =
l+y—22+22=1+y.

Die Nebenbedingungen u(x,0) = 1 und «(0, y) = 1 sind nicht gleichzeitig erfiill-
bar, wenn man Losungen mit der Methode der Charakteristiken sucht.

5.5. Laplacetransformation beziiglich einer Variablen. Zu einer Funk-
tion f :[0,00) — R ist die Laplacetransformierte

L)) = [ e s

0
Die Laplacetransformation einer Funktion u(z,t) beziiglich der Variablen t liefert

(51) Uz, 2) = L(u)(z) = /O " e tu(e, t)dt.

Man kann die Laplacetransformation auf eine PDGL anwenden. Dabei gelten die
Regeln der Laplacetransformation fiir die Ableitungen beziiglich der Variablen ¢,
z.B. L(ut)(2) = zL(u) —u(z,0) = 2U(z, 2) —u(x,0), und die partiellen Ableitungen
beziiglich  kommutieren mit der Laplacetransformation, z.B. L(u;)(z) = Uy (z, 2).
Eine Losung der PDGL fiir U(z, z) kann dann mit Hilfe der inversen Laplacetrans-
formation in eine Losung u(z,t) = L~1(U) umgewandelt werden.

5.5.1. zu, +uy = xt mit u(x,0) = 0. Wir betrachten die PDGL zu, 4+ us = «t
mit der Anfangsbedingung u(z,0) = 0. Nennt man z in y und ¢ in & um, so ergibt
sich die PDGL aus dem Beispiel in Abschnitt 5.4.2. Also sollten wir die Losung
u(z,t) = we~t — x — xt erhalten.

Anwendung der Laplacetransformation beziiglich ¢ auf die PDGL fiihrt mit
L(u(x,t))(z) = U(z, z) zu

wL(ug(7,1))(2) + L(ue (2, t))(2) = 2L(t)(2)
2Uy(z, 2) + 2U(x, 2) — u(z,0) = ;CZLQ
z 1
Uz(z,2) + xU(m,z) =

denn u(zx,0) = 0.
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Die neue PDGL fiir U(z, z) enthélt nur partielle Ableitungen nach x. Deshalb
behandeln wir sie wie eine gewohnliche DGL fiir eine von x abhéngige Funktion,
deren Koeffizienten noch von einem Parameter z abhingen. Es gilt

Uz, z) = Us(x, z) + C(2)Un(x, 2)

Uh(x,Z) = e_fidm — e—zln.r — g

1 1 7 Tl x
sy = y ) de =1x"7% —dex =x2"% =
Us(@,2) = Un(x Z)/ 22 Up(x, 2) v / 20T (z4+1)22  (2+1)22
_ x —z _ 1 _ z—1 —zlnzx

Durch Anwendung der inversen Laplacetransformation erhalten wir wegen

L(1)(2) = 271, L(t)(2) = 272, L(e*' f(1))(2) = L(f(t))(z — )
und

0 0<t<a
gt—a) t>a

L(f(#))(2) = e=**L(g(1))(2) mit f(t) = {

die allgemeine Losung

u(w,t) = L7 (U (x,2))(t)

x(et1+t)+{0 0<t<Inz
c(t—Inz) t>Inwz, Lict))(z) =C(z)

Der zweite Summand ist nur dann stetig, wenn ¢(0) = 0.

5.5.2. ug + 2zuy = 2z mit u(0,y) = u(x,0) = 1. Wir betrachten die PDGL
uz + 2zu, = 2z mit der Anfangsrandwertbedingung «(0,y) = u(z,0) = 1 wie im
Beispiel in Abschnitt 5.4.3. Anwendung der Laplacetransformation beziiglich ¢ auf
die PDGL fiihrt mit L(u(z,t))(z) = U(z, 2) zu

L(uz(x,t))(2) + 2z L(us(x,t))(2) = 22L(1)(2)

2z

Up(z,2) + 202U (2, 2) — 20 = —
z

2
Us(z,z) + 222U (2, 2) = =y 2z,
z

denn u(z,0) = 1.
Die neue PDGL fiir U(z, z) enthélt nur partielle Ableitungen nach x. Deshalb
behandeln wir sie wie eine gewdhnliche DGL fiir eine von x abhéngige Funktion,
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deren Koeflizienten noch von einem Parameter z abhéngen.
U(I7 Z) = US(I, Z) + C(Z)Uh(x7 Z)

Uh((E,Z) _ eff2zzdw _ 67122

1

Us(z, z) = Up(x, z)/2x(1 + zfl)mdaz — " /Qw(l + zfl)eﬁzdx
_ —12z1+z_1 m22_1 i
z z 22

1 1 2
U(z,z) = 2 + = +C(z)e "%,

Durch Anwendung der inversen Laplacetransformation erhalten wir wegen

L(1)(2) = 271, L(t)(2) = 272, L(e™ f(1))(2) = L(f(1))(z — )
und
0 0<t<a
gt—a) t>a

L(f(1))(z) = e”**L(g(1))(z) mit f(t) = {

die allgemeine Losung
u(z,t) = LU (z, 2))(t)
1+t+{0 0st<a® .
c(t—2%) t>a22 Lic(t))(z) = C(2)
Aus der Randbedingung u(0,t) =1 folgt 1 = 1+ ¢ + ¢(¢), also ¢(t) = —t und

0 0<t<a? {1+t 0<t<a?

u(, 1) + +{—t+x2 t > 22 1422 t>22

Diese Funktion ist stetig auf R?, differenzierbar aufierhalb der Parabel {t = 2%} C
R2 und erfiillt beide Nebenbedingungen.

6. Lineare PDGL zweiter Ordnung

6.1. Normalform einer linearen PDGL zweiter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten. Eine lineare PDGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten fiir eine Funktion u(z,y) hat die Form
(52) AUgg + 2bUgy + cuyy = f(2, Y, u, ug, uy),

wobei a, b, c € R und f eine lineare Funktion ist. Fiir eine Funktion u(Z) betrachten
wir die PDGL

n
(53) Z QijUziz; = [0 Uy, T0),  aj € R as; = ajs,

i,j=1
mit einer linearen Funktion f. Die Koeffizienten vor den Ableitungen zweiter Ord-
nung bilden eine symmetrische Matrix A = (a;;). Falls # = (z,y)7, so ist diese

Matrix
a b
A:(b d).

Durch einen linearen Koordinatenwechsel (¢,1)7 = B(z,y)” kann jede lineare
PDGL zweiter Ordnung (52) in genau einer der folgenden Normalformen transfor-
miert werden:
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o uge + upy = g(&,n, u, ug, uy) (elliptisch)
o Uge — Uy = g(&, M, u, ug, uyy) (hyperbolisch)
o uge = g(&,m,u, ug, uyy) (parabolisch)

6.1.1. Beweis der FExistenz der Normalform. Die symmetrische Matrix A ist
iiber R diagonalisierbar. Es gilt

Tarn (M 0
crac—n- (3 )

wobei die Spalten der Matrix C' aus paarweise orthogonalen, normierten Eigenvek-
toren v; zu den Eigenwerten \; bestehen. Wir betrachten in der PDGL (53) die
Ableitungen zweiter Ordnung. Mit E = BZ folgt aus der Kettenregel

i " a 9 ) o\
S g, = 3 auggrn=(5:) 4 (55) o

i,j=1 i,7=1

T T
= (Q) BA (<aﬁ> B) u= <Q> BABT (5{) u.
o¢ 03 o€ 23
Wenn B = C7, dann ist BABT = CTAC = D und

Aijleiz; = JUeE oo = 30
=1 =1 IS

Geht man nun von einer DGL der Form

Z Njta ;= f(Z U, Uz, s U, )
j=1
aus, so kann man mit Hilfe der Streckungen &; = pjx; mit p; = (|\;])~"/? die
Koeffizienten \; auf +1 normieren, denn u,, = pjue; und u,, = u?uEij.
6.1.2. Kriterium fir den Typ einer PDGL zweiter Ordnung. Aus dem Beweis
folgt: Die PDGL (52) bzw. (53) ist
e elliptisch < Alle Eigenwerte sind positiv oder alle Eigenwerte sind ne-
gativ < A ist positiv oder negativ definit. (< a # 0,det A > 0)
e hyperbolisch < A hat positive und negative Eigenwerte < A ist indefinit
(& det A <0)
e parabolisch < Ein Eigenwert ist 0. < det A = 0.

BEMERKUNG 7. Falls die Koeffizienten a;; von # abhéngen, also a;;(Z), so kann
man Teilmengen des R™ bestimmen, in denen die PDGL elliptisch, hyperbolisch
bzw. parabolisch ist.

6.1.3. Beispiel. Wir betrachten uyy 4 20Ugy +Uyy +uy —uy =0 fir b =0,0=1
und b = 2. Die Matrix A ist
e 1 b
“\b 1)

>0 —-1<b<l1
det A=1-0°¢=0 b=4+1
<0 b >1
ist die PDGL elliptisch fiir —1 < b < 1, hyperbolisch fiir [o| > 1 und parabolisch
fir b = £1.

Daa=1>0und
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o Fiir b = 0 ergibt sich ugy 4 uyy +uz —uy = 0, eine elliptische Normalform.

e Fiir b = 1 hat die Matrix A die Eigenwerte A = 0 und A\ = 2. Dazugehorige
Eigenvektoren sind zum Beispiel (1 — 1)7 und (1,1)?. Normierung fiihrt

50 9050 D052
und
(g 11y) = (g, un)CT = %(ug -y, —uig + )
und

0 = Ugy + 2Ugy + Uyy + Uy — Uy

1 1
= 2upy + —=(ug +uy) — ﬁ(_uf + up)

V2

= 2uyy + V2ug
2
Uy = fgw (Normalform).

e Fiir b = 2 hat die Matrix A die Eigenwerte A = 3 und A = —1. Dazu-
gehorige Eigenvektoren sind zum Beispiel (1,1)7 und (1, —1)7. Normie-
rung fithrt zu

=34 6= )=al D0 -HE)
" (g 1) = (g, uy)CT = %mg -yt — )

und
0 = Uzg + 4Uzy + Uyy + Uz — Uy
1 1

= Bugg — Uny + ﬁ(ug +up) — ﬁ(% — uy)
= 3u5§ — Upy + \@Un

Buge — uny = —V2u,

Ugrer — Uy = —V2u, (V3 = €, Normalform).

6.2. Die Fouriermethode. Wir betrachten eine lineare PDGL zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten in Normalform
Ugpe + Agr = aug + bug + cu+ f(z,t) fir z € [0,1],t>0

mit Randbedingungen, z.B. «(0,¢) = ¥;(¢) und u(l, t) = Uy(¢t), und Anfangsbedin-
gungen u(x,0) = ¢1(z) und, falls A # 0, us(x,0) = da(z).
Die Fouriermethode besteht aus drei Schritten:

(1) Homogenisierung der Randbedingungen durch eine Substitution
v(x,t) == u(z,t) + a(t) + b(t)z oder v(z,t) := u(x,t) + a(t)x + b(t)z>
mit Funktionen a(t), b(t), die von den Randbedingungen abhéngen.
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Bestimmung einer Losung ug(x,t) der homogenen PDGL ug, + Auy =
auy + buy + cu mit homogenen Randbedingungen und gegebenen An-
fangsbedingungen mit Hilfe des Produktansatzes (Separationsansatzes)
u(z,t) = h(x)g(t).

Da die PDGL keine gemischten Ableitungen enthélt, fiihrt der Pro-
duktansatz zu einer gew6hnlichen DGL mit Randbedingungen, d.h. einer
Eigenwertaufgabe, fiir h(z) und einer gewshnlichen DGL mit Anfangsbe-
dingungen fiir g(t).

Zu jedem Eigenwert p, erhilt man eine Eigenfunktion hx(x) und eine
eindeutige Losung g (t). Da ug(x,t) eine homogene DGL 16sen soll, ist die
allgemeine Losung, Konvergenz vorausgesetzt,

uo(x,t) = Zakgk(t)hk(x), ar € R.
k

Die Anfangsbedingungen bestimmen die Koeffizienten ay, wenn man
auch die Funktionen ¢;(z) eindeutig als Reihe in den Eigenfunktionen
schreiben kann, z.B.

u(axO) = Zakgk(O)hk(:c) = gbl(gg) = Zakhk(af) & oay = ap VEk.
k k

6.3.

9x(0)

In vielen Fallen sind die Eigenfunktionen hj Sinus- bzw. Kosinusfunktio-
nen und die verwendete Reihenentwicklung ist eine Fourierreihe.
Bestimmung einer Losung us(z,t) der inhomogenen PDGL wy, + Auy =
auy + buy + cu + f(x,t) mit homogenen Randbedingungen und trivialen
Anfangsbedingungen, also ¢1 = ¢o = 0, durch Variation der Konstan-
ten.

Der Ansatz ug(x,t) = >, ar(t)hy(x) mit noch zu bestimmenden
Funktionen ay(t) verwendet die im zweiten Schritt bestimmten Eigen-
funktionen hy(z). Kann auch der inhomogene Anteil f(x,t) in eine Reihe
beziiglich der Eigenfunktionen entwickelt werden, f(z,t) = >, bi(t)hi(x),
und enthélt der von den Eigenfunktionen erzeugte Vektorraum auch die
Funktionen A} und ahj, so erhdlt man durch Koeffizientenvergleich fir
jede Eigenfunktion h; eine gewohnliche DGL erster oder zweiter Ordnung
fiir die gesuchten Funktionen ay(t) mit Anfangsbedingungen, z.B. a;(0) =
0, weil ug(z,0) = >, ar(0)hi(x) = 0. Diese sind eindeutig l6sbar und be-
stimmen die Funktionen a/(t).

Hat man ug und us berechnet, so ist u(z,t) = uo(x, t) +us(x,t) die gesuchte Losung
der PDGL mit homogenen Randbedingungen.

Wirmeleitungsgleichung mit Fouriermethode. Wir betrachten die

parabolische PDGL

Uy = a*Ugy + fz,t), 2 €[0,1,t>0

mit den Randbedingungen u(0,t) = ¥y (¢) und u(l,t) = ¥5(t) und der Anfangsbe-
dingung u(z,0) = ¢(x).

6.3.1. Homogenisierung der Randbedingungen. Wir homogenisieren die Rand-

bedingungen mit Hilfe der Substitution v(x,t) = u(z,t) + a(t) + b(t)z. Nun gilt

0(0,) = u(0,) + a(t) = U1 (t) + a(t) = 0 < a(t) = —Vy (t)
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und dann
v(l,t) = u(l,t) + a(t) +b(t) = ¥a(t) — V1 (1) + b(¢)l =0 < b(t) =
Die neue PDGL fiir v(x,t) ist

Wq(t) — Wa(t)
— 7

vy (t) — W5(t)
l

denn v; = uy +a’ + b’z und v,, = ug,. Die neue Anfangsbedingung lautet

¥, (0) — W5(0)
i x.

6.3.2. Losen der homogenen PDGL. Nun gehen wir von homogenen Randbe-
dingungen aus, d.h. u(0,t) = u(l,t) = 0. Wir bestimmen eine Funktion ug(z, t), die
die homogene DGL u; = a®u,, mit der Anfangsbedingung ug(x,0) = ¢(z) erfiillt.
Der Ansatz ug(x,t) = h(x)g(t) liefert unter der Annahme h(z)g(t) # 0

h(z)g'(t) = a®h" (2)g(t)

1 !/ 1

1y _ W@ _

a2 gt) ~ h(z)
da die linke Seite eine Funktion von ¢ und die rechte Seite eine Funktion von z
ist. Man erhélt die Eigenwertaufgabe h” — ph = 0 mit h(0) = h(l) = 0 und die
gewohnliche DGL ¢’ — a?ug = 0. Die Eigenwertaufgabe hat die Eigenwerte und
Eigenfunktionen (siche Beispiel in Abschnitt 4.5.5)

k22 k
Iy = —Z—;T, hi(z) = sin (Z%c) , keNk>0.

(55) v = aPvgy — V() + z+ f(z,1),

(56) v(x,0) = ¢(x) — U1 (0) +

Fiir jedes k € N hat die homogene gewohnliche DGL erster Ordnung ¢’ — pra?g = 0

die Losung
gk(t) — e*(akﬂ"/l) t

Durch Summation ergibt sich, Konvergenz vorausgesetzt, die allgemeine Losung

= k
(57) uo(x,t) = ;ake_(ak”/l)Qt sin (ngc) .
Durch Auswertung der Anfangsbedingung bestimmen wir die Koeffizienten aj €
R. Dazu sei ¢ : R — R die ungerade, 2l-periodische Fortsetzung der Funktion
¢ : [0,]] — R. Die Fourierreihe der Funktion ¢ ist eine Sinusreihe und stimmt auf
dem Intervall [0,1] mit ¢ iiberein. Es gilt auf dem Intervall [0, ]

o(x) = Zak sin <kl7rw)
k=1
mit

(58) = }/ll ¢(x) sin <kl”x) dx = ?/Ol ¢(x) sin (lcl”x) dz.

Aus ug(z,0) = > po apsin(kmz /1) = >0, agsin(kmz/l) = ¢(x) folgt durch Ko-
effizientenvergleich ay = «y, fiir alle £ € N und

00 !
ug(z,t) = Ze*(“’”/l)% sin (klﬁx> %/ o(s) sin (Ts) ds.
k=1 0



6. LINEARE PDGL ZWEITER ORDNUNG 57

6.3.3. Ldsen der inhomogenen PDGL mit trivialen Anfangsbedingungen. Wir
bestimmen eine Funktion wu,(z,t), die die inhomogene DGL u; = a?ugy + f(x,t)
mit der Anfangsbedingung wug(z,0) = 0 erfiillt. Der Ansatz

Zﬂk () (x Zﬂk Sln< )

mit noch zu bestimmenden Funktionen (¢ ) und eine Fourierreihenentwicklung
der Funktion f beziiglich x, d.h. der ungeraden, 2l-periodischen Fortsetzung von
f:00,1] x RZ% — R zu einer Funktion R x RZ? — R,

flz,t) = ibk(t) sin (Tm) mit by (¢ =7 / f(z,t)sin <I€Zx> dz.

k=1
=St (352) i () an (5
-y (m;(t) (%) >) sin (e ) = £

liefern

fiir jedes k € N eine gewohnliche DGL 3,(t) + (a’”) B (t) = by (t) mit Anfangs-
bedingung [k (0) = 0, denn uy(z,0) = >, Be(0)hi(z) = 0. Jede dieser linea-
ren, inhomogenen, gewohnlichen DGLen erster Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten ist eindeutig losbar. Die Losungsfunktionen i (t) definieren die Funktion
u( 1) = S50, B(D)h(a).

Zusammen erhalten wir die Losung

) = i)+ (1) = 3 () + a7/ i ().

k=1

6.4. Wellengleichung mit Fouriermethode. Wir betrachten die hyperbo-
lische PDGL

(59) gy = a*Ugy + fz,t), 2 €[0,1],t>0

mit den Randbedingungen «(0,¢) = ¥y (¢) und u(l,t) = ¥o(t) und den Anfangsbe-
dingungen u(z,0) = ¢1(x) und w(x,0) = ¢2(z).

Die Randbedingungen kénnen wie in Abschnitt (6.3) mit Hilfe der Substitution
v(x,t) = u(z, t)+a(t) +b(t)x homogenisiert werden. Wir gehen nun von homogenen
Randbedingungen aus, also ¥ = ¥, = 0.

6.4.1. Lésen der homogenen PDGL. Wir bestimmen eine Funktion ug(z, t), die
die homogene DGL uy = a*uy, mit den Anfangsbedingungen ug(x,0) = ¢1(x) und
ug(z,0) = ¢a(x) erfullt. Der Ansatz ug(x,t) = h(x)g(t) liefert unter der Annahme

h(z)g(t) # 0

>
—~

)g"(t) = a®h" (2)g(t)
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da die linke Seite eine Funktion von ¢ und die rechte Seite eine Funktion von z
ist. Man erhélt die Eigenwertaufgabe h” — ph = 0 mit h(0) = A(l) = 0 und die
gewohnliche DGL ¢” — a?ug = 0. Die Eigenwertaufgabe hat die Eigenwerte und
Eigenfunktionen (siehe Beispiel in Abschnitt 4.5.5)

2,2
uk:*%, hk(z)sin(kzrx>, ke N, k>0.

Fiir jedes k € N hat die homogene gewthnliche DGL zweiter Ordnung ¢” — ura?g =
0 das charakteristische Polynom A\? + (akw/l)? = 0 und die allgemeine Losung

gx(t) = ay cos((akm /1)t) + by sin((akn/D)t), ag,br € R.

Durch Summation ergibt sich, Konvergenz vorausgesetzt, die allgemeine Losung

uo(z,t) = Z(ak cos((akm/1)t) + by sin((akm /1)t)) sin <klwx> .

k=1

Durch Auswertung der Anfangsbedingung bestimmt man die Koeffizienten ay, by €
R. Dazu seien qgj : R — R die ungeraden, 2[-periodischen Fortsetzungen der Funk-
tionen ¢; : [0,1] — R. Die Fourierreihen der Funktionen ¢; sind Sinusreihen und
stimmen auf dem Intervall [0,] mit ¢; iiberein. Es gilt auf dem Intervall [0, []

z) = Zak sin <kl7r$) , Pa(x) = Zﬁk sin (k;rx)
k=1 k=1

mit

l l
(60) o = %/0 ¢1(x) sin (k;rx> de, i = %/0 ¢a(x) sin <k;ra:> dz.

Aus den Anfangsbedingungen

0) = Zak sin(krx/l) = Zock. sin(krx /1) = ¢1(x)

Zbk—sm krx/l) = Zﬁk sin(kmz/l) = ¢a(x)

k=1

folgt durch Koeffizientenvergleich

l
ar = ap, by =p0,—— firallekeN
akm

oo

(61)  wolx,t) =) (ak cos((akm/I)t) + ﬂkﬁ sin((a/m/z)t)) sin (’“;%) .

k=1

6.4.2. Lésen der inhomogenen PDGL mit trivialen Anfangsbedingungen. Wir
bestimmen eine Funktion us(z,t), die die inhomogene PDGL wuy = a*ugy + flz,t)
mit den Anfangsbedingungen wug(x,0) = us(z,0) = 0 erfiillt. Der Ansatz

Z’Yk () hi(z Z% Sln( )
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mit noch zu bestimmenden Funktionen ~;(¢) und eine Fourierreihenentwicklung

der Funktion f beziiglich x, d.h. der ungeraden, 2l-periodischen Fortsetzung von
f:00,1] x RZ% — R zu einer Funktion R x RZ0 — R,

fla,t) = f:bk(t) sin (k’l”x> mit by (t) = ?/Ol f(x,t)sin (’fl”x) dz.

k=1
liefern
= km k2m? km
2 / . 2 .
Upt — A Uy = kgl%; (t) sin <l:c) —a“yg(t) ( B ) sin <lx)

. 2% k

=2 (w@’(t) + (“l”) %(ﬂ) sin (er) = f(,1)
k=1

= Zbk(t) sin (Tm)
k=1

fur jedes k € N eine gewohnliche DGL ~//(t) + (“k%)%yk(t) = bi(t) mit An-

fangsbedingungen ~5(0) = 7,.(t) = 0, denn w(z,0) = > 2~ 7 (0)hk(z) = 0 und

ug(2,0) = Y72 1 7. (0)hg(x) = 0. Jede dieser linearen, inhomogenen, gewdhnlichen

DGLen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist eindeutig losbar.
Zusammen erhalten wir die Losung

u(xvt) = UO('rvt) + us($7t)

_ (%(t) + g cos((akm /D)) + 5k$ sin((alm/l)t)) sin (kl”x> .

k=1

6.5. Mehrdimensionale hyper- und parabolische Probleme. Wir be-
trachten eine lineare PDGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten in Nor-
malform

n n
Z Nl z; + AUy = Zaiuzi + au + agu + f(Z,t), N, N\ a;,a €R
i=1 i=1
auf (7,t) € M x R2% wobei M C R™ eine beschrinkte Menge mit stiickweise
glattem Rand ist.
Bestehen die Nebenbedingungen aus Randbedingungen auf (9M) x R=% und
Anfangsbedingungen fiir M x {z, = 0}, so werden die ,,Ortsvariablen* Z von der

—

»Zeitvariablen“ ¢ mit Hilfe eines Produktansatzes u(Z,t) = h(Z)g(t) getrennt.

BEMERKUNG 8. Es gilt > 1" ; ug,s, = Au = div grad u in kartesischen Koordi-
naten. Der Differentialoperator A heifit Laplaceoperator.

6.5.1. Wirmeleitungsgleichung. Der Produktansatz u(Z,t) = h(Z)g(t) fiihrt
bei der parabolischen PDGL u; = a?Ah auf M x RZ% mit der homogenen Rand-
bedingung u|gys = 0 und der Anfangsbedingung u(Z,0) = ¢(Z) zu

h(Z)g'(t) = a® Ah(T)g(t)
1 g'(t) _ AhZ)

2 g hw MEF
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und damit zu einer Eigenwertaufgabe fiir A und einer gewthnlichen DGL fiir g:
Ah — ph = 0 mit hlagyy =0, ¢ —aug = 0.

6.5.2. Schwingungsgleichung. Der Produktansatz u(Z,t) = h(Z)g(t) fithrt bei
der hyperbolischen PDGL uy = a?Ah auf M x RZ% mit der homogenen Randbedin-
gung ulgps = 0 und den Anfangsbedingungen u(Z,0) = ¢1 (%) und us(#,0) = ¢po(Z)
zZu

h(Z)g"(t) = a® Ah(Z)g(t)

1 4"(t) _ Ah(Z)

a> g(t)  h(Z)
und damit zu einer Eigenwertaufgabe fiir A und einer gewthnlichen DGL fiir g:

=peR

Ah — ph =0 mit hlgyy =0, ¢"” —a’ug = 0.

6.5.3. Eigenfunktionen des Laplaceoperators. Die auftretenden Eigenwerte py
und Eigenfunktionen hj hingen von der Gestalt der Menge M ab. Jedoch kann die
Eigenwertaufgabe Ah = ph nur negative Eigenwerte.

LEMMA 5. Es sei M C R? eine beschrinkte Menge mit stiickweise glattem
Rand. Wenn h # 0, Ah = ph und hlap =0, dann p < 0.

BEWEIS. Die erste Greensche Formel besagt fiir differenzierbare Funktionen f
und Vektorfelder w

fi0 - dG = / div(f5)dz = / (grad f, ) + f div wd7.
oM M M

Mit f = h und @ = grad h erhilt man

0= hgrad h-dd = / (grad h, grad h)+ f div grad hd@ = / || grad h||* 4 ph?dZ,
oM M
da h auf dem Rand OM verschwindet und divgrad h = Ah = ph. O

6.5.4. Eigenwertaufgabe fiir ein Rechteck. Wir betrachten die Eigenwertaufga-
be hyy + hyy = ph mit hlgy = 0 fiir M = [0, a] x [0,b]. Aus dem Produktansatz
h(z,y) = v(z)w(y) folgt

v (@)w(y) + v(@)w” (y) = po(r)w(y)
v'(x) | w'(y)
v(x) + w(y) -k
v"(z) _ w"(y) .
v(z)  w(y) tu=ack

Aus den Randbedmgungen h(0,y) = h(a,y) = 0 folgt v(0) = v(a) = 0. Die Eigen-
wertaufgabe v — av = 0 mit v(0) = v(a) = 0 hat die Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen (siehe Beispiel in Abschnitt 4.5.5)

ak=—<k5), ve(w) = sin(kme/a), k€N, k>0,

Mit diesen Eigenwerten ayj hat die gewdhnliche DGL fiir w das charakteristische
Polynom A2 + oy — p und die allgemeine Losung

w(y) = apeVH MY 4 bpe” VHETHRY
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mit ay, by € R. Damit gilt h(z,y) = >y gk(y)hi(z). Aus h(z,0) = 0 folgt g, (0) =
0 fir alle k, also by = —ag. Aus h(z,b) = 0 folgt gr(b) = 0 fiir alle k, also

0= ag (e‘/“_a’“b — e_‘/“_a’“b) & ap, = 0 oder 2/ — agb = 2mma.

Dies bedeutet y — oy, = —(mm/b)? und gx(y) = sin(mmy/b) und

h(z,y) Z Cn,m sin(mmy/b) sin(krx/a), cpm € R.
m,k=1

6.5.5. Eigenwertaufgabe fiir den Kreis. Wir betrachten die Eigenwertaufgabe
ph = hyy + hyy mit hloy = 0 fiir M = {(x,y)7 : 22 + y? < R?} und suchen eine
Losung, die nur vom Radius abhingt, also h(r) mit (z,y)T = (r cos ¢, 7sin ¢)”. Der
Laplaceoperator in Polarkoordinaten ist in dem Fall h”(r) + 11/ (r). Die Gleichung
aw -+ hyy = ph wird dann zu B (r)+ 10/ (r) = ph(r). Die Randbedingung iibersetzt
sich in h(R) = 0. Auflerdem muf lim,_,o h(r) beschrinkt sein. Die Losungen der
DGL fiir h sind die Bessel- bzw. Neumannfunktionen (sieche Abschnitt 4.4.6).

6.6. Laplacegleichung, Dirichletproblem. Ein Dirichletproblem besteht
aus der Laplacegleichung Au = 0 und der Randbedingung u|gps = f. Hierbei
ist M C R"™ eine beschrinkte Menge mit stiickweise glattem Rand, f eine stetige
Funkion auf dem Rand M und u eine stetige Funktion auf M, die auf dem Inneren
M° zweimal stetig differenzierbar ist.

Die Fouriermethode besteht aus der Homogenisierung der Randbedingungen
und dem Produktansatz fiir v in geeigneten Koordinaten. Diese Koordinaten und
auch der Ansatz fiir die Homogenisierung der Randbedingung hingen von der Men-
ge M ab. Da die Laplacegleichung Au = 0 homogen ist, entfillt der dritte Schritt
der Fouriermethode.

6.6.1. Dirichletproblem fiir ein Rechteck. Wir betrachten das Dirichletproblem
fiir ein Rechteck M = [0, a] x [0, ].

Mit dem Ansatz v(z,y) = u(z, y)+ao+o1z+ay+asgry bestimmen wir o; € R,
so dass v(0,0) = v(a,0) = v(0,b) = v(a,b) = 0, also aus den Randbedingungen fiir
u folgt, dass v in den Ecken des Rechtecks verschwindet. Es gilt

v(0,0) = u(0,0) + ap = 0 = ag = —u(0,0)

v(a,0) =u(a,0)+ v+ a=0=0q = 1(—u(a,O) +u(0,0))

o

v(0,0) = u(0,b) + ap + agb = 0 = ag = —(—u(0,b) + u(0,0))

v(a,b) = u(a,b) + ap + ara + aeb+ azab=0

|

= g = %(—u(a, b) + u(a, 0) + u(0,b) — 2u(0,0)).

Gilt nun f(0,0) = f(a,0) = f(0,b) = f(a,b) =0, so zerlegen wir das Dirichlet-
problem in vier Teilprobleme. Wir finden Funktionen u; mit Au; = 0 und

uo(a,y) = uo(x,b) = up(0,y) = 0 und ugy(z,0) = f(x,0) = fo(z)

(,0) = u1(z,0) = u1(0,y) = 0 und w1 (a,y) = f(a,y) = f1(y)
ug(x,0) = ug(a,y) = uz(0,y) =0 und us(x,b) = f(z,b) = fo(x)
uz(z,0) = uz(a,y) = uz(z,b) = 0 und uz(0,y) = f(0,y) = f3(y).
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Der Produktansatz u;(z,y) = h(x)g(y) fihrt zu h"(z)g(y) + h(x)g"(y) = 0,

also o .
() 9" —LeR.
h(z) 9(y)
j = 2: Die Eigenwertaufgabe h” —uh = 0 mit h(0) = h(a) = 0 hat die Eigenwerte
wr = —(km/a)? und Eigenfunktionen hy(x) = sin(kmz/a) (Beispiel 4.5.5).
Die DGL ¢” + puxg = 0 hat die allgemeine Losung
gk(y) _ akekﬂy/a + bkefkfry/a

mit ay, by € R. Wir erhalten us(z,y) = > oy gk(y)hi(z). Aus us(z,0) =
Yoo (ak + bg)hg(z) = 0 folgt by = —ay, fiir alle k. Aus

b) — Zak(ekﬂ-b/a _ e—kwb/a)hk(x)
k=1

= Z 2ay, sinh(knb/a) sin(krz/a) = fo(x)
k=1

folgt 2ay sinh(kwb/a) = 2 [ f2(x)sin(krx/a)dx = by und

Z sinh(kmy/a )sm(kmn/a).

P ¥ sinh(kwb/a)
Jj=0: Aus ug(z,b) = Zkzl(ake’”b/a + be *m/aVn, (z) = 0 folgt fiir alle k
by, = —ape2km/a ynd
ug(z,y) = Z ap(eFmV/ ¢ — P =2/ gin (kra /a)
k=1
= Z 2a5,e"™/ * sinh(kn(y — b)/a) sin(knz/a)
k=1
oo
= Z —2a,,e"™ % sinh(kx(y — b) /a) sin(krz/a).
k=1
Aus

up(z,0) = Y —2a,e"™/* sinh(krb/a)hi(x) = fo()
k=1
folgt —2aye*™/@ sinh(knb/a) = 2 fo fo(z) sin(krz/a)dz = by, und

sinh (km( a) .
Z ¥ sinh kﬂb/a))/ )sm(kﬂ'x/a).

j = 1: Durch Vertauschung der Rolle der Variablen z und y:

BN - st

j = 3: Durch Vertauschung der Rolle der Variablen z und y:

<, sinh(km(a —2)/b) sin(kr ) sin(kn
usloy) = 30 sy ), b = 2 [ sy sntemyiay
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6.6.2. Dirichletproblem fiir Kreis und Kreisring. Wir betrachten das Dirichlet-
problem fiir einen Kreis M = {(z,y)T : 22 + y?* < R?} mit Radius R und einen
Kreisring M = {(z,y)" : R} < 2% +y? < R3} mit innerem Radius R; und dufierem
Radius Ry > R;.

In beiden Féllen ist es sinnvoll, statt mit kartesischen Koordinaten (x,y)? mit
Polarkoordinaten zu arbeiten, also (z,y)” = (rcos ¢, 7sin¢)”. Nun muss auch der
Laplaceoperator und der Rand M in Polarkoordinaten geschrieben werden. Es gilt

1 1
Ay = Upy + ~ur + 3 los

und OM = {r = R} bzw. 9M = {r = R1} N {r = Ry}. Das Dirichletproblem in
Polarkoordinaten ist damit die PDGL

2 Uy 4 Uy + Uggp =0

fir eine Funktion u : RZ% x R — R, die 2m-periodisch in der zweiten Varia-
blen ist, und die Nebenbedingungen u(R;,¢) = f(R;cos¢, R;jsin¢) fir j = 1,2
bzw. u(R, ¢) = f(Rcos ¢, Rsin¢), und lim, o u(r, ¢) < oo erfiillt, weil {r = 0} =
{r =y =0}.
Der Produktansatz u(r, ¢) = h(¢)g(r) fithrt zu
r2g" (r)h(¢) +rg'(r)h(¢) + g(r)h" (¢) = 0
1 / h//
29" ') he)
g(r) — g(r) ~ h(9)
1 ! hl/
29" g'(r) _ 1'(9) — LeR
g(r) g(r)  h(9)
und damit zur der Eigenwertaufgabe h” — ph = 0 mit 27-periodischem h, und der
Eulerschen DGL r2¢” + ¢’ + pug = 0.
Die Eigenwertaufgabe hat das charakteristische Polynom A2 — j = 0.
p > 0: Dann ist h(¢) = cieVF® 4 coe™VH® mit ¢1, c; € R. Diese Funktion ist nur
fiir ¢; = ¢ = 0 eine 2m-periodische Funktion.
@ = 0: Dann ist h(¢) = ¢1 + ca¢ mit ¢1,co € R. Diese Funktion ist nur fiir ¢ = 0

eine 27-periodische Funktion, also pg = 0 und ho(¢) = 1.

p < 0: Dann ist h(¢) = c1cos(y/—pp) + casin(y/—p¢) mit ¢i,co € R. Diese
Funktion ist nur fiir /—p = k eine 27-periodische Funktion, also

wr = —k*  hi(¢) = agcos(kp) + Brsin(ke), k€N, k> 0.

0

Die dazugehorigen Eulerschen DGL sind
r2g,(r) + rgu(r) — k2g(r) = 0.

Der Ansatz g(r) = r* fiihrt zu der charakteristischen Gleichung A\(A—1)4+A—k? = 0,
also A = £k und mit r = ¢! folgt

gr(r) = cxr® + dpr ™, k>0, go(r) = co +dolnr.

Durch Aufsummieren erhilt man

(62) u(r,¢) = co+dolnr+ Z(ckrk + dir ") (o, cos (ko) + B sin(ko)).
k=1
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Werten wir die Bedingungen fiir den Kreis aus, so folgt aus lim,_q u(r, ¢) < oo,
dass d = 0 fiir alle k. Dann folgt aus u(R, ¢) = f(Rcos ¢, Rsin ¢) die Gleichung

co+ Z cxR* (o, cos(ko) + By sin(kp)) = f(R, ¢) = % + Z ay, cos(ko) + by, sin(kg)

k=1 k=1

mit den Fourierkoeffizienten der Funktion f(R, ¢)

1 [7 1 [7
ap = — f(R, @) cos(ko)dx, by = = f(R, ¢)sin(keo)dz.
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man
(63) Co = a0/2, ckakRk = ag, CkﬂkRk = bk

Werten wir die Bedingungen fiir den Kreisring aus, so folgt aus u(R;,¢) =
f(Rj,¢) die Gleichung

co+doInRj + Z(CkR§ + dkRj_k)(Oék cos(k@) + Bk sin(ke)) = % / f(R;, ¢)dx
k=1 -

+ Z% ’ f(Rj, ¢) cos(kp)dx cos(ko) + % ’ f(R;, #)sin(k¢)dz sin(ko)
k=1" 7~ —r

mit den Fourierkoeffizienten der Funktionen f(R;, @)

1 [7 1 ("
Q.5 = ; f(RJ7 ¢) COS(kqﬁ)dl‘, bk,j = ; f(R]a ¢) Sln(k(b)dx

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man co+doIn R; = ag ;/2, (ckR;?erkRj_k)ak =
a,; und (ckR;? + dkRj_k)ﬁk = by, ; und
do = ap,1 — ao,2
2(In Ry — In Ry)
o = ap,1 In Ry —ap2In Ry
2(In Ry —In Ry)
ak,lR’f — a/k)QR]g

CrOk =

R+ — RZF
kB = bk’}?:{ : I;%iRS
droy = ak’ﬁg: : 2222]132_16
dyfBr = bk}igz : Z;;j;k

7. Fouriertransformation

Wendet man die Fouriermethode auf PDGLen an, bei denen alle Argumente der
gesuchten Funktion unbeschréankt sind, so ist man gezwungen eine kontinuierliche
Version der Fourierreihen zu definieren.
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7.1. Motivation — unendlich ausgedehnte Probleme. Wir betrachten die
Wirmeleitungsgleichung u; = a?u,, auf einem unendlich langen Stab, also fiir
t,z > 0, mit der homogenen Randbedingung u(0,t) = 0, der Anfangsbedingung
u(z,0) = ¢(x) und der zusitzlichen Bedingung lim, . |u(x,t)| < oo fir jedes
teR.

Die Wachstumsbedingung lim,_, o, u(x,t) < oo ersetzt die zweite Randbedin-
gung u(l,t) = Wo(t) bei begrenzten Wirmeleitungsproblemen. Sie bedeutet, dass
die ,, Temperatur® u iiberall beschrankt ist.

Der Produktansatz u(x,t) = h(z)g(t) fithrt zu

1 g _ ()
@ glt) ()

Daraus ergeben fiir h sich die Eigenwertaufgabe

B+ ph =0, h(0)=0, lim |h(z)| <o

und fiir g die DGL
g+ uazg =0.
Die allgemeinen Lésungen der DGL h” + ph = 0 sind (siehe Beispiel 4.5.5)
h(z) = ¢y cos(y/fx) + cosin(y/ux) >0

h(z) =c1 + cox pw=0.
h(x) = creV™H® 4 coe=VHT <0

Durch Auswertung der Anfangsbedingung h(0) = 0 erhélt man

h(z) = cosin(y/ux) w>0
h(z) = cox p=0.
h(z) = ¢ (e\/jﬂ"’” —e” *‘“) = 2¢; sinh(y/—px) p <0

Von diesen drei Funktionen ist nur sin(,/ux) fir  — oo beschrankt. Also sind
alle reellen p > 0 Eigenwerte. Die dazugehorigen Eigenfunktionen sind h,(z) =
sin(y/fix). Eine Losung der homogenen DGL ¢’ + pa?g = 0 ist g,,(t) = e—ra’t,

Die Summation iiber alle Eigenwerte p wird ersetzt durch das Integral tiber das
Intervall (0, 00) und wir erhalten analog zu Gleichung (57) die Losung

u(a, t) = /OOO (p)e " sin(y/fi)du

mit ¢(p) € R. Die Anfangsbedingung u(x,0) = ¢(x) liefert die Gleichung

| ctwpsinty)dn = o6o)

Als die Menge der Eigenwerte p diskret war, z.B. N, konnte man die Koeffizienten
¢(w) durch Vergleich mit der Fourierreihe der periodischen Fortsetzung der Funktion
¢ auf R bestimmen. Nun bendtigen wir eine eindeutige Darstellung der Funktion
¢ als Integral der Form ¢ = [ c(u) sinsin(,/za)dp.
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7.2. Definition und Eigenschaften. Essei f : R — R eine stiickweise steti-
ge Funktion, die im Unendlichen verschwindet, also lim;_, 1, f(¢) = 0, und absolut
integrierbar ist, also [*_|f(t)|dt < co. Dann ist die Fouriertransformierte defi-
niert als uneigentliches Integral

(64) Fe= [ T ft)e it

Die Abbildung f +— F(f) heifit Fouriertransformation

Wir beweisen jetzt grundlegende Eigenschaften der Fouriertransformation und
berechnen die Fouriertransformierte einiger Funktionen. Dabei nehmen wir an, dass
die Voraussetzungen fiir die Existenz der Fouriertransformierten erfiillt sind und
man Ableitung und Integration vertauschen kann. Es gilt

F(f)(s) = /jo ft)e stdt = /jo f(t)(cos(—st) + isin(—st))dt

= /_OO f (%) cos(st)dt — i/_oo f(¢) sin(st)dt

7.2.1. Fouriertransformierte einer geraden Funktion. Wenn f gerade ist, also
f(=t) = f(t) fir alle t € R, dann folgt

s) = 2/000 f(t) cos(st)dt

s(st) gerade und f(t)sin(st) ungerade.
Fouriertransformierte einer ungeraden Funktion. Wenn f ungerade ist,
= —f(t) fir alle t € R, dann folgt

weil f()
7.2.2.
also f(—t)

F(f)(s) = —2i f( ) sin(st)dt,

0

weil f(t) cos(st) ungerade und f(t)sin(st) gerade.
7.2.3. Fouriertransformierte der Rechteckfunktion. Die Funktion

fu(t) = {1 It < 1

0 Jt>1

ist gerade und fiir s # 0 gilt

2sin s
.

PO ) =2 [ F(t) cos(st)dt = 2 / cos(st)dt = %[sin(st)] -1
0 0

7.2.4. Fouriertransformierte der ungeraden Rechteckfunktion. Die Funktion

1 0<t<1
o) =< -1 —-1<t<0
0 sonst

ist ungerade und fiir s # 0 gilt

coss—1

o0 1 ]
9 /0 F(t) sin(st)dt = 2 /0 sinst)dt = 2 [cos(st)]{Zh = 2i

S S
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7.2.5. Fouriertransformierte von e~ !!l. Die Funktion fs3(t) = eIt ist gerade
und es gilt

F(fs)(s) =2 /OOO F(t) cos(st)dt = 2/000 eI cos(st)dt = 2/0oo et R (e dt

=2R (/ etemdt> =2R (/ et(“l)dt)
0 0
1 . _ -1 1+41s 2
-9 t(is—1) t=c0 ) _ 9 S, — X
§R<isl[e Ji=d i leri) = e

7.2.6. Fouriertransformierte der ungeraden Fortsetzung von e~ !*l. Die Funkti-

on
f4(t):{6 t t>0

—et t<0

ist ungerade und es gilt

F(f4)(s) =—2i /000 f(t)sin(st)dt = —2i /000 e~ 'sin(st)dt = —2i /000 et dt

= —2iS (/ e_te”tdt> = —2iS (/ et(is—ndt)
0 0

1+1s S
= —2i¥ = —2f——.
2J<52+1> 252+1

7.2.7. Fouriertransformierte von e~*". Die Funktion flit)= et ist gerade und
es gilt

o0

F(e*tQ)(s) = 2/ et cos(st)dt = ﬁe(s/2)2.
0
Dies haben wir mit Hilfe der Ableitung eines parameterabhingigen Integrals be-

wiesen.

7.2.8. Linearitit der Fouriertransformation. Die Fouriertransformation ist li-
near, also F(f 4+ g) = F(f) + F(g) und F(af) = oF(f) fir alle a € R, weil das
Integral linear ist.

7.2.9. Streckung. Die Fouriertransformation verdndert sich bei Streckung des
Arguments der Funktion f von ¢ auf et mit a # 0, @ € R so:

_isz 1

P = [ stane = [~ e i r=an
= 2F () (2)

7.2.10. Verschiebung. Die Fouriertransformation verdndert sich bei Verschie-
bung des Arguments der Funktion f von ¢ auf o + ¢ mit o € R so:

F(f(a+1))(s) = [ " flatte it = /, T f@e e r, (r=t+a)

=" F(f(t))(s)
7.2.11. Ddmpfung. Die Fouriertransformation veréndert sich bei Dampfung der
Funktion f mit e~ so:

oo

Fle (o) = [

—00

et e e = [ e Tt = FO)(s +a)
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7.2.12. Fouriertransformierte der Ableitung. Mit Hilfe der partiellen Integrati-
on erhélt man

/ f 7zstdt [f( ) 7zst t_ - / f 7zstdt
=isF(f(t))(s), denn f(+oo)=0.
Mehrfache Anwendung dieser Formel liefert
F(f™(1)(s) = (is)" F(f(1))(s)-

7.2.13. Ableitung der Fouriertransformierten. Fiir die Ableitung der Fourier-
transformierten gilt

F F(1)(s) = " F(F0)(s),
denn
F(t"f(t))(s) = /jo tnf(t)efi“dt = /jo j (t” 1f( t)e ﬂst) dt

— % (/O:o z’t”lf(t)e“tdt) .

7 2 14 Faltung. Die Faltung zweier gegebener Funktionen f,g : R — R ist
(f = [z f(t —uw)g(u)du. Es gilt F(f xg) = F(f)F(g). Der Beweis dieser
Glelchung dghnelt den Bewelsen dieser Aussage fiir die Fourierkoeffizienten und die
Laplacetransformation.

7.3. Umkehrformel. Die Fouriertransformation geniigt einer einfachen Um-
kehrformel

(65) F(F(f)(s) =2nf(—s), F*l(F(s))(t) = i /oo F(s)ei‘qtds,

2 J_ o

7.3.1. Fouriertransformierte von %sin t.

7.3.2. Fouriertransformierte von ( 1+ cost).
=17 f2(s)

7.3.3. Fouriertransformierte von #

F (i) = F (3 ) ) = 5F (FUR) () = j2mfa(—s) = e
() 0 =1 (St ) 6 = 5 FEE0) )

1
= _72227#4( 5) = —imfa(s)
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Alternativ berechnet man die letzte Fouriertransformation als

F <ﬂil> (s)=F (ttQiJ (s) = i%F (ﬁL) (s) = %m—\sl

. d —|s] . —e % s>0
=im—e =m ,
ds e’ s<0

wobei die Ableitung nach s nur fiir s # 0 ausgefiihrt werden kann.
7.3.4. Anwendung der Formeln fiir Dimpfung, Verschiebung und Streckung.
Mit Hilfe der Formel fiir die Verschiebung fiir e = 2 berechnen wir

2
1482

Mit Hilfe der Formel fiir die Streckung fiir &« = 3 berechnen wir

e Lo sy 126
™) (s) = 3F(e H>(§>‘§1+<s/3)2 “or e

Mit Hilfe der Formel fiir die Ddmpfung berechnen wir
F (g e @
(F(f(t)e")(s) + F(f(t)e™")(s))

(F(f)(s—a)+ F(f)(s+a))

P (f0g e - ) @
(

F(f)(s—a) = F(f)(s +a)).

F(ef\t+2|)(3) — 6i32F(€7‘t‘)(S) _ 62725

F(f(t) cos(at))(s)

'1j N =N =

F(f(t)sin(at))

1

=2

7.4. Losung PDGL mit Hilfe der Fouriertransformation. Sucht man
eine Losung u(z,t) einer PDGL, die auf einem unbeschrinkten Gebiet existiert, so

stellt man eine dquivalente PDGL fiir die Fouriertransformierte

Uls,t) = Fu(z, 1))(s) = / w(z, e dg
beziiglich der Variablen x auf. Wir nehmen an, dass Ableitungen nach der anderen
Variablen, ¢, mit der Fouriertransformation vertauschbar sind, also F'(u¢(x,t))(s) =
Ui(s,t) und F(ug(x,t))(s) = Un(s,t). Die Fouriertransformierten der Ableitungen
nach der Variablen x berechnen sich nach der Formel

F (o)) () = )" Flufa0)(o),

also F(uy(z,t))(s) = isU(s,t) und F(uz.(x,t))(s) = —s?U(s, ).

Treten in der PDGL fiir die Funktion U(s,t) nur die partiellen Ableitungen
nach einer Variablen auf, ¢, so betrachten wir sie als gewthnliche DGL fiir eine von
t abhéingige Funktion, deren Koeffizienten noch vom Parameter s abhéngen. Die
frei wihlbaren Funktionen von s, die in der allgemeinen Losung U (s, t) auftreten,
bestimmen wir durch Auswertung der Anfangsbedingungen, weil F(u(z,0))(s) =
U(s,0) und F(ui(x,0))(s) = Ue(s,0).
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Mit Hilfe der Umkehrformel F(F(f))(z) = 27 f(—x) berechnen wir die Lésung
u(z,t) aus U(s,t) als

) = 5= P, 0)(—2) = 5-F(U(s.0)(=2) = 5 [ Uls.0e*ds

7.4.1. Warmeleitung auf beidseitig unbeschrinktem Stab. Wir betrachten die
PDGL u; = a?ug, fir t > 0,t € R und £ € R mit den Randbedingungen
limg 4+ |u(z, t)| < 0o und der Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(x).

Die DGL fiir U(s,t) = F(u(z,t))(s) ist Uy(s,t) = —a®s?U(s,t). Sie hat das
charakteristische Polynom A = —(as)? und die allgemeine Losung

U(s,t) = c(s)e*(’”)%.
Aus der Anfangsbedingung folgt ¢(s) = F(¢)(s), denn
U(s,0) = c(s) = F(u(z,0))(s) = F(o(x))(s).

Damit ist die gesuchte Losung
1 o ,
66 u(z,t) = — F(o)(s e~ (as)tgizs g
2
™ — 0o

7.4.2. Warmeleitung auf einseitig unbeschrinktem Stab. Wir betrachten die
PDGL u; = a?uy, fiir t,z > 0 mit den Randbedingungen lim, .., |u(z,t)| < oo,
1(0,t) = 0 und der Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(z).

Um die Fouriertransformation durchfithren zu kénnen, setzten wir u und ¢
zu ungeraden Funktionen auf R fort. Wie in Abschnitt 7.4.1 erhélt man aus der
Anfangsbedingung die Losung

o u(e) = o [ F@)(s)e e e s

2 J_ o
Diese erfiillt auch die Anfangsbedingung u(0,¢) = 0, denn nach der Formel gilt
u(0,t) = & [ F(¢)(s)e=(@9*tds = 0, denn F(¢)(s) ist als Fouriertransformation
einer ungeraden Funktion wieder ungerade, e~ (@) ist eine gerade Funktion in
s, ihr Produkt ist ungerade, und das Integral einer ungeraden Funktion iiber R
verschwindet, falls es existiert.

7.4.3. Wellengleichung. Wir betrachten die PDGL uy; = a?ug, firt > 0,t € R
und z € R mit den Randbedingungen lim,_, 1 o |u(z,t)| < co und den Anfangsbe-
dingungen u(z,0) = ¢(x) und u(x,0) = ().

Die DGL fiir U(s,t) = F(u(x,t))(s) ist Uy (s,t) = —a?s*U(s,t). Sie hat das
charakteristische Polynom A\? = —(as)? und die allgemeine Losung

U(s,t) = c1(s) cos(ast) + ca(s) sin(ast).
Aus den Anfangsbedingungen folgt

U(s,0) = c1(s) = F(u(z,0))(s) = F(¢(x))(s)
Ui(s,t) = c1(s)(—as) sin(ast) + c2(s)(as) cos(ast)
U(s,) = ca(s)as = F(ui(,0))(s) = F(ip(x))(s),

also

U(s,t) = F(¢)(s) cos(ast) + F(¥)(s)

si t
s in(ast)
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as

<F(¢)(s) cos(ast) + F

s) sin(ast)> e ds.
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KAPITEL 3

Funktionentheorie

Wir untersuchen komplexwertige Funkionen in einer komplexen Variablen.

1. Definition und Eigenschaften der komplexen Zahlen

1.1. Der reelle Vektorraum C = R?. Eine komplexe Zahl ist ein Paar
reeller Zahlen z = (z,y). Die Menge C aller komplexen Zahlen ist also ein zweidi-
mensionaler reeller Vektorraum C = {(x,y) : z,y € R}.

1.1.1. Addition und Skalarmultiplikation. Addition und Multiplikation mit re-
ellen Zahlen sind wie in reellen Vektorriumen komponentenweise definiert. Fiir
zj = (z5,y;) € C, a € R gilt

(69) 21+ 22 = (z1,91) + (22,92) = (x1 + 22,51 +¥2), a(z1,y1) = (az1, ay1).

1.1.2. Betrag. Auch den Betrag einer komplexen Zahl, also die Lédnge des Vek-
tors (x,y), misst man wie im euklidischen Vektorraum R2. Fiir 2 = (z,y) € C
gilt

(70) 2| = |(z, 9)| = Va? + 2.

1.1.3. Folgen und Reihen. Folgen {z, = (24,Yyn)}nen und Reihen Y07z,
komplexer Zahlen betrachtet man als Folge bzw. Reihen im R2. Sie sind genau
dann konvergent, wenn die beide dazugehorige Folgen bzw. Reihen reeller Zahlen
{zn}nen und {y, }nen bzw. ZZOZO z, und ZZCZO yn konvergent sind.

1.2. Der Korper C. Die komplexen Zahlen sind der kleinste Zahlkorper, der
die reellen Zahlen enthélt, mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom in Linearfakto-
ren zerfillt.

C={z=(z,9):z,ycRy={z=a+iy:z,y €R}, miti?+1=0

Der Vektor (0,1) wird dabei mit ¢ identifiziert.

1.2.1. Multiplikation. Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ist durch
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz, die Rechenregeln fiir die reellen
Zahlen und die Bedingung i? = —1 eindeutig festgelegt.

2120 = (1 + 1) (@2 + iy2) = T122 + T11Y2 + (Y122 + 1Y11Y2
= 7129 + 71y + Y172 + 12Y1Y2 = T172 + i(T1Y2 + Y122) — Y1V
= 2122 — Y1y2 + i(21Y2 + y172)

73
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1.2.2. Diwvision. Falls z =x + iy € C und z # 0, also (z,y) # (0,0), so gilt
1 . 1 Lo 9

also
T — 1y
22 + y2 '
Mit Hilfe der komplexen Konjugation 148t sich das Inverse einer komplexen Zahl
einfacher schreiben.

1.2.3. Komplere Konjugation. Die komplexe Konjugation z = =z + iy — zZ =
x — iy ist als lineare Abbildung des R? eine Spiegelung an der z-Achse. Mit Hilfe
der komplexen Konjugation lassen sich |z| und 1/z fiir komplexe Zahlen z einfacher
ausdriicken. Es gilt

(71) (2 +iy) ™" =

1 z 1
(72) 2z =(z+iy)(z+iy) = 2> +y° = |2, Z_lzgzgzwzv (z #0).

Durch Nachrechnen bestétigt man sofort folgende Rechenregeln fiir z1, 2o € C:
(73) |z122] = |21]|22], ZT 22 =717, mtan=T+%

1.2.4. Potenzreihen. Eine Potenzreihe Zif’:o an(z2—20)" um zg € C mit Koeffi-
zienten a, € C konvergiert genau dann absolut, wenn die Reihe > |an||z — 20]"
konvergiert. Dies ist eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R, der durch

1
R lim sup " = limsup V/|ay,|

n—oo n—o0

bestimmbar ist. Auch der Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe ist R,
d.h. sie konvergiert fiir alle z € C mit |z — 29| < R absolut.

Mit Hilfe von Potenzreihen kann man Funktionen C — C als natiirliche Fort-
setzung reeller Funktionen definieren, z.B.

e = i = cosz i= i (=" 22" sing = i 7(_”” 2l 2 ecC
' n!’ ' @2n)! " 7 ' — (2n+1)! ’ '

n=0 n=0

Da die Potenzgesetze %1122 = e%1e?2 und die Additionstheoreme durch Anwen-
dung des Cauchyschen Produktsatzes auf Potenzreihen beweisbar waren, gelten sie
auch hier, z.B. e = e*1¥ = e%e,

1.3. Polarkoordinaten. Aus den Potenzreihen fiir die Exponentialfunktion,
Sinus und Kosinus folgt fiir alle ¢ € R:

Z sz +Z ok 7T
2 2k +1)!

& ¢2k e ¢2k+1

o k o . ..
7k: +l;)z 2k;+1) =cos¢ +ising

et =

1= ’eid’f = cos? ¢ + sin? ¢.

Jede komplexe Zahl z 148t sich als z = re? mit r = |z| und ¢ € [0,27) schreiben,
denn z = |2 fiir z # 0 und ‘ﬁ‘ =1
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[ [ [ ] [ [ ]
3= Y 3%
3 / 8] 1]
/ \ / . \
[ \ w
0 \ %0 /
\ / \ -y /
\
. EnnmaE
ABBILDUNG ABBILDUNG
1. Kreisscheibe um zj 2. Kreisring um zg

Sind komplexe Zahlen z = re'®, z; = r;e'® in Polarkoordinaten gegeben, so
gilt fiir komplexe Konjugation

(74) Z = rei® =re?
und Multiplikation
(75) 2120 = 11" P reet?? = 7“17“26i(¢1+¢2), 2" = (rem)" = pmen?,
Fiir z = 1+ /3i gilt zum Beispiel |z| = VI +3 = 2 und z = 2¢/3, da
cosg = % und sin% = § Nun berechnet man leicht
) 4 ) 1 3
A= (26”/3) — 91ei7/3 — 16 (—2 +z‘2[> — —8+i8V/3.

2. Komplexwertige Funktionen

Da sich der Graph einer Funktion f : C D D — C als eine Teilmenge des
R* schlecht zeichnen lifit, skizziert man den Definitionsbereich D € C und das
Bild f(D) fiir aussagekriiftige Teilmengen D C C, um eine Funktion f : C — C
graphisch zu veranschaulichen.

2.1. Graphische Darstellung von Teilmengen des R2. Zur Veranschauli-
chung komplexwertiger Funktionen ist notwendig, Teilmengen des R? in geeigneten
Koordinaten (kartesische (x,y)-Koordinaten oder Polarkoordinaten (r,¢)) zu be-
schreiben.

2.1.1. Kreis. Die Menge D = {z € C : |z — 29| < R} beschreibt eine offene
Kreisscheibe um zy € C mit Radius R, also die Menge aller Punkte in C, deren
Abstand vom Punkt zg kleiner als R ist. Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man
D durch D = {zy+re® : r € [0, R), ¢ € [0,27)} parametrisieren. Abbildung 1 zeigt
eine Kreisscheibe um den Punkt zp = 2 + ¢ mit Radius r = 3/2.

2.1.2. Kreisring. Die Menge D = {z € C : Ry < |z — 29| < Ra} beschreibt
einen offenen Kreisring um 2y € C mit innerem Radius R; und duflerem Radius
R, also die Menge aller Punkte in C, deren Abstand vom Punkt zg grofler als
R; aber kleiner als Ry ist. Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man D durch
D = {z+71e" : 7 € (R1, Ry), ¢ € [0,27)} parametrisieren. Abbildung 2 zeigt einen
Kreisring um den Punkt zp = 2 + ¢ mit innerem Radius Ry = 1/2 und duflerem
Radius Ry = 3/2.
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20

ABBILDUNG 3. Kreisringsegment

2.1.3. Obere Halbebene. Die Menge D = {z € C : J(z) > 0} besteht aus allen
Punkten oberhalb der z-Achse. Es gilt

D={z=x+iy:y>0}={z=re":r>0,¢c(0,1)}.

2.1.4. Rechte Halbebene. Die Menge D = {z € C : R(z) > 0} besteht aus allen
Punkten rechts der y-Achse. Es gilt

D={z=a+iy:x>0}={z=rc:r>0,¢ € (—n/2,7/2)}.
2.1.5. Streifen und Rechtecke. Die Mengen
Di={z=z+4+iwy:xz€ab,yecR}, Da={z=z+iy:zecR,yced}

sind Streifen parallel zur y-Achse bzw. x-Achse der Breite b—a bzw. d—c. Die Menge
D=DiNDy ={z=a+iy:z € [a,b],y € [c,d]} ist ein Rechteck. Polarkoordinaten
eignen sich nicht so gut, um Rechtecke und Streifen zu beschreiben.

2.1.6. Kreisringsegmente. Durch

D= {z=z +re?re (R1,R2), ¢ € (¢1,02)}

wird ein Segment eines Kreisrings beschrieben. Abbildung 3 zeigt ein Kreisringseg-
ment um den Punkt zp = 2 + ¢ mit innerem Radius R; = 1/2, duerem Radius
Ry =3/2 und ¢ € (—7/4,3rw/4). Dieses Winkelintervall kann auch die die Bedin-
gung  — 2 > —(y — 1) beschrieben werden.

2.2. Urbilder und Bilder einfacher Funktionen.

2.2.1. Verschiebung. Die Funktion f(z) = z+a mit a € C fest ist eine Verschie-
bung um den Vektor a. Das bedeutet f(D) = {z+a: z € D}. Abbildung 4 zeigt
ein Definitionsgebiet D und sein Bild f(D) bei der Abbildung f(z) = z + 4 + 2i.

2.2.2. Streckung. Die Funktion f(z) = az mit a € R fest ist eine Streckung
um den Faktor a. Das bedeutet f(D) = {az : z € D}. Abbildung 5 zeigt ein
Definitionsgebiet D und sein Bild f(D) bei der Abbildung f(z) = 3z.
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2

unter f(z) =z 7. Kreisringsegment

unter f(z) = 271

2.2.3. f(z) = z%. Wir betrachten die Funktion f(z) = z? auf den Definitions-
gebieten Dy = {z : 3(2) > 0} und Dy = {z = rei® : ¢ € (7/4,7/2),7 > 0} . Dann
gilt

f(Dy) = {r?e®? . ¢ € (n/4,7/2),r >0} = {Re’® : R>0,® € (n/2,7)}

und f(Dy) = C\ R>?. Abbildung 6 zeigt das Definitionsgebiet D; und sein Bild
f(Dy) unter der Abbildung f(z) = 2.

2.2.4. Die Funktion f(z) = 1/z. Wir betrachten die Funktion f(z) = 271
auf dem Definitionsgebiet D = {2z = re!® : ¢ € (0,7/3),2 > r > 1} . Wegen
f(rei®) = r~le=i® folgt

f(D)={r"te™®:¢c(0,7/2),2>r>1}={Re!*:1>R>1/2,® € (—7/3,0)}.

Abbildung 7 zeigt das Definitionsgebiet D und sein Bild f(D) unter der Abbildung
f(z) =271

2.2.5. Die Funktion f(z) = e*. Wir betrachten die Funktion f(z) = ¢* auf dem
Streifen Dy = {z+iy : y € (0,7/2)} und dem Rechteck Dy = {z+iy : z € [0,2],y €
(0,7/2)}. Aus e* = e%e¥ = re'? folgt, dass f(D1) der erste Quadrant und f(Ds)
ein Kreisringsegment ist. Abbildung 8 zeigt das Definitionsgebiet Dy und sein Bild
f(D2) unter der Abbildung f(z) = e*.
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(D)

ABBILDUNG 8. Verdnderung eines Rechtecks unter f(z) = e*

2.3. Real- und Imaginirteil einer komplexwertigen Funktion. Es sei
f:C D> D — C eine komplexwertige Funktion, die auf der Teilmenge D C C
definiert ist. Wenn wir C mit dem Vektorraum R? identifizieren, so ist f eine
vektorwertige Funktion f : R? D D — R2. Wir bezeichnen die Komponenten der
vektorwertigen Funktion f: R? D D — R? mit u und v, also

f= <Z) oder f =u+iv

und v und v sind auf D definierte reellwertige Funktionen, u,v : D — R. Die
Funktion u heifit Realteil, die Funktion v heifit Imagin&rteil der Funktion f.
Beispiele:

e Wenn f(z) =z mit z = x + iy, so ist u(z,y) = x und v(x,y) = y.

e Wenn f(z) = z mit 2z = x + iy, so ist f(z,y) = 2 — iy = (z,—y)7, also
u(l’,y) =z und ’U(l’,y) =Y

e Wenn f(z) = 22, dann f(x,y) = (z+iy)? = 2% —y? + 2ixy mit 2 = x +iy,
also u(z,y) = 2% — y? und v(x,y) = 2zy.

e Wenn f(z2) = |2]2 = 2Z mit 2 = z + iy, so ist f(x,y) = 2% + y?, also
w(x,y) = 22 + y* und v(z,y) = 0.

e Wenn f(z) = e* mit z = x + iy, so folgt aus den Potenzgesetzen f(x,y) =
et = el = e%(cosy + isiny), also u(z,y) = e®cosy und v(w,y) =
e’ siny.

e Wemn f(z) = 1 = #2, dann f(z,y) = 577

u(z,y) = =z wmd v(z,y) = 4.

Y mit z = z + iy, also

2.4. Stetigkeit. Eine Funktion f : C D D — C ist stetig, wenn sie als
Funktion f : C =R2 D D — R? = C stetig ist. Alle Beispiele in Abschnitt 2.3 sind
stetige Funktionen in ihrem Definitionsbereich.

Summe f + g, Produkt fg, Quotient f/g (falls g(z) # 0) und Verkniipfungen
f o g stetiger Funktionen f, g sind damit wieder stetig.
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2.5. Reelle und komplexe Differenzierbarkeit. Wir betrachten Funktio-
nen

f:CO>D—-C, z=z+iyr— f(z)=f(z+1iy) =u(z,y) +v(z,y),

und ihre Zerlegung in Real- und Imaginérteil.
2.5.1. Definition der komplezen Differenzierbarkeit. Wenn f als Funktion R? D
D — R2 (reell) differenzierbar ist, so gilt

Df = <Z“" Zy) und f(z,y) ~ f(z0,y0) + <Uz($oay0) Uy(:ro,yo)> <m—x0)

x Y ’Uw<x07y0) Uy(x07y0) Y—"%Y%

ist eine gute Niherung, wenn (z,y) nahe am Punkt (zg, yo) ist.

Fiir jeden Punkt zg = (z¢,o) ist die Abbildung R? — R2, @+ (Df).,d, eine
R-lineare Abbildung, die dem Vektor @ die Richtungsableitung der Funktion f im
Punkt zp in Richtung @ zuordnet. Es geniigt, die partiellen Ableitungen f, und
fy zu kennen, da sich jeder Vektor @ = (a1,a2)” € R? als Linearkombination der
Basisvektoren (1,0)7 und (0,1)7 schreiben LiBt, und

O — it +mf, = (D)

Eine reell differenzierbare Funktion f : C D D — C heifit auf einer offenen
Menge D komplex differenzierbar, wenn fiir jeden Punkt 2y € D die R-lineare
Abbildung (Df),, sogar C-linear ist, also

of of o2

2.5.2. Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. Eine Funktion f : C D D —
C, die reell differenzierbar ist, ist genau dann auf einer offenen Menge D komplex
differenzierbar, wenn f, = if,, weil 1 = (1,0)7 und i = (0,1)7 aus der Identifikation
C = R? folgt. Dies bedeutet

Uy + fvy = (Zy) =1 (Z”) = i(ug + 10y) = —Vp + Qu,.

Yy x

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil erhdlt man

THEOREM 6. Eine reell differenzierbare Funktion f = u+iv: C D D — C
ist genav dann komplex differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen ug,u, des
Realteils u und die partiellen Ableitungen vy, v, des Imagindrteils v auf der Menge
D die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfillen:

(76) Uy = Vy und Uy = —Uy
BEMERKUNG 9. Real- und Imaginirteil einer einer auf D komplex differenzier-

baren Funktion f = w4 v sind Losungen der Laplacegleichung, da uys + uyy =

(Uz)z + (uy)y = (vy)a + (=Va)y = Vya — Voy = 0 und Vg + vyy = (Va)o + (vy)y =
(—uy)z + (Ug)y = —Uyg +ugy = 0, weil aus der komplexen Differenzierbarkeit folgt,
dass f beliebig oft stetig differenzierbar ist.

2.5.3. Beispiele (nicht) komplex differenzierbarer Funktionen.
e Die Funktion f(z) = z ist auf C komplex differenzierbar, denn u(z, y) = z,

v(,y) =y, ue(z,y) =1 =vy(z,y) und uy(z,y) = 0= —va(2,y).
e Die Funktion f(z) = Z ist nicht komplex differenzierbar, denn u(z,y) = x,

’U(l’,y) =Y, uz(xvy) =1 7£ 1= Uy(xvy)'
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e Die Funktion f(z) = 2?2 ist auf C komplex differenzierbar, denn u(z,y) =
22 —y? v(z,y) = 22y, ug(z,y) = 22 = vy(z,y) und uy(z,y) = -2y =
—vg(z,y).

e Die Funktion f(z) = e* ist auf C komplex differenzierbar, denn u(z,y) =
e* cosy, v(z,y) = e”siny, uz(x,y) = e*cosy = vy(z,y) und uy(z,y) =
—eTsiny = —v,(z,y).

e Die Funktion f(z) = |z|? ist nicht komplex differenzierbar, denn u(z,y) =
$2 +y27 U(l'vy) = Oa um(xay) =2z 7é 0= Uy(l',y).

2.5.4. Definition der komplexen Ableitung. Ist f: C D D — C komplex diffe-
renzierbar, so geniigt es, eine Richtungsableitung zu kennen, z.B. f, = (uz,v,)%.
Die komplexe Ableitung der Funktion f im Punkt z ist die komplexe Zahl, die
zu diesem Vektor gehort, also

a re= () w0 (6) = () = e+ i

va(2)  vy(2) v2(2)

2.5.5. Beispiele komplexer Ableitungen.

e Die komplexe Ableitung der Funktion f(z) = zist f'(z) =1+4+i-0 =1,
da uy; =1 und v, = 0.

e Die komplexe Ableitung der Funktion f(z) = 22 ist f/(z) =22 +i -2y =
2(x +iy) = 2z, da ug(x,y) = 22 und v, (x,y) = 2y.

e Die komplexe Ableitung der Funktion f(z) = e ist f'(z) = e* cosy + i -
e*siny = e?, da ug(x,y) = e* cosy und v, (x,y) = e* siny.

2.5.6. Verkniipfung komplex differenzierbarer Funktionen. Summe f + g, Pro-
dukt fg, Quotient f/g (falls g(z) # 0) zweier auf D C C komplex differen-
zierbarer Funktionen f,g : D — C sind wieder auf D komplex differenzierbar
und es gilt (f +9)'(2) = f(2) + 9'(2), (f9)'(2) = ['(2)9(2) + f(2)g'(2) und
(f/9)'(2) = (f'(2)9(2) = [(2)g'(2))/ f*(2).

Wenn f: D — C und g : U — D komplex differenzierbar auf D bzw. U, dann
ist auch f o g auf U komplex differenzierbar und es gilt (f o g)'(2) = f'(9(2))g'(2).

2.5.7. Partielle Ableitungen nach z und z (Wirtingerableitungen). Wir betrach-
ten eine reell differenzierbare Funktion f : C D D — C und ihre Zerlegung in Real-
und Imaginérteil f(z) = f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y). Die partiellen Ableitungen
nach z bzw. Z sind definiert als

) 0 _1(0 0\ o _1(d 0
0z 2\ox 0Oy)' 0z 2\0x 0Oy
Es gilt
0z 0z 0z 0z

(79) &:17 5207 £:07 %ZL

denn
0z _Ox+iy) 1 (0@+iy) O+iy) 1. .
0z 0z _2( ox ! dy _5(1 i) =1
0z _O@—iy) 1 (0@—iy) .O@—iy)\ _ 1 e
9z~ 0z _2( g ey )Tl Ti=0
0z O—iy) 1 (0(x—iy) .O@—iy)\ 1 oy
0z = oz 2( e e R R A e
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0z O +iy) 1 (0(x+iy) .0(z+iy)
oz 0z 2

1 .
g +1 a9y )—2(1+z~z)—0.

THEOREM 7. FEine reell differenzierbare Funktion f ist genau dann komplex
differenzierbar, wenn

(80)

QJ‘QJ
VI [~
Il
b

BEWEIS. Es gilt

of  Ou+iv) 1 [(0(u+iv)  Ou+iv)
( gx ' oy )

0z 0z 2

1 1
= §(uw + v, + i(uy +ivy)) = g(uw — vy +i(vg + iuy)).

(I
THEOREM 8. Wenn f:C D D — C komplex differenzierbar ist, dann
of(z) _ o
82 - f (Z)'
BEWEIs. Es gilt
Of _O(u+iv) 1 /(0(u+iv) . O(u+iv)
0z 0z 2 oz Jy
1 1
= §(u$ + vy —i(uy +ivy)) = 5(% + vy +i(vy —uy)) = Uy + iy,
da die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen u, = v, und u, = —wv, erfiillt
sind. ]

Aus z = z+iy und z = x—iy folgt z = 3 (2+2) und y = 5-(2—2). Jede in (z,y)-
Koordinaten gegebene Funktion f kann man auch mit Hilfe der ,, Koordinaten® z
und Z ausdriicken. Verschwindet die partielle Ableitung von f nach Zz, so ist f
komplex differenzierbar und die komplexe Ableitung f’(z) ist gerade die partielle
Ableitung von f nach z.

Da die partiellen Ableitungen nach z und Z linear sind und die Produktregel
erfiillen, also

ofg) (OF\ .09 . 0lfg) (9fF\ . .09
0.~ \az )9 e, wmd s =%z ) 9 a:
gilt, folgt fiir m,k € R
% (zmék) =mzm1ZF, i (zmék) = kMR

Insbesondere sind Potenzreihen f(z) = Y " a,(z — 29)" innerhalb ihres Konver-
genzradius und Polynome komplex differenzierbar und

(81) fl(z)= Z nan(z — 29)" L.
n=1



82 3. FUNKTIONENTHEORIE

2.6. Umkehrfunktionen. Wir betrachten eine Funktion f : C D D — C,
die in D komplex differenzierbar ist. Besitzt diese Funktion eine lokale oder sogar
eine globale Umkehrfunktion? Da man f als Funktion R? D D — R? betrachten
kann, wissen wir

(1) Wenn det(Df|,) # 0 fiir ein z € D, so besitzt f in einer Umgebung des
Punktes z € D eine (lokale) Umkehrfunktion.

(2) Wenn f injektiv ist und det(Df|,) # 0 fiir alle Punkte z € D, so besitzt
f eine globale Umkehrfunktion ¢ : f(D) — D mit g(f(z)) = =z fiir alle
z€D.

(3) Die Umkehrfunktionen sind dann differenzierbar und aus der Kettenregel

folgt Dygls.y = (Df[.)~"

THEOREM 9. Wenn f'(z) # 0 fiir eine komplex differenzierbare Funktion f :
C D D — C, dann ist f ein einer Umgebung des Punktes z € D umkehrbar und
die Ableitung der Umkehrfunktion im Punkt f(z) ist 1/f'(z).

BEWEIS. Da f = u + iv komplex differenzierbar ist, sind die Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen erfiillt und es gilt

Df - Uy Uy\ _ [Uz Vg
o\ vy ) v ug

det Df = (uz)? + (v2)? = (up + 1v,) (uy —iv,), det(Df].) = f'(2)f'(2).

Die Umkehrfunktion g = @ + 0 ist komplex differenzierbar, denn

Uy U _ 1 Uy Vg
(f)x 63) =Dg=(Df)"' = (w2)? + (v2)2 (Uz uz) )

also @y = U, und @, = —0,. Fir die komplexe Ableitung gilt

ey = e —ie(x) 11
(82) g'(f(z) = Ue(2)2 +02(2)2  up(2) Five(2)  f'(2)

O

2.6.1. Definition des natiirlichen Logarithmus. Die Funktion f(z) = e* ist fiir
alle z = z + iy € C definiert und lokal umkehrbar, denn f’(z) = €* = ™% =
e®e® #£ 0, da e # 0 fiir alle z € R. Das Bild der Exponentialfunktion ist f(C) =
C\ {0} =C~.

Wir suchen ein moglichst grofles Definitionsgebiet, auf dem die Exponential-
funktion injektiv ist. Da die reelle Exponentialfunktion streng monoton wachsend
und die Abbildung R — C, t — e, 2r-periodisch ist, gilt

el = e®2 & ePle! = ™22 & 1y = x5 und Yo = vy + 2k fiir ein k € Z.

Die Exponentialfunktion ist auf jedem Streifen {z =z +iy : y € (¢,d)} mit d —¢ <
27 injektiv, zum Beispiel auf D = {z = 2 + iy : y € (—m,m)}. Es gilt exp(D) =
{z =re" :r > 0,6 € (—m,7)}. Die auf exp(D) definierte Umkehrfunktion heift
Hauptwert des natiirlichen Logarithmus:

(83) Ln:{z=re?:r>0,6€ (—mn)} - DCC, Ln(re?)=(nr)+io.
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2.6.2. Definition einer Quadratwurzel. Die Funktion f(z) = 22 ist fiir alle z =
re’® € C definiert und fiir alle 2 # 0 lokal umkehrbar, denn f/(2) = 2z. Wir
suchen ein moglichst groBes Definitionsgebiet, auf dem z — 22 injektiv ist. Fiir
zwei komplexe Zahlen z; = rjei¢j mit r; > 0 gilt

(11€91)2 = (r2€192)? & 21291 = 21292
< 11 =719 und 2¢1 = 2¢9 + 2km fiir ein k € Z
S ry=round ¢ = ¢g + km fiir ein k € Z < 21 = +2o.
Die Funktion z + 22 ist auf jedem offenen Sektor {re’® : v > 0,¢ € (a,b)} mit Off-
nungswinkel b — a < 7 injektiv, zum Beispiel D = {re!® : r > 0,6 € (—7/2,7/2)}.
Es gilt f(D) = {z =7e® : r > 0,¢ € (—m,7)}. Auf f(D) kann man die Wurzel-
funktion als Umkehrfunktion von f definieren:

Vi f(D) =D, Vreit = \/re'*/?

BEMERKUNG 10. Mochte man fiir die Funktionen z — e? bzw. z — 22 lokale
Umkehrfunktionen um Punkte zy definieren, die nicht in den Definitionsgebieten
der in den Abschnitten 2.6.1 und 2.6.2 Funktionen enthalten sind, so w#hlt man
andere, passende Streifen bzw. Sektoren.

3. Komplexe Kurven- und Flichenintegrale

Es sei f: D — C eine stetige Funktion, f = u+ v ihre Zerlegung in Real- und
Imagnérteil.

3.1. Komplexe Flichenintegrale. Es sei D C C eine messbare Menge.
Dann ist

(84) /D f (e p)d(z, ) = /D u(e, y)d(z,y) + 1 /D v(z,y)d(z,y).

Zum Beispiel erhiilt man fiir die Funktion f(z) = 22 und das Rechteck D = {z =
z+1iy:x € [a,b],y €]c,d]} das Integral

/Df(w,y)d(wyy)=/D(m+iy)2d(x7y)=/ 2? —y? + i2zyd(z,y)

D

=/ xg—de(w,yHi/ 2xyd(z,y)
D D

d b opd
:/ / x2—y2dydx—|—i/ / 2zxydydx

b
b 1 .14 b p
= / {mzy - Sy?’} dx + z/ [zyz]c dx
a c a
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3.2. Komplexe Kurvenintegrale. Das komplexe Kurvenintegral einer ste-

tigen Funktion f : D — C entlang einer stiickweise differenzierbaren Kurve v : I =
[a,b] — D ist

(85)

Lf(z)dz = /ab FOy(@®)y (t)dt.

e Ist v = 1 + i die Zerlegung von v in Real- und Imaginérteil, so gilt
V' (t) = 71(E) + iva(t).

e Ist ein stiickweise differenzierbarer Weg ~ aus den differenzierbaren Teil-
stiicken 71, ...V, zusammengesetzt, also vy =1 + ... 4+ Ym, so gilt

/ fdz= [ fydz4.. 4 [ f(2)de

Yy 71 Ym

e Das komplexe Kurvenintegral fv f(2)dz hingt nur vom Bild v(I) der Kur-
ve (Spur) und der Durchlaufrichtung ab. Kehrt man die Durchlaufrichtung
um, so wechselt auch das Vorzeichen des komplexen Kurvenintegrals.

3.2.1. Beispiele komplexer Kurvenintegrale.

e Wenn f(z) = 22 und ~(t) =t fiir ¢ € [a, b], dann folgt 7/(¢) = 1 und

b b 1
/szz:/ t2-1dt=/ t2dt:§(b3—a3).
¥ a a

e Wenn f(z) = 2% und 7(t) = it fiir t € [a,b], dann folgt v/(¢) =i und

b b .
/szz:/ (it)? - idt = —i/ t2dt = —%(b?’—a?’).
vy a a

e Wenn f(2) = 22 und ~(t) = /3¢ fiir t € [0,1], dann folgt /(t) = /3

und
1 , 1 1
/z2dz:/ (6”/315)26”/30775:/ et = '™ .
v 0 0 3

e Wenn f(2) = 22 und ~(t) = €' fiir t € [0,27], dann folgt v/ (¢) = ie® und

2m 27
. . ; 1 it 2T 1
2 it\2 it - 3it 3it
dz = dt = dt = = =—(1—-1)=0.
LZ z /0 (e'")%ie /o ie 3 e }0 3( )

o Wenn f(z) =  und () = e fiir ¢ € [0,27], dann folgt 7/(t) = ie’* und

1 2m 1 ) 2m
/fdz:/ 7z‘e“dtz/ idt = 2mi.

e Wenn f(z) = z und 7 der Rand des Rechtecks [a,b] X [c,d], dann v =
Y1 4 ... 4 72 mit

M1 (t) = atv 772(t) =a-+ th? ’73(t) =a+ib— atv 74(25) =1b— bt
fiir t € [0,1] und

n) =a, ,75(t) =i, (t)=—a, 7t)=—id
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fiir ¢t € [0, 1]. Damit folgt

/ zdz = / zdz + / zdz + / zdz + / zdz
vy Y1 Y2 3 Y4
1 1 1 1
= / atadt + / (a + ibt)ibdt + / —(a +ib — at)adt + / —(ib — ibt)ibdt
0 0 0 0

1
= / 2a%t — a® — 2% + b2dt = [a®(t2 — 1) — b2 (* — 1)), = 0.
0
e Wenn f(z) = z und v der Rand des Halbkreises {re’® : 1 > r > 0,¢ €
[0, 7]}, dann = 1 + 72 mit y1 () = ¢ fiir t € [—1,1] und 2(t) = € mit
t € [0,7]. Es folgt v1(t) = 1, y2(t) = ie® und

1 2m
L 1 1 .
/zdz = / zdz +/ zdz = / tdt +/ etietdt = —[t*]1, 4+ =[e"]F = 0.
gl " Y2 -1 0 2 2

3.2.2. Interpretation des komplexen Kurvenintegrals als Zirkulation. Zerlegt
man die Funktion f = w4+ v und den Weg v = 71 + 72 in Real- und Imaginérteil,
so erhélt man

b
/ f(2)dz = / SO (1)t
b
- / (u(y(t) + iv(r (D) (1) + (1)) dt

b
:/ u(y()n (1) + (Y (0))V1 (t) + iu(y()va(t) — v(v(E)) v (t)dt

Das komplexe Kurvenintegral fv f(2)dz ist die Zirkulation des (komplexwertigen)
Vektorfeldes w : C — C?2 entlang der Kurve 7.

3.2.3. Die Kurvenintegrale [ (z — z0)" dz mit y(t) = 29 + Re". Wir berechnen
das komplexe Kurvenintegral der Funktion f(z) = (2 — 29)" entlang der Kreislinie
um 2o mit Radius R fiir beliebige z9 € C, R > 0 und n € Z. Die Funktion f
ist komplex differenzierbar auf der Menge C \ {z0}. Mit v(t) = 2o + Re' und
v (t) = Rie® fiir t € [0, 27] folgt

2m 2m
/(Z —20)"dz = / (20 + Re™ — 29)" Rie"'dt = / RUFnjet(+m) gy
vy 0

0

T idt n=-1

= [Rl—nieit(l—n)}zz‘” n ?é -1
1-n 0

27 n=-1
o n#—-1



86 3. FUNKTIONENTHEORIE

3.3. Cauchyscher Integralsatz. Es ist kein Zufall, dass viele der in Ab-
schnitt 3.2 berechneten komplexen Kurvenintegrale entlang geschlossener Kurven
verschwinden.

THEOREM 10 (Cauchyscher Integralsatz). FEs seien D C C eine offene
Menge, f: D — C und G C D eine Menge mit stiickweise glattem Rand 0G, deren
Abschluf$ in D enthalten ist. Wenn f komplex differenzierbar in D ist, dann gilt

/6 Sz =0

Das komplexe Kurvenintegral [, 2dz entlang der Kreislinie 0G = {z : 2| = 1}
im Beispiel in Abschnitt 3.2.1 verschwindet nicht, weil die Funktion f(z) = 1/z
nicht auf dem Kreis G = {z : |z| < 1} komplex differenzierbar ist. Sie hat eine
Singularitédt in z = 0.

3.3.1. Beweis des Cauchyschen Integralsatzes. Man schreibt das komplexe Kur-
venintegral als Zirkulation und wendet den Integralsatz |, oqW-dT = /. ¢ Tot wd an.
Da das Vektorfeld w aus zwei Komponenten besteht, ist rot w eine komplexwertige
Funktion.

o (z)dz = /86 W(z,y) - d¥ = /Grot Wz, y)d(z,y)

rot W = rot ( v ) + irot <U)
—v U

=ty — (—0)z +i(vy —Uz) = Uy + Uz +i(vy —uz) =0,
da f komplex differenzierbar ist und die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
Uy = vy und u, = —v, erfiillt. Also [, f(z)dz = [, 0d(z,y) = 0.

3.3.2. Orientierung des Randes. Der Rand G der Menge G kann aus einer
oder auch mehreren Komponenten bestehen. Wenn G = {z : |z|] < R} ein Kreis,
dann besteht G = {|z| = R} aus einer Komponente. Die Kurve v(t) = Re® ist eine
geeignete Parametrisierung. Wenn G = {z : Ry < |z| < Ry} ein Kreisring, dann
besteht 0G = {|z| = R1}U{|z| = Rz} aus zwei Komponenten. Die Kurve v = 1+,
mit v (t) = Rie? und y2(t) = Rje~ ™ ist eine geeignete Parametrisierung. Der
innere Kreis muss im Uhrzeigersinn durchlaufen werden, so dass die Fliche beim
Durchlaufen des Randes immer links vom Rand liegt.

3.4. Stammfunktionen. Wir betrachten eine komplex differenzierbare Funk-
tion f: D — C und einen Basispunkt zy € D und méchten eine komplexe Stamm-
funktion F' mit Hilfe des komplexen Kurvenintegrals als F(z) = f,y f(¢)d¢ definie-
ren, wobei v eine Kurve ist, die den Basispunkt zy mit dem Zielpunkt z verbindet.
Dies ist nur sinnvoll, wenn das Kurvenintegral unabhdngig von der gewédhlten Kurve
ist.

LEMMA 6. Es seien f: C D D — C eine komplex differenzierbare Funktion,
20,21 € D und 71, 7v2 zwei Kurven von zg nach z;. Wenn 1 —~v2 = 0G und G C D,

dann gilt [ f(z)dz= [ f(2)dz.

BEWEIS. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt

0 :/ B f(z)dz = (z2)dz— | f(z)d=.

2
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Ein Gebiet D C C ist einfach zusammenhingend, falls fiir jedes Paar
stiickweise differenzierbarer Kurven ~;1,v2 : [0,1] — D mit 71(0) = ~2(0) und
71 (1) = 72(1), das von ;3 — 2 oder 72 — 71 umrandete Gebiet vollstéindig in D
enthalten ist.

THEOREM 11. Es seien D C C eine zusammenhdngende, einfach zusammen-
hingende Menge, f: D — C eine holomorphe Funktion und zo € D. Dann ist die

durch
)= [ £

wobei vy : [0,1] — D eine beliebige stickweise differenzierbare Kurve mit v(0) = zo
und ¥(1) = z ist, eine Funktion F : D — C mit F'(z) = f(z) definiert.

BEWEIS. Die Funktion F' ist wohldefiniert, weil D einfach zusammenhéngend
und damit das Kurvenintegral wegunabhéngig ist. Benutzt man die Wege ~(t) =
z+t bzw. y(t) = z + it, so ergibt sich F,(z) = u(z) + iv(z) und Fy(z) = —v(z) +
1u(z), also erfiillen die partiellen Ableitungen der Funktion F' die Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen, F ist komplex differenzierbar und F’(z) = F.(2) = f(z).

O

3.4.1. Logarithmus als Stammfunktion. Die Funktion f(z) = 1/z ist nur auf C\
{0} definiert und holomorph. Es gibt geschlossene Kurven in C\ {0}, die ein Gebiet
umschliefen, das 0 enthilt, z.B. v(t) = €%, t € [0,27]. Entfernt man aber nicht nur
den Punkt 0 sondern die ganze negative reelle Achse aus dem Definitionsgebiet, so
umschlieBt jede geschlossene Kurve in D := C \ {x € R : z < 0} ein Gebiet, das
ganz in D liegt. Die Menge D ist also einfach zusammenhingend und mit zg = 1

gilt
1
= [ 2d¢ =L
A 2C = Ln(2)

denn F ist als holomorphe Funktion auf einer zusammenhéngenden Menge durch
die Werte auf der reellen Achse bestimmt und mit (¢) = ¢ fiir ¢ € [1, 2] gilt dort
= [{ 1dt = [Int]{ = Inz fiir alle 2 € R,z > 0.

3 4.2. arctan als Stammfunktion. Die Funktion f(z) = H% ist nur auf C\{+i}
definiert und holomorph. Es gibt geschlossene Kurven in C \ {£i}, die ein Gebiet
umschliefen, das i oder —i enthilt, z.B. v(t) = +i + €%, t € [0,27]. Entfernt man
aber nicht nur die Punkte +i sondern noch weitere Teile der imagindren Achse aus
dem Definitionsgebiet, so umschlieft jede geschlossene Kurve in D := C \ {iy :
y € R,|y| > 1} ein Gebiet, das ganz in D liegt. Die Menge D ist also einfach
zusammenhingend und mit zy = 0 gilt

1
= / —d(¢ = arctan z,
4 €

denn F ist als holomorphe Funktion auf einer zusammenhingenden Menge durch
die Werte auf der reellen Achse bestimmt und mit «(¢) = ¢ fiir ¢ € [0, ] gilt dort
F(z) = [y 1+t2 dt = [arctant] = arctanz fiir alle € R.

4. Cauchysche Integralformel und Folgerungen

4.1. Cauchysche Integralformel. Wir bezeichnen die Kreisscheibe um den
Punkt z € C mit Radius R mit Kr(z).
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THEOREM 12 (Spezielle Cauchysche Integralformel). Es seien D C C
eine offene Menge, z € D, f : D — C komplex differenzierbar und Kr(z) C D.

Dann gilt
_ 1 f(©)
R 3

BEWEIS. Es sei G = {w : ¢ < |w — z| < R} C Kg(2) ein Kreisring um z mit
duflerem Radius R und innerem Radius . Da die Funktion

f(©)
(—z

auf G komplex differenzierbar ist, folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

0= d¢ = d
/a TS /@ o, 1€

_ £(0)
/8 ot [ g /K W
)+
ac

g(¢) =

B )
:/ f(Q) = f(z ()
OK.(2) ¢—

_ f(O) = f(=) fz)
_14&() ¢—z +L;4@C—ZM'

Nun gilt mit der Parametrisierung ~.(t) = z + ee’ fiir jedes € > 0

fz) . 1 S
S 7= 28 =10 T =IO e
= f(z)2mi

FQ=f@ ol _| [T
/61(5(2) C—=z ¢

mit M = maxg .y |f'(z)] und £(t) € [0, e] wegen des Mittelwertsatzes. Der Grenz-
iibergang € — 0 liefert die Cauchysche Integralformel. O

f(z+ E(t)eit)iee“dt‘ < 2meM
0

THEOREM 13 (Allgemeine Cauchysche Integralformel). Es seien D C C
eine offene Menge, G C D eine offene Menge mit stiickweise glattem Rand und
G CD und f: D — C komplex differenzierbar. Dann gilt fir alle z € G

(36) fo) = = /a 7€) 4

21t Jog C— =

BEWEIS. Es gilt 0G = (G \ Kr(z)) + 0Kgr(z) und die Funktion % ist auf
G\ Kg(z) komplex differenzierbar. O

Die Funktionswerte einer komplex differenzierbaren Funktion in einem Gebiet
G sind also durch die Funktionswerte auf dem Rand dieses Gebietes eindeutig be-
stimmt.
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4.2. Existenz beliebiger komplexer Ableitungen. Wir betrachten eine
komplex differenzierbare Funktion f : D — C, eine offene Teilmenge G C D mit
stiickweise glattem Rand und G C D.

Fiir jedes z € G 148t sich eine Umgebung des Randes OG finden, deren Abschlufl

den Punkt z nicht enthilt. Deshalb ist die Funktion (Cffign auf dieser Umgebung

gleichméBig stetig.

THEOREM 14. Die Funktion f ist beliebig oft komplex differenzierbar und

(87) @) =g [ A ac men.

T o

BEWEIS. Da Integration und partielle Ableitung nach z bzw. Z vertauschbar

sind folgt
iy L d (f(<) _ 1 f(Q)
f(z)‘MAG«h<<z)dc_2M/f; -2 ™

und mit vollstdndiger Induktion
niy_ o fd o f() _(n+1)! f(©)
0= g [ i () = [

4.3. Abschiitzung der Ableitungen. Mit G = Kr(z) folgt aus der Inte-
gralformel fiir f(™)(z) eine Abschitzung fiir | f"(z)|.

d

THEOREM 15. Wenn f : D — C komplex differenzierbar ist und Kgr(z) C D,
dann gilt

Mn!
(n) Mnt
(88) @) < 7 mth—;gglf(C)L

BEWEIS. Mit y(t) = z + Re™ und +/(t) = Rie fiir t € [0, 27] folgt
ST g T R
0@ = |5 [ i€ =5 || L

2mi Joq (C — 2)nH1 o

nl | (27 fz+ Re™)
= — P .R lldt
2 0 (Rezt)nJrl tie
n! [*"| f(z+ Re') | n! m ,
— S JiRe"| dt = Re™)| dt
=or Jy | (Reit)n*T e QWRn/o |f(z + Re™)|
nl [T Mn!
Mdt = .
- 2’/TRn 0 Rn

O

4.4. Satz von Liouville. Wenn f : C — C komplex differenzierbar und
beschriankt ist, dann ist f konstant.

Beweis. Da f auf C komplex differenzierbar ist, also D = C, ist Kr(z) C C
fiir alle R > 0 und alle z € C. Es sei M eine obere Schranke fiir | f|, also |f(z)] < M
fiir alle z € C. Aus der Abschétzung der ersten Ableitung folgt
M
!
< —
el o

also f/(z) = 0 fiir alle z € C. Dies bedeutet f = ¢ fiir ein ¢ € C. O
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BEMERKUNG 11. Die Funktion arctan : R — (—7/2,7/2) ist auf R beliebig oft
reell differenzierbar, beschrinkt und nicht konstant.

4.5. Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom f(z) = E?:o ;2 mit
¢j € C und ¢, # 0 besitzt eine komplexe Nullstelle oder ist konstant.

BEWEIS. Aus

f(2)

cp2™

lim
|z|—o00

=1und lim |¢,2"| =0 folgt lim |f(z)| = co.
|2[—00 |z]—o00

Wenn f keine Nullstelle hat, dann ist g(z) = 1/ f(2) fiir alle z € C definiert und kom-

plex differenzierbar. Die Funktion g ist beschrinkt, denn es existieren R, M7, M, so

dass |f(z)| < M fiir alle z mit |z[ > R, weil lim,|_ [g(2)] = 0, und |f(2)] < My

fiir alle z in der kompakten Menge K (0). Aus dem Satz von Liouville folgt g(z) = ¢,

also ist auch f ein konstantes Polynom. |

4.6. Maximumprinzip und harmonische Funktionen. Eine komplex dif-
ferenzierbare Funktion nimmt ihr Maximum auf dem Rand an:

THEOREM 16 (Maximumprinzip). Es seien D C C eine offene Menge, G C D
eine Menge mit stickweise glattem Rand und G C D und f : D — C komplex
differenzierbar. Dann gilt
89 ma z)| = ma z)|.

(59) nasx|£(2)| = ma | (2)
BEWEIS. Wenn zy € G ein innerer Punkt ist, in dem das Maximum angenom-

men wird, also f(z9) = max,ca|f(2)], dann gilt fiir jede Kreisscheibe Kg(z) =
{z:]|z — 20| < R} mit Kr(z) C G

L fQ) | _ 1
211 /BKR(ZO) C — 20 d<| - 2
1 27 ) 1 2

<5 [ MGt Relae< oo [ Gl = 1ol

Dies kann nur gelten, falls |f(2)] = [f(z20)| fiir alle 2 € 0KR(20). Da man G durch
Kreisscheiben ausfiillen kann, folgt |f(z)| = |f(20)] fiir alle z € G. O

| f(20)]

2m it

R .

/ 7f(20 +. %) iRe'dt
0 20 + Relt — 20

Auch fiir harmonische Funktionen gilt ein Maximumprinzip.

LEMMA 7. Wenn f =u+iv: D — C komplex differenzierbar ist, dann ist u
harmonisch, also Au = Uy + Uyy = 0.

BEWEIS. Die Funktion f ist beliebig oft stetig differenzierbar und aus den
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen folgt

Upz + Uyy = (Ug)z + (Uy)y = (Vy)z + (—Vz)y = Vya — Vay = Vay — Uy = 0.
O
THEOREM 17. Es sei D C R? cine einfach zusammenhingende Menge. Fi-

ne Funktion u : D — R ist genau dann Realteil einer komplex differenzierbaren
Funktion f, wenn u harmonisch ist.
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BEWEIS. Wenn u Realteil einer komplex differenzierbaren Funktion f ist, dann
folgt aus Lemma 7, dass u harmonisch ist.

Wenn u harmonisch ist, dann ist das Vektorfeld @ = (—uy,u,)? wirbelfrei,
weil rot W = (—uy)y — (uz)r» = —Au = 0. Da D einfach zusammenhéngend ist,
besitzt w eine Potentialfunktion v, also gradv = (vy, vy)?" = @ = (—uy, u;)T. Dies
bedeutet, dass f = u + iv die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfiillt und
damit komplex differenzierbar ist. O

4.7. Potenzreihenentwicklungen und Holomorphie. Es sei f : D — R
eine komplex differenzierbare Funktion, zg € D, Kg(z0) = {z : |z — 20| < R} mit
Kgr(z9) C D und z ein innerer Punkt der Kreisscheibe Kg(zp). Dann gilt

! 10
f@mémm“jc

Q1o ﬂo 1 f@)ii(z—m>”

C—Z_C—Zo—(Z—Zo)

f=) = % 0K R(z0) i ( - ZO)
zzj 2mi /E)KR (20) (
- i_.i <2m /aKR(zo) (Ciinﬂdg> o)t = f: %(z — )"

n
wobei Y und [ vertauschbar sind, weil die Potenzreihe Y 7 (z:zg) auf jeder

kompakten Menge, die echt in Kr(zg) enthalten ist, gleichm#Big konvergiert.

Es sei D C C eine offene Menge. Eine Funktion f : D — C heifit holomorph,
wenn sie sich um jeden Punkt zy € D in eine Potenzreihe mit positivem Konver-
genzradius entwickeln 148t (und diese Potenzreihe dort die Funktion darstellt).

THEOREM 18. FEine Funktion f : D — C ist genau dann holomorph, wenn sie
auf D komplex differenzierbar ist.

BEMERKUNG 12. Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung einer ho-
lomorphen Funktion f hingt vom Punkt ab, um den die Potenzreihe entwickelt
wird, z.B.

;I _1—2_1—4—(Z—4)_—3—(z—4)__3 1_%_34_7;)(_3)71-&-1’

wobei die linke Potenzreihe um 2z = 0 den Konvergenzradius 1 und die rechte
Potenzreihe um zy = 4 den Konvergenzradius 3 hat.

4.8. Identitdtsprinzip - analytische Fortsetzung.

4.8.1. Nullstellenverteilung einer holomorphen Funktion. Ein Polynom p ist ei-
ne holomorphe Funktion und hat maximal gradp verschiedene, also endlich viele,
Nullstellen. Es gibt auch holomorphe Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen,
zum Beispiel hat die Funktion sin z die reellen Nullstellen 2z = k7 mit k € Z.
Jedoch besitzen diese Nullstellen keinen Haufungspunkt.
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THEOREM 19. Wenn D C C zusammenhdngend ist und die Nullstellen einer
holomorphen Funktion f: D — C einen Hdufungspunkt in D haben, dann f = 0.

BEWEIS. Wenn {z, }neny € D mit f(z,) =0, lim,, 00 2, = 20 € D und 2z, # 2o
fiir alle n, dann gilt f(z0) = 0, weil f stetig ist. Wir betrachten die Potenzreihenent-
wicklung von f(z) = >.07 g an(z — 20)™ um zg. Wenn f # 0, dann existiert k € N
mit a; # 0 und a,, = 0 fiir alle n < k. Die Funktion g(z) = f(2)/(z — 20)* ist
holomorph und ¢(z,,) = f(2n)/(2n — 20)™ = 0. Nun folgt g(z) = lim,, . g(2,) = 0.
Dies bedeutet ar = 0, denn g(zp) = ay. O

4.8.2. Identitdtsprinzip.

THEOREM 20. Es seien f,g : D — C holomorphe Funktionen und D eine
zusammenhdngende Menge. Wenn f(z,) = g(z,) fir unendlich viele Punkte z,,
die einen Hdaufungspunkt in D besitzen, dann f = g auf D.

Die Voraussetzungen des Identitdtsprinzips sind zum Beispiel erfiillt, wenn
f(z) = g(z) fir alle z in einer offenen Menge U C D oder fiir alle z in einem
reellen Intervall (a,b) C D.

4.8.3. Fortsetzung der reellen Funktion lnx. Die Fortsetzung einer reell analyti-
schen Funktion zu einer holomorphen Funktion auf eine einfach zusammenhéngende
Umgebung des reellen Definitionsgebietes ist eindeutig und dort durch die entspre-
chende komplexe Potenzreihe gegeben, denn das reelle Definitionsgebiet ist eine
Menge mit Haufungspunkt.

Zum Beipiel ist die Funktion Inx fiir x > 0, x € R definiert und um jeden
Punkte z¢ > 0 in eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius xg entwickelbar. Es
gilt
X 1 \n+1
Inz =Inzy + Z (;‘Zn(:ﬂ — xo)" fiir |z — 0| < xo.
n=1

Die entsprechende komplexe Potenzreihe

SIS
Inxo + Z W(z — xo)" fiir |z — 20| < x0
n=1 0
definiert eine holomorphe Funktion auf der Kreisscheibe {z € C : |z — x¢| < z0},
die fiir z € R und 0 < z < 2z¢ mit In z und deshalb auch mit dem Hauptwert des
Logarithmus, wie er in Abschnitt 2.6.1 als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
definiert wurde, iibereinstimmt.

5. Isolierte Singularititen und Residuensatz

Es sei D C C eine offene Menge, f : D — C eine holomorphe Funktion und
20 ¢ D;zB. D=C\ {0}, 2o =0 und

coshz —1

()= ——— [z

1
. — oder f(z) = el/z,

Tz
Kann man die Funktion f trotzdem in der Ndhe des Punktes zg gut beschreiben?
Gibt es eine Reihenentwicklung der Funktion f um den Punkt zy, die die Potenz-
reihenentwicklung ersetzt? Kann man die Singularititen qualitativ unterscheiden?
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5.1. Laurentreihen. Wenn das Definitionsgebiet D den offenen Kreisring
(90) Kp, r,(20) ={2 € C: Ry <|z— 2| < Ra}

enthélt, dann kann man f um zg in eine Reihe Y02 a,(z — zp)" entwickeln, die
fir alle z € Kg, gr,(%0) konvergiert. Eine solche Reihe heifit Laurentreihe von f
um zg.

THEOREM 21 (Laurentreihenentwicklung). Wenn f : Kg, r,(20) — C ho-
lomorph, dann gilt fiir jede Kurve v(t) = zo + re®® mit t € [0,27] und Ry <r < Ry
und fir alle z € Kr, r,(20):

(91) f)= Y an(z—2)", an—;m/(c_ng

n=—oo

Diese Laurentreihenentwicklung um zq ist eindeutig.

5.1.1. Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Laurentreihenentwicklung. Es
sei z € Kp, r,(%0). Dann existieren Ry < 1 und 7o < Rp mit z € K, ,,(20). Der
Rand des abgeschlossenen Kreisringes K., ,,(z0) besteht aus zwei Kurven +; und
—v mit 71 (t) = 20+ r2e’ und 2(t) = 29 +r1e® fiir t € [0,27]. Da f in Kg, g, (20)
holomorph ist, folgt aus der Cauchyschen Integralformel

1 f(Q) f(Q)
16 = g (- | face [ Moac).
Nun werden beide Kurvenintegrale mit Hilfe der geometrischen Reihe in Potenzrei-

hen entwickelt.
Falls ¢ € 72, so gilt |z — 2| < | — 20| und damit

Q) _ f(©) AN S A (9) i(z—zoy

(-2 C—Zo—(z—zo) (-2 1-22 (-2

- Z 72’0 "+1 Z—Zo)n.
Falls ¢ € 71, so gilt | — 20| < |z — 20| und damit

O _ f(©) I O N S (9 i(C—m)”

(—z (—20—(2—2) Z— 2 175:72 z—z0 = \z — 20

_ B ; _ - f(¢) o \—(n+1)
DO ) ;@ww“ “

- f(€) n

Setzt man diese Reihen fiir die Integranden ein und vertauscht Summation und
Integration, so erhéilt man

f@):i(;m/w ) ) +Z (2m | L) e

Die Funktion f(¢)(¢ — 20)" ist fiir alle K € Z und alle r; < ro mit By <
r1 und 72 < R; holomorph auf K, ,,(z0). Aus dem Cauchyschen Integralsatz
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folgt fm FO(C — z0)kd¢ = fw2 F(O)(¢ — 20)kd( fiir die Kreislinien ; = 2 + rje®
Die Eindeutigkeit der Laurentrelhenentwicklung folgt aus der Eindeutigkeit der
Potenzreihenentwicklungen auf ihren Konvergenzgebieten |z — 29| < Rg bzw. Ry <
|z — 2]

5.1.2. Haupt- und Regulirteil einer Laurentreihe. Fiir eine Laurentreihenent-
wicklung f(z) = >0 an(z — 29)" heiBen die Potenzreihe Y~ an(z — 29)"
Regulérteil und Y °° | a,(z — 20)" Hauptteil der Laurentreihe.

5.1.3. Laurententwicklung durch Einsetzen in eine Potenzreihe. Die Funktion
f(z) = €'/ ist auf C\ {0} holomorph. Die Laurentreihenentwicklung um zy = 0 lé8t
sich aus der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion e = >~ %w"
mit w = 1/z herleiten:

N I SR D Ve

n=0 n=0 n=-—00

1
n=-—o00 (—n)! 2"

Der Hauptteil dieser Laurentreihe ist Z
Funktion 1.

5.1.4. Laurententwicklung mit Hilfe der geometrischen Reihe. Die Funktion
f(z) = m ist auf C\ {2, 3} holomorph. Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

, der Regulérteil die konstante

erhélt man f(z) = zi3 — ﬁ Die Laurentreihenentwicklung héngt vom gewéhlten
Punkt zg ab.
zp = 2: Die Funktion f ist auf dem Kreisring Kj 1 (2) holomorph. Die Laurentreihe
148t sich aus der geometrischen Reihe ﬁ =3¢  mit ¢ =z —2
herleiten:
1 1 1 1 1 1
f(z) = _ = _ - _
z—3 z-2 (2—-2)—-1 z-2 1—-(z2—-2) z-2
o0 1 o0
=— —-2)" — =— —2)"
;(z ) - g_:l(z )

Der Regulérteil dieser Laurentreihe ist — Y7  (z —2)", der Hauptteil die
Funktion —(z — 2)71.

2o = 0: Die Funktion f ist auf dem Kreisring K» 3(0) holomorph. Die Laurentreihe
148t sich aus der geometrischen Reihe ﬁ =3¢ mitg= 5 bzw. g =
% herleiten:

1 1 1 1 1 1
&= 2= 31 - 1-¢2
Ie=/2\" Iem/2)" & 2" o 2"
:*52(5) ZZ<Z> :Z*gnﬁ*Z*W
n=0 n=0 n=0 n=0
> n — 1 n
- < 3ol + 21_2n+1

Der erste Summand dieser Laurentreihe der Regulérteil, der zweite Sum-
mand der Hauptteil.

5.2. Isolierte Singularititen. Es sei zp € C. Eine Funktion f hat in z( eine
isolierte Singularitit, wenn eine offene Umgebung U 3 2, des Punktes existiert, so



5. ISOLIERTE SINGULARITATEN UND RESIDUENSATZ 95

dass f : D\ {20} — C holomorph ist. Zum Beispiel haben die Funktionen <hz=1,
% und e'/# in zy = 0 eine isolierte Singularitiit.

Hat f in z( eine isolierte Singularitét, so ist f in einem Kreisring Ky (%) um
zo holomorph und 148t sich dort in eine Laurentreihe

o0
flz) = Z an(z —20)", an €C
n=—oo

entwickeln, die fiir alle z € Ky, (29) absolut konvergiert.

5.2.1. Klassifizierung isolierter Singularititen mit Hilfe der Laurentreihe. Eine
isolierte Singularitéit zg heifit

e hebbar, wenn a,, = 0 fiir alle n < 0.

e Pol, wenn ein k € Z, k < 0 existiert, so dass a, = 0 fiir alle n < k

e wesentlich, wenn sie nicht hebbar und kein Pol ist, es also unendlich viele
Koeffizienten a,, # 0 mit n < 0 gibt.

Die isolierte Singularitit von ‘305275_1 in zg = 0 ist hebbar, denn
2n 2n
coshz—l_ZZio%*l_ZZoﬂﬁ_i 1 L2n
z2 z2 22 — (2n+2)!

ist eine Potenzreihe. Die isolierte Singularitit von % in zg = 0 ist ein Pol, denn

an, = 0 fiir alle n < —1, also £k = —1. Die isolierte Singularitdt von e* in z0=20
ist eine wesentliche Singularitét, denn ihre Laurentreihe > 527" hat unendlich
viele Koeffizienten a,, # 0 fiir n < 0.

5.2.2. Verhalten in der Ndihe isolierter Singularititen. Isolierte Singularitéten
lassen sich auch durch ihr qualitatives Verhalten in der Ndhe der Singularitit un-
terscheiden.

THEOREM 22. FEs sei zg eine isolierte Singularitdt der Funktion f. Dann gilt

o 2o ist genau dann hebbar, wenn f auf Ko ,(z0) beschrinkt ist (r < o).

o 2y ist genau dann ein Pol, wenn lim,_,,, |f(z)| = co.

o 2y ist genau dann wesentlich, wenn fir alle Umgebungen U > zy, fiir alle
w € C und fir allee >0 ein z € U\ {2z} mit |f(z) —w| < e existiert.

BEWEIS. Der Hauptteil einer isolierten Singularitét konvergiert fiir alle z # zg
und ist eine Potenzreihe in ﬁ, die auf C konvergiert. Die Aussagen folgen aus
dem Satz von Liouville. g

BEMERKUNG 13. Handelt es sich um eine wesentliche Singularitét, so werden
in jeder noch so kleinen Umgebung der Singularitét fast alle komplexen Zahlen als
Funktionswerte angenommen.

5.3. Polstellen und Nullstellen. Eine holomorphe Funktion f : D — C hat
in zg € D eine Nullstelle der Ordnung k, falls die Potenzreihenentwicklung um
zop von folgender Form ist:

flz) = Z an(z — 20)" mit ax # 0
n=~k

Hat die Funktion f in 2z eine Polstelle, so ist (z — 29)* f(z) eine holomorphe
Funktion, falls a,, = 0 fiir alle n < —k. Eine Funktion f hat in zy eine Polstelle
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der Ordnung k, falls in die Laurentreihenentwicklung um zy von folgender Form

ist:
oo

flz) = Z an(z —20)" mit a_ #0
n=—k
BEMERKUNG 14. Eine Polstelle der Ordnung k kénnte man auch Nullstelle der
Ordnung —k nennen. Eine Nullstelle der Ordnung &k kénnte man auch Polstelle der
Ordnung —k nennen.

Es seien f, g : U — C holomorphe Funktionen, f(z) = g(z)/h(z) und 2y € U.
Wenn z eine Nullstelle der Ordnung k7 von g und eine Nullstelle der Ordnung ko
von h ist, dann gilt

e 2 ist eine Nullstelle der Ordnung k = ki — ko, falls k1 > ko.
e 2, ist eine Polstelle der Ordnung k = ko — k1, falls ko > k.

5.4. Berechnung der Laurentkoeffizienten in Polstellen.

THEOREM 23. Hat f in zg eine Polstelle der Ordnung k, so gilt fir m <k

(92) @ = ™ o) it 9(2) = (2 = 20" ().

BEWEIS. Die Funktion g ist holomorph in zy. Fiir die Koeffizienten der Potenz-
reihenentwicklung g(z) = 3 oc by (2 — 20)" gilt by, = an—r = 49 (20). O

Zum Beispiel hat die Funktion f(z) = m in zp = 2 eine Polstelle erster
Ordnung. Mit kK = m = 1 erhalten wir, ohne Partialbruchzerlegung,
1 1
= (2 — = - 0)(9) = -
o(2) = (: = Df(2) = =5 wmd any = 50 ®(@2) = 9(2) = -1
5.5. Das Residuum. Zur Berechnung des komplexen Kurvenintegrals einer
holomorphen Funktion mit isolierten Singularitdten kann man die Laurentreihen-
entwicklung nutzen. Der Koeffizient a_; der Laurentreihenentwicklung spielt eine
besondere Rolle, er wird Residuum genannt.
Es sei f : Ko ,r(20) — C eine holomorphe Funktion und

o0

flz) = Z an(z — 2z0)"

n=-—oo
ihre Laurentreihe. Der Koeffizient a_q1 =: Res(f, zo) heifit Residuum von f in zg.
BEMERKUNG 15. Ist f holomorph in zq, so gilt Res(f,20) = 0.

THEOREM 24 (Bedeutung des Residuums). Wenn f : Ko r(z0) — C holo-
morph, f(z) =" an(z — 20)" die Laurentreihenentwicklung von f um zg und

n=—oo

0 <r < R ist, dann gilt fiir die Kurve vy, mit v,.(t) = 2o + re® fiir t € [0,2x]:

271'2/ 1z

BEWEIS. Die Aussage folgt aus der Vertauschbarkeit von Integration und Sum-
mation und den Grundintegralen in Beispiel 3.2.3:

/f dzf/ an(z — 20)"dz = Z an/ z — 29)"dz = a_12mi.
¥

T n=—00 n=—oo



5. ISOLIERTE SINGULARITATEN UND RESIDUENSATZ 97

5.5.1. Ablesen des Residuums in der Laurentreihe. Die Funktion f(z) = e!/*
hat eine isolierte Singularitét in zy = 0. Die Laurentreihenentwicklung der Funktion
f ist einfach zu bestimmen. Das Residuum kann man dann aus der Laurentreihe
ablesen. Es gilt

=1 /1" X1, 1

n=0

5.5.2. Bestimmung des Residuums durch Partialbruchzerlegung. Die Funktion
f(z) = 1 + —— hat isolierte Singularititen, Pole erster Ordnung, in zg = 44, denn

22 +1 = (2 —i)(z + 4). Eine Partialbruchzerlegung mit komplexen Koeffizienten
fithrt zu

1 1 IRV LY_ i 1 i 1
1+22 (z—i)(z+14) 2i\z—i z+i) 2 z—i 2 z+i
Da der erste Summand in zy = —i holomorph ist, gilt Res(f, —i) = i/2. Da der
zweite Summand in zg = ¢ holomorph ist, gilt Res(f,i) = —i/2.
5.5.3. Division von Potenzreihen. Die Funktion f(z) = (cosz — 1)1 hat iso-

lierte Singularititen in den Nullstellen des Nenners h(z) = cosz — 1. Da cosz =
$(e + e7'%) gilt fiir z =z + iy

cosz=1s (% +1) =0ee Y =1 y=0und v =2knr, k € Z.
Die Nullstellen des Nenners sind doppelt, da h'(2km) = —sin(2k7) = 0 fiir alle
k € Z und b’ (2km) = —cos(2kw) = —1 fiir alle k € Z. Die Funktion f hat also

Pole zweiter Ordnung in den Punkten z; = 2nx fiir k € Z.
Es gilt

3

=
x
I
M2
gL
3
M8

fiir alle k € Z.
Wir kénnen die ersten Koeffizienten der Laurentreihe f(z) = Y 00 5 an(z—2;)"
durch Koeffizientenvergleich in der Gleichung f(z)h(z) = 1 bestimmen. Da

1:(G_Q(Z—Zk)_2+a_1(2—2k)_l+a0+...)( (2 QZk)2 (2—4'%) —)
=22 o a) + (B -5 G- m)

gilt a_9 = —2 und a_; = Res(f, zx) =0 fiir alle k € Z.
5.5.4. Residuumformel in Polstellen. Will man das Residuum in einer Polstelle
bestimmen, so kann man Theorem 23 und Formel 92 benutzen:

e Die Funktion f(z) = 7 +z2 hat isolierte Singularitéten, Pole erster Ord-
nung, in zy = i (siehe Abschnitt 5.5.2). Mit m = k = 1 folgt

9(2) = (= )f(:) = ——. Res(f.i)=gi) = 5= (:0=1)

z+1
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und
: 1 _ _ 1
o) = (24 )f(:) = . Res(f.—i) = g(-3) = —
e Die Funktion f(2) = —2— hat Polstellen zweiter Ordnung in z; = 2nm

cosz—1

fiir k € Z (sieche Abschnitt 5.5.3). Es folgt

1
J— P 2 =
g(z) = (Z Zk) f(z) 2;1.021 ((—2711))' (z - Zk)zn—z

(20 = —1)

und mit g = %

N

h(z) = Z m(z —zp)?", W (z) = Z

n=0 n=0

(—1)"*+12n

2n 1 2) o

(z — 2

und

(0 =~ Rt = ) =~ 2 -

Insbesondere 148t sich fiir rationale Funktionen das Residuum in einer Polstelle

erster Ordnung leicht mit Hilfe des folgenden Lemmas bestimmen.

LEMMA 8. Wenn f = ¥ in 2y einen Pol erster Ordnung hat, q und h in zo
holomorph sind und q(z) # 0, dann gilt

(93) Res (%,20) = g’((?o)).
BEWEIS. Aus Satz 23 folgt
o = w)le)
9(2) = h)
g B 0a) (e e
Res(f7 ZO) = g( 0) zl_wo h(z) z1—>zo h’(z)
4@+ al)
z—20 h'(2) W (z)

O

5.6. Residuensatz. Die Berechnung von komplexen Kurvenintegralen 148t
sich auf die Berechnung von Residuen reduzieren.

Wir berechnen komplexe Kurvenintegrale von Funktionen mit isolierten Singu-
laritdten. Auf der Kurve darf keine dieser Singularitéiten liegen, aber das von der
geschlossenen Kurve berandete Gebiet kann Singularititen der Funktion enthalten.

THEOREM 25. Es seien z1,...,%, € D C C endlich viele Punkte, f : D\
{z1,. -+, zp}_—> C holomorph, G C D eine beschrinkte Menge mit stiickweise glat-
tem Rand, G C D und z; ¢ 0G fiir alle j. Dann gilt

(94) f(z)dz=2mi Y Res(f,z).
oG j:z; €G

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus der Anwendung des Cauchyschen Integral-
satzes auf G\ US_; K.(2;) mit kleinen Kreisscheiben K.(z;) = {2 : [z — 2| < ¢},
die einander nicht iiberschneiden, und Satz 24.
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In Beispiel 5.5.2 haben wir die Residuen der Funktion (14 22)~! berechnet. Die
Kurve y(t) = 2¢" fiir t € [0, 2] berandet die Kreischeibe K2(0) = {z : |2| < 2}, die
beide Postellen +i enthilt. Es folgt

1 1 1 1 1 1
——dz =R —, 1 R —, | == +—=0.
2mi ), 1+ 22 ? es<1+Z2,z> * eS<1—|—22 Z) 2 T o

Fiir jede geschlossene Kurve +, die die Polstelle ¢ genauso oft positiv orientiert
umrundet wie die Polstelle —i gilt f 1+ 2%)71dz = 0. Jede geschlossene Kurve
in C\ {iy : |y| < 1} hat diese Elgenschaft da sie die Strecke {iy : |y| < 1} nicht
kreuzen darf. Darum besitzt die Funktion (1 + 22)~! auf C \ {iy : |y| < 1} eine
Stammfunktion.

Die Kurve 7(t) = i+ ¢ fiir t € [0, 27] berandet die Kreischeibe {2 : |2 —i| < 1},
die nur die Postelle i enthilt, die Polstelle —i jedoch nicht. Es folgt

1 1 1
/ T2 ———dz =2miRes <1+22,z) = 277@'% =.

5.7. Berechnung uneigentlicher reeller Integrale. Man kann das reelle
Integral fab f(z)dz fiir ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R und eine reellwertige
Funktion f : [a,b] — R als komplexes Kurvenintegral verstehen.

Wenn eine Funktion f : D — C mit [a,b] C D existiert, sich f also auf eine
Umgebung des Intervalls [a,b] in C fortsetzen 148t, so gilt f,y f(z)dz = f; f(®)dt fir
die Kurve 7 : [a,b] — C mit v(t) = t.

5.7.1. Uneigentliche Integrale rationaler Funktionen.

THEOREM 26. Es seien p,q Polynome mit degq > 2 + degp und q(x) # 0 fir

alle x € R. Wenn z1,..., 2y, die komplezen Nullstellen des Polynoms q(z) sind,
dann gilt
e (5)
95 / dx = 2mi Res
( ) o0 q(SU \SZZ>O

BEWEIS. Wir setzen f = B Da degq > 2 + degp, existiert eine Konstante
M € R mit |f(z)] < 2 und |f( )| < M 1z fir allez € R und z € C.
Das uneigentliche Integral f_oo f(z)dx konvergiert absolut, weil
/ |f(x)]|dx < M/ v %de = M-z = —a'M

und
/ x)|dx < M/ “2dr = M[-2z7 ' =b"'M
b

fiir alle @ < b und lim,_,_ oo —a~*M = limp_ oo b1 M = 0.
Nachdem die Existenz des uneigentlichen Integrals gesichert ist, konnen wir

den Wert als
o) R
/ @dx = lim @dm‘
—oo 4() R—co J_pg q(z)

berechnen.
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Mit 7 : [=R, R] — C, m(t) = t, 72 : [0,7] = C, 72(t) = Re, und v = 71 + 72
eine geschlossene Kurve (der Rand des Halbkreises) gilt

Lmdz_gwi > Res(f(2).2)

q(Z) SZJ‘ >0
M

p(2) | ity P i " g "M
/72 q(z)dz‘ = /O f(Re™)Rie tdt' < R/O | (Re™)|dt < R/O mit=7

falls der Halbkreis {z : Sz > 0, |2| < R} alle Nullstellen mit Jz; > 0 enthilt. Wenn
man R grofl genug wihlt, ist dies der Fall, weil ¢ nur endlich viele Nullstellen hat.
Nun folgt die Gleichung fiir R — oo, da sich die Summe der Residuen fiir grofie R

nicht mehr éndert. O
Beispiele:
e Die Funktion f(z) = ﬁ erfiillt die Vorraussetzungen des Satzes 26,

denn fiir p(r) = 1 und ¢(z) = 1 + 2? gilt degp = 0, degqg = 2 und
q(x) # 0 fiir alle z € R. Die komplexen Nullstellen des Polynoms 1 + 22
sind =+i. Nur fiir ¢ gilt S > 0. Das Residuum der Funktion f(z) in ¢ haben
wir schon in Beispiel 5.5.2 berechnet. Es folgt

> 1 P 21 o L
[m md:ﬂmeRes((l+Z )", 1) *27”27- =

e Die Funktion f(z) = ﬁ erfiillt die Vorraussetzungen des Satzes 26,
denn fiir p(z) = 1 und ¢(z) = 1 + 2* gilt degp = 0, degqg = 4 und
q(x) # 0 fiir alle z € R. Die komplexen Nullstellen des Polynoms 1 + z*
sind z; = e™/4e"™/2, Nur fiir j = 0,1 gilt 2z; > 0. Es gilt fiir die Polstellen
erster Ordnung z;

Res ( 1 ) _ 1 ie—iWB/4e—i7rj3/2

1+ A7 425’
und
° 1 1 1 T )
dr = 2mi | — ) = 27 —im3/4 1 —im3/2
/_00554+1m ”Z(4z3+4z§) e e
_ %Z(efiws/zx + efiTr9/4) _ %Z(efiw?)/zl + efml/4)

m(_V2 V2 V2 V2
2 2 2 2 2 | V2
5.7.2. Integrale von f(z)sin(ax) bzw. f(x)cos(ax) ohne Singularititen.

THEOREM 27. Es seien o > 0, f eine holomorphe Funktion mit endlich vielen
Singularititen z1, ..., 2m. Wenn lim ;o f(2) = 0 und z; ¢ R fiir alle j, dann gilt

(96) /jo f(x) cos(ax)dr = R | 2mi Z Res (f(z)e"**, zj)

Fz; >0
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(97) /:’o f(z)sin(az)dr = S | 276 Z Res (f(z)eiaz7 %)

Sz >0
BEWEIS. Wegen e'** = cos(axr) + i sin(ax) gilt

Ro Ra
f(x) cos(ax)de =R < f(x)emzdﬂc>
—Ry Ry

Ry Ra2
f(z)sin(az)dx = S ( f(x)emxdx> .
—Rq Ry

Nun wahlen wir Ry, R so grof3, dass das Rechteck
Qi={z=z+iy:zc[-Ri, Ra],y € [0, R1 + Ry]}
alle Singularitéten mit Sz; > 0 enthélt. Dann gilt mit
Y2(t) = Ry +it (0 <t < Ry + Ry)

’)/3(t) = ’L(R1 + Rg) —t (—Rg <t< R1)
’74(t) = 7R1 —at (7R1 - RQ S t S O)

/R2 f(z)e*dx = (2)e'**dz — i / f(2)et**dz

—Ry 0Q m=2"Y Tm

4
= 27i Z Res (f(2)e'*%, z;) — Z f(z)ei**dz.

Sz >0 m=2"YYm

Mit Hilfe der Bedingung lim|;| . f(2) = 0 kann man anzz s . f(2)ei**dz ab-
schdtzen und

4
lim Z f(2)e**dz =0

Ri,R2—00 o m
zeigen. O

Zum Beispiel erfiillt die Funktion f(z) = ﬁ mit a > 0 die Voraussetzungen

des Theorems 27. Die Funktion ;217:; besitzt Pole erster Ordnung in +ia. Nur
z1 = ai liegt in der oberen Halbebene. Es folgt

0 iz (i) —a?
/ cos(ar) g (2miRes (S ia)) = % (2miC ) = T
oo @2+ 22 a? + 22 2(ic) e

Da cos und f gerade Funktionen sind, kann man auch

/°° co:(axg de — 1/"0 cos(ozx)dx _me
0 a2+ 2 J_o a2+ a2 2

berechnen.
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5.7.3. Integrale von f(x)sin(ax) bzw. f(x)cos(ax) mit Singularititen. Hat ei-
ne Funktion f wie in Theorem 27 doch Singularitéiten auf der reellen Achse, so kann
man dhnliche Integralformeln beweisen, falls es sich nur um Pole erster Ordnung

handelt.
THEOREM 28. Es seien o > 0, f eine holomorphe Funktion mit endlich vielen

Singularititen z1,...,2m € R und x1,...,2, € R. Wenn lim|, | f(2) = 0 und
die Singularititen x; € R fir alle j Pole erster Ordnung sind, dann gilt

(98) /_00 f(z) cos(ax)dx

=R | 2mi Z Res (f(2)e'**, z; —l—mZRes ', ;)

Fz; >0

und
(99) /_00 f(z) sin(az)dx

=S| 2mi Z Res (f(2)e'*, z —|—7mZRes €', ;)

%Zj >0

BEWEIS. Die zusétzlichen Beitrége ergeben sich aus den , Umwegen“~;(t) =
x; +ee t € [0,7]. Hat f in z; einen Pol erster Ordnung, so gilt

f(z)dz:/alz—xj —&—Zanz—x] dz
i i
:/al(z—xj dz—|—Z/ an(z —x;)"dz
Vi
:a_1/ se*”sie“dthZan/ neniteielt dt
0 o 0
- 1
_ n+1 n
_a,1w+§;0ans m((—l) —1).

Fiir € — 0 verschwindet der zweite Summand. O

BEMERKUNG 16. Fiir Pole hoherer Ordnung auf der reellen Achse funktioniert
dieser Ansatz nicht, weil das komplexe Kurvenintegral entlang +; fiir ¢ — 0 diver-
giert. In dem Fall existiert auch das uneigentliche Integral nicht.

Zum Beispiel erfiillt die Funktion f(z) = % die Voraussetzungen des Theorems
28 . Sie hat in 9 = 0 einen Pol erster Ordnung. Mit o = 1 folgt

o

/ ST g = I(miRes(e271,0)) = K(wiel) = 7.
x

-0
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5.8. Fouriertransformation mit Residuensatz. Fiir eine gegebene Funk-

tion f: R — R ist die Fouriertransformierte F'(f)(s) das uneigentliche reelle Inte-
gral

F(f)(s)

[ T )eiotat = [ T F(t) (cos(—st) + i sin(—st))dt
= /_OO f(t)(cos(st) —isin(—st))dt
_ /_ " F ) cos(st)dt — i /_ " b () sin(st)dt.

Die beiden Summanden lassen sich mit Hilfe des Residuensatzes berechnen (siehe
Theorem 27 und Theorem 28). Die dort auftretenden Singularititen hiingen nur
von der Funktion f ab. Die Residuen der Funktion f(z)e*** sind aber auch vom
Parameter s abhéangig. Mit

(100) u(s):=2mi Y Res(f(2)e"*,2;) +mi Yy _ Res(f(2)e* x;)

S(Zj)>0

folgt wegen sin(st) = — sin(—st)

u(s) s>0
(101) F(£)(s) = { R(u(0) 5 =0
u(]s]) s<0

Beispiele:

e Die Funktion f(t) = GQ—}HQ mit @ € R, a > 0, hat Pole erster Ordnung in
+ia. Nur der Pol ia liegt in der oberen Halbebene. Daraus folgt

elsz eis(ia) e—sa T
Res < = = , u(s)=—e™%
a

a2+ 227" 2(ia) 2ia
und
e % 5>0
— s — _T —als|
F(f)(s)=4% S—O—Ee .
Te'  s<0

e Die Funktion f(t) = x5 mit a € R, a > 0, hat Pole erster Ordnung in
+ia. Nur der Pol ia liegt in der oberen Halbebene. Daraus folgt

sa

PP ) (ia)eis(ia) e—sa o
Res (MJCL) = ) =5 u(s) = mie
und

—mie** s>0
F(f)(s)=40 s=0.

;s »Sa

Tie s<0
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5.9. Inverse Laplacetransformation mit Residuensatz. Fiir eine stiick-
weise stetige Funktion f : [0,00) — R, die die Ungleichung |f(t)] < Me°! fiir
alle t > to mit Konstanten ty, M,o > 0 erfiillt, ist die Laplacetransformierte das
uneigentliche Integral

L(f)(z) = /000 ft)e #dt, R(z) > o.

Die inverse Laplacetransformation 148t sich mit Hilfe eines komplexen Kurveninte-
grals beschreiben:

LEMMA 9. Wenn f zusdtzlich stickweise glatt ist, dann gilt

ft) = 2%”/ L(z)e*tdz, T>0, v ={z:R() =1}

-

BEWEIS. Setzt man f durch f(¢) = 0 fiir alle ¢ < 0 zu einer Funktion f : R — R
fort, so gilt mit g(t) = f(t)e™ ™

L(z) = /_OO f(t)e =tat

L(t +iy) = /_OO F(t)e=Hmtgy = /_°° f(t)e™ e dt = F(g)(y).

Daraus folgt mit Hilfe der Umkehrformel fiir die Fouriertransformation

g(t) ! / N F(y)e™'dy

:% .

1 [ : 1 [ ;
_ Tt iyt Tt _ . (T41iy)t
£ =90 = 5 [ F@ertertay = 5 [ L ity
1 e - 1
= 5 | L e iy = / Le)etds,
weil v, (y) = iy fir y € R und . (y) = i. O

Auch dieses komplexe Kurvenintegral entlang einer unendlich langen Kurve
kann man, wenn einige Bedingungen erfiillt sind, mit Hilfe des Residuensatzes be-
rechnen.

THEOREM 29. Wenn L(f)(z) in C\{z1,...,2m} holomorph ist, R(z;) < T fir
ein T > o und lim|;|_ L(z) = 0, dann gilt

(102) f@) = ZRes (L(2)e™, z;) .

BEWEIS. Weil L nur endlich viele Singularitdten hat und nahe oo beschrinkt
ist, ist L holomorph in co und kann nahe oo durch eine Potenzreihe in 1/z beschrie-
ben werden. Da limy,|_, L(z) = 0, gilt L(1/z) = > ", anz~" fiir |z| > R. Daraus

folgt lim|,| o 2L(2) = a1 € C. Falls a; # 0, so gilt lim|,|_ zL(z) = 0 fiir
L(z) == L(2) — c(z — 20) " = L(2) — cL(e*™?)(z)

mit beliebigem, festen zy € C. Man kann also lim|,|_, 2L(z) = 0 voraussetzen.
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Fiir einen geschlossenen Weg v = 1 + v2 mit v, (t) = 7 + it fiir t € [ R, R]
und y2(t) = Re fiir t € [a, §] fiir geeignete a, 3 € R und R grof} gilt

/ L(z)e*dz = 2mi ZReS (L(z)e*, z;)

j=1

lim L(z)ethz:/ L(z)e*'dz

R—oo /oy -

lim L(z)e*dz = 0,

R—o0 2

denn

B8 4 4 B
= / L(Re™)e ) Reti dt| < / |L(2(s))| ReRO2()¢ gt
« «

/ L(z)e*'dz
72

B
< eTt/ |L(v2(s))|Rdt < €™ (B — a)e < e""2re,
falls R so grof ist, dass |L(v2(s))v2(s)| = |L(y2(s))|R < €. O

Zum Beispiel hat die Funktion L(z) = m Pole erster Ordnung in z =
+2i—1,da 22 +22+5 = (24 1)? + 4. Es gilt auch lim,|_,o, L(z) = 0. Daraus folgt

o7t o(E2i—1)t p(E2i—1)t
Res| =——,£2i— 1| = - = -
2 +2245 2(£2i — 1) +2 4
und, da #(£2i — 1) < 0,
(2i—1)t (—2i—1)t —t 20t _ ,—2it in(2t
e e e te e sin
f)= S+ S = G e = T e
43 -4 2 27

6. Gebrochen lineare Abbildungen - M&biustransformationen

Wir betrachten Funktionen der Form
b
(103) f(z) =2

cz+d
Die Funktion f ist fiir alle z € C mit cz+d # 0 definiert und als Quotient zweier Po-
lynome holomorph. Die Bedingung (¢, d) # (0, 0) sichert, dass das Definitionsgebiet
der Funktion nicht leer ist.
Eine gebrochen lineare Funktion ist als Quotient zweier Polynome holomorph
auf ihrem Definitionsgebiet.

e Wenn ¢ =0, so ist f fiir alle z € C definiert.
e Wenn ¢ # 0, so besitzt f in z = —d/c eine isolierte Singularitét.
— Ist —d/c auch Nullstelle des Zahlers, also a(—d/c) +b =0, so hat f
in —d/c eine hebbare Singularitit und f ist konstant:

mit a,b,c,d € C und (¢, d) # (0,0).

az+ad/c a

& =—va =%

— Ist —d/c keine Nullstelle des Zihlers, also ad — bc # 0, so hat f in
—d/c eine Polstelle erster Ordnung,.
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6.1. Fortsetzung zu einer Abbildung C Uco — C U oco. Wenn ¢ =a =0,
dann ist f eine konstante Funktion und es gilt lim,_,, f(2z) = b/d.

Wenn ¢ = 0 und a # 0, so ist die Funktion f eine lineare Funktion und es gilt
lim, ;| [ f(2)] = co. Man kann f(oo) = oo setzen.

Wenn ¢ # 0 und ad — bc = 0, dann ist f eine konstante Funktion und es gilt
lim, o f(2) =a/c.

Wenn ¢ # 0 und ad — be # 0, dann ist f auf C \ {—d/c} holomorph und
besitzt in —d/c eine Polstelle erster Ordnung. Dann gilt lim,_,_4/.|f(2)| = co und
lim|;| o f(2) = a/c. Man kann f(o0) = a/c und f(—d/c) = oo setzen.

BEMERKUNG 17. Uberdeckt man CUoo = Uy UU; mit zwei komplexen Karten
Up = C und U; = {z # 0}U{o0}, so macht der Kartenwechsel Uy \ {oco} — Up\ {0},
z + 1/z, zu einer komplexen Mannigfaltigkeit. Die oben definierten Fortsetzungen
der linearen gebrochenen Funktionen sind holomorphe Abbildungen auf dieser Man-
nigfaltigkeit.

6.2. Zerlegung in Streckung, Verschiebung und Inversion. Wir be-
trachten nicht konstante, gebrochen lineare Funktionen, also ad — bc # 0.
6.2.1. Verkettung gebrochen linearer Abbildungen. Es seien
a1z + by asz + ba
fle) =22 o
c1z +dy c2z + do
zwei nicht konstante, gebrochen lineare Funktionen. Thre Verkettung
arz+b1\ 02%‘1‘1)2
c1z + dy N Co arz+by + do

(9o f)(z) =9g(f(z) =g
c1z+dy

- ag(alz + bl) + bg(clz + dl) . (a2a1 + bgcl)z + a2b1 + b2d1

a cz(alz + bl) + dg(clz + dl) (Cgal + dgcl)z + coby + dody
ist wieder eine nicht konstante, gebrochen lineare Abbildung (az + b)/(cz + d) mit

und ¢(z) =

a = asa; + bacy
b= a2b1 + b2d1
c = coaq + dacy
d= Cgbl + dgdl,
denn
ad — bc = (a2a1 + bgCl)(Cle + dgdl) — (a2b1 + bgdl)(CQCll + dgcl)
= a2a162b1 + a2a1d2d1 + bgclcgbl + bQCldel
— agbicaar — agbidacy — badicaay — badidacy
= agdg(aldl — blcl) + b262(01b1 — aldl) = (CLQdQ — bQCQ)(aldl — blcl) 75 0.
6.2.2. Einfache gebrochen lineare Abbildungen. Die Streckungen S, (z) := az
mit a # 0, d = 1, b = ¢ = 0, die Verschiebungen V,(z) = z + b mit a = d = 1,
b € C und ¢ = 0 und die Inversion I(z) = 1/z, also a =d =0 und b = ¢ = 1, sind
spezielle gebrochen lineare Transformationen, die man gut versteht.
6.2.3. Zerlegungssatz. Jede nichtkonstante, gebrochen lineare Funktion ist eine

Verkettung von Streckungen, Verschiebungen und Inversionen.
Wir betrachten eine nichtkonstante, gebrochen lineare Abbildung

az+b

mit ad — bc # 0.
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Wenn ¢ = 0, so entsteht f aus einer Streckung und einer Verschiebung:
a
—=Z

f&) =224 2 =iy (2

d d
Wenn ¢ # 0, so gilt
az+b %(cz+d)—2d+b a bec—ad 1
f(z) = = =—+—"
cz+d cz+d ¢ c z+d/c

= a/c(S(bc—ad)/c2 (I(Vd/c(z)))) = (Va/c © S(bc—ad)/c2 olo Vd/c)(z)

) = Vb/d(Sa/d(Z)) = (Vb/d o Sb/d)(z)

6.3. Umkehrbarkeit. Wir suchen eine Umkehrfunktion einer nichtkonstan-
ten, gebrochen linearen Funktion.

6.3.1. Lokale Umkehrbarkeit. Die komplexe Ableitung der Funktion f ist

iy alcz+d)—(az+b)c  ad—bec
1z = (cz +d)?  (ez+d)?

Es gilt genau dann f’(z) # 0 fiir alle z im Definitionsgebiet, wenn ad — be # 0. Aus
der Ungleichung ad — be # 0 folgt (a,d) # (0,0). Jede nichtkonstante, gebrochen
lineare Funktion ist lokal umkehrbar.

6.3.2. Wertebereich. Fiir eine gegebene komplexe Zahl w hat die Gleichung
f(z) = w die Losung

b dw—b
w:az—i— Scwztdw=az+bs z(a—cw)=dw—-be z= v
cz+d

falls w # a/c. Dies bedeutet f(C\{—d/c}) = C\{a/c}. Allerdings gilt f(c0) = a/c
und f(—d/c) = co. Zusammengefasst f(C Uoo) = C U oo.

6.3.3. Globale Umkehrfunktion. Die globale Umkehrfunktion der gebrochen li-
nearen Funktion f ist wieder eine gebrochen lineare Funktion
dz—b
—cz+a’

—cw+a’

(104) fti{zeC:z#a/c} -C, fl2)=

Insbesondere gilt f~1(co0) = —d/c und f~!(a/c) = oo.

6.4. Matrizenschreibweise. Jeder gebrochen linearen Funktion kann man
eine komplexe 2 x 2-Matrix zuordnen:

a b az+b z
A_<C d), fA(Z)_CZ+d_A<1>
Die Funktion f4 ist genau dann nicht konstant, wenn det A = ad —bc # 0,
also die Matrix A invertierbar ist.
Fiir alle A #£ 0 gilt faa = fa.
Aus Abschnitt 6.3.3 folgt, dass f4—1 die Umkehrfunktion von fy ist.
e Aus Abschnitt 6.2.1 folgt fa o fg = faB.

6.5. Mobiustransformationen. Die Bilder von Geraden und Kreisen unter
nichtkonstanten, gebrochen linearen Funktion sind Geraden oder Kreise. Da sich
jede nichtkonstante, gebrochen lineare Funktion als Verkettung von Streckungen,
Verschiebungen und Inversionen schreiben l&8t, muss diese Behauptung nur fiir
Streckungen, Verschiebungen und die Inversion bewiesen werden.
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ABBILDUNG 9. Bilder von Kreisen und Geraden bei einer affinen Abbildung

6.5.1. Affine Abbildungen. Wir betrachten Funktionen der Form f(z) = az+b

mit a,b € C und a # 0.
Jede Gerade in C kann durch v(t) = zp + wot fiir ¢ € C mit zg,wg € C und

wg # 0 parametrisiert werden. Nun gilt

f(y(®) = a(zo +two) +b = tawp + (azg +b) = twy + 21 mit wy = awo, 21 = azo+>b.
Jeder Kreis in C besitzt eine Parametrisierung der Form ~(t) = 2 + roe’ fiir

0 <t <27 mit zg,79 € C und rg # 0. Nun gilt

f(y() = alzo+roe)4+b = (azg+b)+arge = 2z +rie’ mit r, = arg, 21 = azg+b.

Abbildung 9 zeigt die Geraden
e y =z + 1 mit der Paramentrisierung v (t) = —1 + ¢(1 + 1),
e y = x mit der Paramentrisierung - (¢) = t(1 + ),
e y = (x +1)/2 mit der Paramentrisierung v, (t) = —1 + ¢(2 + 4),
den Kreis um (1, 1) mit Radius 1, definiert durch die Gleichung (x—1)?+(y—1)? = 1,
und die Bilder dieser Objekte unter der Abbildung f(z) = 2z + 2 — 3i. Es gilt

F(t) = 2(—=1 4 t(1 +1)) + 2 — 3i = —3i + 12(1 + )
F(a(t) = 2t(1 + i) + 2 — 3
Fya(t) = 2(=1 + (2 + 1)) + 2 — 3i = —3i + 2t(2 + ).

Das Bild des Kreises (x—1)24(y—1)? = 1 ist ein Kreis um f(1+i) = 2+2i+2—3i =
4 — 4 mit Radius 2. Man erkennt gut, dass sich der Schnittwinkel der verschiedenen
Kurven unter der affinen Abbildung nicht &ndert.
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y 2y-x=2, -2+(2+i)t
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ABBILDUNG 10. Bilder einer Geraden bei komplexen Streckungen

Abbildung 10 zeigt Bilder der Geraden y = z/2 + 1 mit der Parametrisierung
v(t) = =24 t(2 + @) unter verschiedenen Streckungen mit komplexen Faktoren.

6.5.2. Inversion von Geraden. Eine Gerade in C = R? ist Losung der Gleichung
az + By = v mit (o, B) # (0,0). Fiir z = x + iy gilt

1 1 1

— 3 -1 _
; T2 ¥ yg (l‘, _y) ) also (l‘,y) ) + y2 (Z‘, _y)
Aus der Geradengleichung wird
x y
Y22 ﬂx2+y2_7

az — fy = y(a® +y°)
e Wenn v = 0, dann wird die Geradengleichung ax + By = « unter der
Inversion zu der Geradengleichung ax — By = 0.
e Wenn v # 0, dann fithrt quadratische Ergdnzung zu der Kreisgleichung

:132—%:54-342—&—@:0
Y Y

2 2 2 2
o B\ o?+p
(m) *(“m) T Tz

Abbildung 11 zeigt die Bilder der Geraden y = 1 (rot), y = —1 (griin), y = «
(blau), y = /2 (tirkis), y = (z + 1)/2 (lila) und y =  — 3 (orange) bei Inversion,
also der Abbildung f(z) = 1/z. Nur die Geraden durch den Ursprung (z.B. blau
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ABBILDUNG 11. Inversion von Geraden in Geraden oder Kreise

und tiirkis) werden in Geraden abbgebildet. Die anderen werden zu Kreisen durch
den Ursprung.

6.5.3. Inversion von Kreisen. Ein Kreis in C = R? ist Losung der Gleichung
(x —20)? + (y — yo0)? = r¢ mit xg,y0,70 € R, 19 > 0. Fiir 2z = x + iy gilt

1 1 1

-—= ——(z,— ’1 , -1_ _ -
(z,—y) , also (z,y) R

e 2132 _|_y2 (:E,_y)'

Aus der Kreisgleichung wird

2 2
€z -y 2
T, AN R
(xQ +y? O) i <x2 +y? yo) ’

2 2

x _ 2axg Yy 2yyo
(IIJZ +y2)2 II,'2 +y2 (1172 _|_y2)2 1172 _|_y2
1+ 2yyg — 2xx0 + (xg + y(z))(yﬁ2 + y2) = r%(wz + yz)

+ x5+

e Wenn 72 = 22 + y2, dann wird aus der Kreisgleichung durch die Inversion

die Geradengleichung 2ygy — 2xgzx = —1.
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ABBILDUNG 12. Inversion von Kreisen in Kreise oder Geraden

e Wenn 72 # x3+y2, dann wird aus der Kreisgleichung (z—x0)?+(y—0)? =
r¢ durch Inversion die Kreisgleichung

1= —2yyo + 2zxo + (r§ — x5 — y5)(@” +°)

1:(m+%)+(y_ Yo >_ 25 + %o
T — 28— Yo T — 28— Yo TS — 8 — Yo (rg — =5 — ¥3)?

2 2
" _ ___To _ Y%
mr - i) e
Abbildung 12 zeigt die Bilder der Kreise 22 +y? = 1 (schwarz), (z—1/2)?+y? = 1/4
(rot), (z —2)? + (y + 1)? (blau) und (x + 4/3)% + (y — 1)? = 25/9 (griin) bei
Inversion, also der Abbildung f(z) = 1/z. Nur die Kreise durch den Ursprung

(rot und griin) werden in Geraden abgebildet. Die anderen bleiben Kreise. Der
Einheitskreis (schwarz) wird auf sich selbst abgebildet.




