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Zusammenfassung — Abstract

Arithmetiken fiir komplexe Kreise. Drei EinschlieBungskreise werden definiert fiir Mengen, die bei
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division komplexer Kreise entstehen. Die algebraische
Struktur der dadurch erzeugten Arithmetiken und die Radien der EinschlieBungskreise werden ver-
glichen. Neben zwei von N. Krier [5] dargestellten Arithmetiken sind die kleinsten EinschlieBungs-
kreise angegeben, durch die die algebraische Struktur von P(C) voll erhalten bleibt (,,optimale
Kreisarithmetik*‘). Bei der Berechnung einer inversen Matrix mit Arithmetiken fiir komplexe Kreise
und achsenparallele Rechtecke werden Fehlerschranken und Rechenzeiten angegeben.

Arithmetic Procedures for Complex Circles. Three enclosing circles are defined for sets that are
obtained by addition, subtraction, multiplication and division of complex circles. The algebraic
structures resulting from these arithmetic procedures and the radii of the enclosing circles are com-
pared. In addition to the two arithmetic procedures described by N. Krier [5], the smallest enclosing
circles are defined which preserve the algebraic structure of P(C) (“optimal circular arithmetic’).
Calculations of an inverse matrix are made by arithmetic procedures for complex circles and
axially-paralliel rectangles, and the error bounds and computation times are compared.

1. Problemstellung

Die im Korper der komplexen Zahlen C definierten Operationen Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division induzieren entsprechende Operationen in
P (C), der Potenzmenge von C, die wir wie die Operationen in C durch die Symbole
+, —, - und : kennzeichnen.

Definition 1:

Fir A, BeP(C)und xe{+, —, ., :}seid«B:={axb|ac ArbeB}.

Die Division A : B ist nicht erklirt, falls 0 e B. Als Inversion bezeichnen wir den
Ubergang von Bnach B"!:=1:B.

Die imagindre Finheit in C sei i _gnit i?=—1, und ein Querstrich iiber einer
komplexen Zahl kennzeichne den Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl.

Da die Teilmengen mit einem Element und die komplexen Zahlen isomorph sind,
identifizieren wir {¢} mit ¢ fir alle ceC. (Vgl. zu Satz1 [6], S.55 und [1],
S.455)



300 M. Hauenschild:

Satz 1:

Die durch Definition 1 erzeugte algebraische Struktur auf P (C) hat folgende
Eigenschaften:

1. Addition und Multiplikation sind kommutativ und assoziativ.

2. Es gilt das Subdistributivgesetz
A-(B+C)=A-B+4.-C.
Fiir A=ayilt a-(B+C)=a-B+a-C.

3. Fiir alle definierten Operationen gilt die Inklusionsmonotonie, d. h.
Ax*BcC=D, falls A<C und B&D.
Damit gilt die Inklusionsmonotonie fiir beliebige rationale Ausdriicke.

4. Die Neutralelemente sind 0 € C fiir die Addition und 1 € C fiir die Multiplikation.

5. Inverse Elemente existieren nur fiir Teilmengen mit einem Element, d. h. fiir
c € € (¢ #0 bei der Multiplikation).

Als Teilmenge von P (C) definieren wir die Menge der (komplexen) Kreise K (C).

(Vgl. [5],S.7)

Definition 2:

Essei K (C):={Z=[z;r] | ze CAreR, r=0}. Dabei ist
Z=[z;r]:={ceC||c—z|<r}
der (komplexe) Kreis mit dem Radius 7 (£): =r und dem Zentrum z (Z): =z.

C st Teilmenge von K (C). Bei der Verkniipfung zweier Kreise nach Definition 1
entstehen in den folgenden Fiéllen wieder Kreise. (Vgl. [3], S. 308 und [5], S. 10 ff)
Satz 2:

FirZ,Z,,Z, € K (C) erhalten wir
1. Z,+Z,=[z,+z,;r; +71,].

z r
2. Z'1=|: _Z 5 —— 2}falls | z|>r.
zZ—1r* zZ—r
3. Z,-Zy=[z125; |2, | ry+125 | v+ 1,], falls 2, =0 oder r, =0 fiir mindestens
ein k.
4. lezz=[ 25 alntihntn rl} falls | 2, |>r, und 2,=0 oder
Zy Z,— 15 ZyZ,—T5

=0 fiir mindestens ein k.

Die im folgenden definierten EinschlieBungskreise sollen die bei der Verkniipfung
komplexer Kreise nach Definition 1 entstehenden Mengen enthalten. Wenn
z,+=0<r, fiir k=1, 2, erhalten wir bei Multiplikation und Division zweier Kreise
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kein Element aus K (C). Vor der Berechnung der EinschlieBungskreise miissen
wir diese Mengen untersuchen. Die Division werden wir stets als Komposition
von Inversion und Multiplikation erkléren. Da nach Satz 1 fiir z, 0

[zy;7]- (225 72)=124 22'[1;%}'[1;%} .

gilt, konnen wir uns auf den Spezialfall [1;a]-[1;b] mit 0<aq, b beschrianken.

Wir definieren nun drei Ansétze fiir EinschlieBungskreise.

Definition 3:

SeiZ,,Z,eK(Clund=e {+, —, -, : }. Dann bestimmen die folgenden Operationen
Arithmetiken fiir (komplexe) Kreise:

. Z\AZ,:=A(Z *Z,) erzeugt dic minimale Kreisarithmetik. Dabei ist
A(Z, = Z,)der Z, * Z, enthaltende Kreis mit minimalem Radius.

2. Z,®Z,:=0(Z,+Z,) erzeugt dic optimale Kreisarithmetik. Dabei ist
O (Z,xZ,) der Z, * Z, enthaltende Kreis mit minimalem Radius, der ent-
halten ist in dem Kreis [O;sup {|c| | ce Z, = Z,}].

3. Zi(x)Z,:=() (Z,*=Z,) erzeugt diec zentrierte Kreisarithmetik. Dabei ist
() (Z,%Z,) der Z, = Z, enthaltende Kreis mit minimalem Radius, dessen
Zentrum sich durch die entsprechende Verkniipfung der Zentren der Aus-
gangskreise ergibt, d. h. z (Z, (x) Z,)=z, * z,.

Soweit die Operationen nach Definition 3 mit denen nach Definition 1 iiberein-
stimmen, werden wir auch die einfachen Operationszeichen verwenden.

Die Arithmetiken nach Definition 3.1 und 3.3 hat N. Krier [5] dargestellt und
die erste optimal-abschitzende Kreisarithmetik genannt. Wir werden uns mit der
Arithmetik nach Definition 3.2 ausfiihrlicher beschiftigen.

2. Der Radius des kleinsten [1;a] - [1;b] einschliefenden Kreises
mit vorgegebenem reellem Zentrum

Wir bestimmen zundchst den relevanten Teil des Randes von [1;4a]:-[1;5b],
nidmlich den Durchschnitt des Randes mit dem Rand der konvexen Hiille. Er ist
ein Teil der Einhiillenden der Kurvenschar F (¢): = {(1+a¢e'®) (1 +be)|0 <y <27}
fiir 0 <¢ <2 7. Die Einhiillende ist Losung der Gleichung

(ly—11>—(a*+b>+a* b?))*=(2ab)* (1 +a*+b*+2 Re (y—1)). )

Die Symmetrie der Randkurve zur reellen Achse macht es sinnvoll, nur reelle
Punkte als Zentren vorzugeben. Aus (2) bestimmen wir den Abstand der Rand-
punkte y vom vorgegebenen reellen Zentrum y,, als Funktion des Realteils der
Randpunkte. Soweit die Ordnung der Gré8en g, b, 1 in R zu Fallunterscheidungen
fiihren wiirde, setzen wir u: =min {a, b, 1}, v:=med {a, b, 1} und w:=max {a, b, 1},
so daB stets 0<u < v<w gilt. Fiir den relevanten Teil der Randkurve erhalten wir
nach der Substitution x:=y—1
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ry, (Rex):i=]x—x,|

)

=} a*+b2+a? b*+x2—2x, Rex+2ab}/1+a*+b*+2Rex
fiir den Bereich x; <Re x <x;. Dabei ist
[ =3(l4+a*+b?), fallsw<u+v,
Xyi= (4)
uv—uw—ow, falls w>u+vo,
x3i=a+b+ab.

r,, ist stetig fiir x; <Re x <x, und zweimal stetig differenzierbar fiir x; <Re x <x;
mit negativer 2. Ableitung, also streng monoton fallender 1. Ableitung

d —xm1/1+a2+b2+2Rex+ab

Fy,, (Rex)= . (5)
d(Rex) Py, (Rex))/1+a>+b*>+2Rex

Den Radius R (x,,) des kleinsten [1; a] - [1; b] einschlieBenden Kreises um x, € R
erhalten wir dann als Maximum von r, _,.d. h.

R (x,):=max {r, (Rex)|x; <Rex<x,}.
R ist eine stetig differenzierbare Funktion des vorgegebenen reellen Zentrums
Xp=Ym— 1, die wir nur im Bereich 0 <x,,<uv=min {a, b, ab} betrachten wollen.

Falls 0<x , nimmt r, das Maximum in Re x=x; an, da die 1. Ab-

m ST T
1+a+b
leitung nicht negativ wird.

Falls &< X, <uv, wird r, maximal fiir Re x=2x,, d. h. fiir die Nulistelle

l+a+b
der 1. Ableitung von r, , die bestimmt ist durch
ab? PO
2x,<2Xx,:= . —(1+a”"+b%)<2x;. (6)

Den gesuchten Radius berechnen wir nun aus (3) und (6).

Satz 3:
Der Radius des kleinsten [1; a] - [1; b] einschlieffenden Kreises um das vorgegebene
reelle Zentrum x,, ist in den Bereichen A)0< x,, < ab und B) <X, <uv
1+a+b 1+a+b
bestimmt durch die stetig differenzierbare Funktion
A)r, (xz)=a+b+ab—x,
R (x,)= B 2 2 o1 (7)
B) 1y, (x2) =/ (1 +X,) (a2 %) (b7 +x) X,
mit der Ableitung
Ay -1
R (xm>={ | )
" B) (2 x5+ (14 a*+b?) x2—a? b?).

2 x5 R (x,)
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Minimalen Radius erhalten wir fiir die Nullstelle x, der 1. Ableitung mit
ab

———<xo<uv. Fiir x,,=x, gilt
t4+a+h 7° m=%o g

R (xo)=r,, (Xo)=|/3x3+2(1+a* +b%) xo+a*+b*+a? b2, 9)

3. Minimale Kreisarithmetik

Fiir die in Satz 2 aufgefiihrten Verkniipfungen zweier Kreise nach Definition 1
ist der minimale EinschlieBungskreis nach Definition 3.1 der in Satz 2 angegebene
Kreis. Fiir z,+0<r,, k=1, 2 erhalten wir bei Multiplikation und Division zweier
Kreise den minimalen EinschlieBungskreis aus (1) und (9),dastets Z,: Z,=Z, . Z; .

Satz 4:
Bei der Verkniipfung zweier Kreise nach Definition 3.1 (minimale Kreisarithmetik)
erhalten wir fiir z,+=0<r,, k=1,2
L ZAZy=[z1 2, (14%0); Bl 21 2, 1P x5+ 2 (1 21 25 1P+ 24 |2 73
iz P xo+ 2y 2+ 2, 12 1t +rird)t].
Dabei ist x, die positive Nullstelle des Polynoms P mit
P(x):=2|zy 2, x>+ (2, 2, P+ 2, P13+ 2, PP X =i rd
2. ZIAZ,=Z ANZ; .

3. Bei den dibrigen Verkniipfungen gelten die Formeln aus Satz 2.

Bei der minimalen Kreisarithmetik ist der hohe Rechenaufwand bei der Multi-
plikation und die Verletzung wesentlicher Strukturaussagen von Satz 1 unbe-
friedigend.

Es gelten nicht:

1. das Assoziativgesetz der Multiplikation,

2. das Subdistributivgesetz und

3. die Inklusionsmonotonie bei Multiplikation und Division.

Zu 3. bringen wir ein Beispiel. Sei Z,:=[i;1], Z,:=[2i;1.5] und Z,:=[0;2].
Dann gilt Z, = Z,, aber

ZAZ,=Z, AZ;'=[i;1]1A[-4i;9]=
[1.6091803524; 2.48177433841 £ [0; 4] =
[0;21A[-3i;81=2,AZ;'=Z, A Z,,
da
r(ZsAZy)~r(Z, AZy)<1519<1.609<|z(Z3 A Z,)—z(Z, AZ,)|.

Nach der Definition von Fischer ([2], S.T190) ist die Inklusionsmonotonie
notwendig fiir komplexe Intervall-Arithmetiken. Bei der Untersuchung von
Gegenbeispielen erkennen wir als wesentlichen Grund fiir die Verletzung der
genannten Strukturaussagen, daB fiir z, +0<r, k=1,2
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sup {|c||ceZ, A Zy}>sup {|c| | ceZ, - Z,) (10)

gilt. Deshalb betrachten wir nun den EinschlieBungskreis nach Definition 3.2,
durch den das Betragssupremum nicht vergroBert wird.

4. Optimale Kreisarithmetik

Die in Satz 2 angegebenen Formeln kdnnen wir auch fiir die optimalen Ein-

schlieBungskreise nach Definition 3.2 {ibernehmen. Bei dem in Satz 3 behandelten

Spezialfall der Multiplikation wird das Betragssupremum von [1;a]-[1;b] in

y3=x3+1=(14+4a)(1+b) angenommen. Wihlen wir das Zentrum x,, im Bereich
ab

m< Xn<uv, so wird das Betragssupremum 147, (x;)>14r, (X3)=

d
{1+a)(1+b), da nach (5) ———r, (Rex)<0 fiir x,<Rex<x;. Den Ein-
d(Rex) ™

schlieBungskreis nach Definition 3.2 finden wir also im Bereich 0 Sxmém

fiir x,,= —~—aﬁ—~. Wir erhalten
I+a+b

(1+a)(1+b)

[l;a]O[l;b]=[ Trazp o @+h

(1+a)(1+b)] a1

14+a+b

Der aligemeine Fall folgt nun aus (1).

Satz 5:

Bei der Verkniipfung zweier Kreise nach Definition 3.2 (optimale Kreisarithmetik)
erhalten wir fiir 2, +£0<r, k=1,2

L Zy O Zy={zy 2, (1+x,); (| 21 [ 12+ 25 [ 1) (14 x,))

ry7;

zy zp i+l z [ ra+lz, 0 1y

mit X, =

2. Z,0Z,=Z,0 Z;*
:[21 Z(1+x,) (lzy ]+, rl)(1+xm)]

= ; -
Z Zz—”% Zy Zz—rg

Fi7;

falls | z, | >r, mit x,= — — .
"z Bz 2]y

3. Beiden tibrigen Verkniipfungen gelten die Formeln aus Satz 2.

Die Untersuchung der von der optimalen Kreisarithmetik auf K (C) induzierten
algebraischen Struktur ergibt, daf} alle Merkmale von Satz 1 erfiillt sind.
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Satz 6:
Bei der optimalen Kreisarithmetik nach Definition 3.2 erhalten wir:

1. Die Multiplikation ist assoziativ.
2. Es gilt das Subdistributivgesetz.
3. Die Inklusionsmonotonie gilt auch fiir die Multiplikation und Division.

Von dem umfangreichen Beweis bringen wir nur die wichtigsten Teile.

zu 1: Das Assoziativgesetz ergibt sich im Spezialfall aus

([1;a] © [1;6]) © [1;c]=[1;a] © ([1;6] © [1;¢c])
=[(1+a)(1+b)(1+c)_ (1+a)(1+b)(1+c)]

b
l+a+b+c (atb+o) l+a+b+c

Fiir die folgenden Beweisteile benstigen wir zwei Abschdtzungen. Seien ¢,
¢, € C—{0}, p, q positive reelle Zahlen und ¢ der Winkel zwischen ¢, und ¢, mit
0<p<n.

@ @
a) Daj bqsmx dst 4 ginxdx fir p>gq,

]/p2+q2—2pqcosx p—q
0 0 (12)
lcy eyl

gilt | ¢y —cy [—(l ¢y |—|Cz|)slc (1—cos @) fiir | ¢; [>]c, .

=lel
j4 i |4
b) Daj pgsinx dxzj

/P +4q*+2pqcos x p+q
0 0 (13)

l ey el
legl+]esl

sin xdx,

gilt Je; |+lep|=|ci+ ey )= (1—cos ¢).

Wir vereinbaren noch folgende Abkiirzung:
Cii =2z |+ zi | e+ 2z 7y

zu2: Wir beweisen das Subdistributivgesetz fir z,+0<r,, k=1,2,3 und
Zl+Z2=#O. Mit Zs:=Z2+Z3, ZG:=ZIQZS lll’ld Z7:=ZIQZZ+ZIQZ3
erhalten wir nach Satz 5

C15€1,2C1,3 _ Z3 Zy
(26 —27) = pP— q,
ziri(lzof+r)  fz3] |25
€1,5€C1,2C1 3 lzy+ 23]
(r1—re) —=———"—=p—q+(| 25| +|z5 |~ | 23+ 23 |) ————— C1,2€C1,3
tzilro(lzy147y) |z |
fiir

pi=lz3l ¢, (|Z3|(’”2+73)“|22+23 | "3)

g:=lz] ¢ 3 (|Zz+23|"z_lzzl(rz+"3))
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und
p—q=|z,| (|Z3i"2_lzz|r3)2

+(lzz|+|zal—|22+23|)(|22lVzc1,3+|23|”3 C1,2)-

Da die Addition kommutativ ist, sei 0. E. | z, | r3<| z3 | r,. Fiir den Beweis der
Ungleichung | zg — z, | <r; — rg ergeben sich dann noch zwei Fille:

Fall a) |zy+z3|r,<| 25| (rp+73) und |z, + 25| r3<[z3| (r2+73);
Fall b) |z, +z3|r,>]z, | (rp+73) und |z +z5| ra<<|z3| (ry+73).
Im Fall a) ist p>0und g <0.

Wir erhalten folgende Abschétzung:

€1,5C1,2C13
lzglry(lzg [+7

| z6 — 27| )SIp|+|q|=p—q
1

€1,5C1,2€1,3
lzg vy (lzy b+7y)

<(r;—7¢)

Im Fall b) erhalten wir aus der Ungleichungskette

z Zy+z Zy |tz z
221 _lzatzal _|zl+lz] |z

die Voraussetzungen fiir (12) und (13), nimlich p>g¢>0. Da
Pq <|22| |z3| |23+ 25

p—q  lzgl(lz2]+]zs)

ergibt sich unsere Behauptung aus der Abschétzung

1,2 €1,3>

€C1,5C1,2C13
lzy |7y (2 {+749)

| 26 — 27 | =(p*+q*—2pgcos @)*

Sp—q+—p—q— (1—cos @)
P—q

|z, | 12z3] |23+ 23]
<p—g-+ €1.2¢1,3(1—cos @)
SN PAT(PAFE PRI

|z,+25]
<p—q+ [22 ’3 Cipcialza|+]23|=]z+23])
1
= (ry—1¢) €1,5C1,2%1,3

lzy | ri(Jzy [ +7y)
Dabei ist ¢ der Winkel zwischen z, und z; mit 0<¢@ <n.

zu 3: Wir beweisen die Inklusionsmonotonie fiir die Multiplikation, falls
7z, F0<r, fir alle k. Da die Multiplikation kommutativ ist, brauchen wir nur
zuzeigen:Z, QO Z,<Z, O ZsfirZ, <« Z, MitZ,.=7Z, © Zyund Z5s:=2Z, O Z,
erhalten wir nach Satz 5

€1,3C2,3
(z4—25)

— =212z |t )Cy 3T 2P ([ 221 Py~ 21 | F2)s
slzsltry ~ B2zl etz rs([ 22l r =121 72)



Arithmetiken fiir komplexe Kreise 307

C13C23

(rs—r4) m=(72—71)(lz1 [+71) Caatlza|rsllzalri—lzy| 1)
r
Hramr) (17 =1z ) 221 2,
[z ]

Beim Beweis der Ungleichung |z, —z5 | <rs —r, unterscheiden wir drei Fille:

Fall a) z,=z,,
Fallb) ry,—ri=lz,—2z,|>0 und |z, |r, <[z, | 7y,
Fall ¢) r,—ri=|z,—z,{>0 und |z; | ry>|z,]| 7;.

Im Fall a) erhalten wir folgende Abschétzung:

€1,3€C23 C1,3C23
| 23] (] 23 [+713) lz3| ([ z3]+713)

Ist z, & z,, so fithren wir den Beweis in zwei Schritten. Wir setzen

lzg—zs} 2‘22|2 ra(ra—r)<{rs—ry)

ZT5=[Z1§"2—| z21—251].
Da wegen Z, £ Z, auch Z, = Z* S Z, gilt, zeigen wir
ZiQZycZ¥0O 232, 0 Zs,.

Seialso r, —r; =| z; —z, | >0. Dann erhalten wir

C1,3C23 Zy—2Z 2y
(24 —25) o= P4
£ z3 (] z3|+713) lz—2,] | 25|
€1,3€2,3 zy] 13
Fs—Fy) ——————=p—q+((r,—r{)— - 4
(rs 4)‘23}(“3]_‘_;,3) P—q ((2 )=z Izzf)) (23] 2,3
mit
pi=lzi—z | (| zy | +7ry) ca3=(ra—r) (| 21 |+71) Ca 5,
qg:=lz sz ra—| 251 1y)
und

p—q=(r—r)(lzi |+r) (122 |+ 1) | 23 | +(ra—r) = (21 | = | 2, ) | 22| 7y 75
Im Fall b) ist p>0 und g <0. Wir erhalten folgende Abschitzung:

C1,3C23 €13Ca23
|zg—zs| ———"——<|pl+lgl=p—q<(rs—ry) —F—""—.
0 [z3] (| z5]+713) > lz3] (lz3]+73)

Im Fall ¢) sind die Voraussetzungen von (12) und (13) erfiillt, ndmlich p>g>0.
Unsere Behauptung erhalten wir aus der folgenden Abschitzung, da
pq _(ra—r)lzallz|rs
p—q (zy|+r,—ry)|z;]

2,3~

C1,3Ca3 2 2
Zq—2Z —_— = + —2 COoS
4~ Zs | ENNERESS (P*+q pq cos @)

3
2

<p—g+LL (1-cosg)
pP—q

Computing 13/3—4 21
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(ra—r)lzy 112013

<p—-q+ ¢, 5 (1—cos
P e e —r) )| 22 (179089
zZ ¥
<r=a+(r=r)=(z -1 5D) T o,
3

€1,3€2,3
| 23| (| 23| +73)
Dabei ist ¢ der Winkel zwischen z, —z, und z, mit 0 <¢ <n. Aus der Inklusions-

monotonie fiir Inversion und Multiplikation erhalten wir diese Eigenschaft auch
fiir die Division.

=(rs—r4)

Bei der Kreisarithmetik nach Definition 3.2 berechnen wir die kleinsten struktur-
erhaltenden EinschlieBungskreise mit geringerem Rechenaufwand bei der Multi-
plikation. Deshalb haben wir sie optimale Kreisarithmetik genannt.

5. Zentrierte Kreisarithmetik

Die in Satz 2 angegebenen Formeln kdnnen wir mit Ausnahme der Inversion auch
fiir die zentrierten EinschlieBungskreise nach Definition 3.3 iibernehmen. Bei dem
in Satz 3 behandelten Spezialfall der Multiplikation erhalten wir den zentrierten
EinschlieBungskreis fiir x,,==0, also [1;a](:)[1;b]=[1;a+b+ab]. Das ergibt
im allgemeinen Fall auch fiir z, 0 <r, die in Satz 2 angegebene Formel.

Satz 7:

Bei der Verkniipfung zweier Kreise nach Definition 3.3 (zentrierte Kreisarithmetik)
erhalten wir

1. bei Addition und Subtraktion die Formel aus Satz 2,

Lo
z7 |z (lz]=7)

2. 1(:)2:[ ] falls | z|>r,

3. Zy () Zy=zyzp5 2z | Pyt zp | 7y 1y 7y] und

4. zl(:)zz=zl(.)(1(:)22){2 Mﬁiﬂ] falls |z, |>r,.

22, Lza | (|25 1=12) _

Alle in Satz 1 aufgezeigten Strukturmerkmale bleiben auch bei der zentrierten
Kreisarithmetik erhalten. Dasselbe gilt fiir den Ansatz von Gargantini und
Henrici [3], einer Modifikation der minimalen Kreisarithmetik mit der Multi-
plikation nach Definition 3.3, die wir durch ein G unter den Operationszeichen
kennzeichnen wollen. Fiir die arithmetischen Grundoperationen und damit fiir
beliebige rationale Ausdriicke gilt die Inklusionsrelation:

Z +Z,CZ, ®Z,SZ 52,7, () Z,.
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6. Radiusvergleich der Einschliefungskreise

Bei den drei Ansédtzen nach Definition 3 erhalten wir unterschiedliche Kreise bei
Inversion, Multiplikation und Division. Bei der Inversion wird nur der Radius
des zentrierten EinschlieBungskreises vergroBert. Wir erhalten

r(1(:)2) r

———=14—<2.

r1:2) 1z
Der Radius bei der zentrierten Inversion kann also bis zu 100%, groBer werden
als bei der minimalen und optimalen Inversion.

Auch bei der Multiplikation ist das Verhéltnis der Radien nur von den Quotienten

= ' il ' abh"éingig. Extremwerte erhalten wir fiir a; =a,=1.
Zx
rZ,02Z,) 256 \+
< ~1.02640
rZ, AZ,) 1\ 243
r(Z,()2;) (4
— Lt — [ 1.1547
rZ, AZ,) \ 3 0
r(Z, (‘)Zz) 9
< —=1.125
rZ, 07, 8

Gegeniiber der minimalen Multiplikation ist der Radius bei der optimalen
Multiplikation maximal 2.64%, groBer, bei der zentrierten bis zu 15.47% gréBer.

Ausgehend von dem zentrierten EinschlieBungskreis betridgt die relative Radius-
verbesserung bei der optimalen Multiplikation

r(Z, (~)ZZ)—r(ZlC)Z2)= 1
r(Z, () Z,) (A+ag+a)Q+3+5)°
Diese ist bei der minimalen Multiplikation hdchstens 20.6% groBer. Mit der

optimalen Multiplikation erreichen wir also iiber 82.9% der moglichen Radius-
verbesserung.

Bei der Division giit fiir die Verhiltnisse der Radien
rZ, ©Z,) << 256

1
z
< ~1.02640,
r(Z, A Z) 243 )
r(Z,()Zy) _r (Z1 (:)Z,)
r(Zl @ Zz) - T(Z1 A Zz)
Der Radius des EinschlieBungskreises bei der Division wird entscheidend be-
stimmt durch den Nullabstand des Divisors

N(Z,):=inf{|c||ceZ,}.
Vorteile der minimalen und optimalen Multiplikation zeigen sich auch in der Ver-
groBerung dieses Nullabstandes gegeniiber der zentrierten Kreisarithmetik. Bei der

Multiplikation erhalten wir fiir die verschiedenen EinschlieBungskreise die folgen-
den Abschitzungen, falls die rechte Seite positiv ist und | z, | >, fiir k=1, 2.

<2.

21*



310 M. Hauenschild:

N(Z,-Zy)=(lz;|=r) (I z2|—1)
N(Z, A Z)>(z1)=1) (1 22| —15)=07187 ry 1y
N(Z, O Z)>(zyl=r)(za|=r)=1r 1y
N(Z () Zy)=(lzy |=r) (| 22| —ry) =271y 7y

Werden die Radien im Vergieich zu den Zentren klein, dann verlieren — wie alle
Abschitzungen zeigen — die Verbesserungen der minimalen und optimalen
Inversion und Multiplikation an Bedeutung.

7. Testprogramm und Ergebnisse

Das im folgenden beschriebene Programm wurde in Algol 60 geschrieben und auf
dem Telefunken-Rechner TR 440 des Rechenzentrums der Ruhr-Universitét
Bochum gerechnet. Fiir die Ansdtze der optimalen und zentrierten Kreisarithmetik
sowie flir eine Arithmetik mit achsenparallelen Rechtecken nach Alefeld [1] und
Rokne und Lancaster [9] wurden Unterprogramme fiir die arithmetischen Grund-
operationen erstellt. Da die Programme sichere Fehlerschranken angeben soliten,
muBten Rundungsfehler der Gleitkommaarithmetik berlicksichtigt werden.

In KCT ist die optimale Kreisarithmetik auf der Grundlage der Triplex-Pro-
zeduren fiir reelle Intervalle programmiert. Der Fehler bei der Berechnung des
Zentrums wird zur oberen Schranke des Radius addiert. Der Hauptwert wird
einfachgenau mit Rundung zur nichsten Maschinenzahl berechnet.

In KCD ist die zentrierte Kreisarithmetik mit doppeltgenauer Berechnung des mit
dem Zentrum zusammenfallenden Hauptwertes programmiert. Der Fehler bei der
Hauptwertberechnung wird durch den groBten moglichen Rundungsfehler ab-
geschitzt und zum Radius addiert.

In ICT werden achsenparallele Rechtecke verkniipft auf der Grundlage der
Triplex-Prozeduren fiir reelle Intervalle.

Das Unterprogramm GAUSS 18st lineare Gleichungssysteme und invertiert
reguidre Matrizen. Da der Name des gewiinschten arithmetischen Unterpro-
gramms als Parameter iibergeben wird, kénnen wir durch mehrfachen Aufruf von
GAUSS das gleiche Problem mit unterschiedlichen Arithmetiken 16sen.

Wir invertieren eine 10x 10 Matrix mit willkiirlich gewdhlten Hauptwerten
betragsmiBig zwischen 0.04 und 1.3. Als Ausgangsfehler wihlen wir a) 1077 und
b) den maximalen Abstand zur nichsten Maschinenzahl einfacher Linge, etwa
107 . Der Ausgangsfehler bezeichnet die halbe Kantenlinge des Fehlerquadrats,
das wir durch einen Fehlerkreis einschlieBen. Wir vergleichen die Rechenzeiten
und bei den Ergebnissen die Fehlerradien mit dem Radius des kleinsten, das Recht-
eck einschlielenden Kreises.

Bei KCD haben wir bei doppeltgenauer Berechnung des Hauptwertes die giin-
stigsten Rechenzeichen und die kleinsten Rundungsfehler. Da KCT mehr arith-
metische Operationen erfordert als ICT, haben wir bei KCT groBere Rechen-
zeiten und groBere Rundungsfehler.
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Im Lauf a) fallen bei relativ groBem Ausgangsfehler die Rundungsfehler kaum ins
Gewicht. Die Fehlerradien der optimalen Kreisarithmetik sind um 5% kleiner als
die der zentrierten Kreisarithmetik, die ,,Radien” bei der Rechteckarithmetik
etwa 13-mal so groB.

Im Lauf b) bilden die Rundungsfehler bei KCT und ICT den Hauptteil des
Ergebnisfehlers. Deshalb ist bei ICT der Ergebnisfehler nur etwa 6-mal so grof3
wie bei KCT und bei KCT 11-mal so grof3 wie bei KCD.

Die besseren Ergebnisse bei der Kreisarithmetik erkldren sich dadurch, daB sie
eine exakte EinschlieBung bei der Inversion erm6glicht und bei der Multiplikation
wegen der Rotationsinvarianz der Kreise bessere EinschlieBungen als bei der
Reckteckarithmetik.

Die Radiusverbesserung der optimalen gegeniiber der zentrierten Kreisarithmetik
gewinnt nur bei gréBeren Fehlerradien Bedeutung. Dann kann sie aber ent-
scheidend fiir den sicheren Nachweis einer Lsung sein.

Lauf a Lauf b
Ausgangsdaten:
Hauptwertbetrag 004 — 1.3 004 — 1.3
Fehler 1072 022 —582 -107®2
rel. Fehler 7.7  —250-107¢ 257 —582 -107°®2
Ergebnisdaten:
Hauptwertbetrag 0.398 —10.53 0.398 —10.53
rel. Fehler KCD 0.0424 — 0.3242 0.0146 — 0.111 -107¢

Fehlerradius KCD 0.0548 — 0.893 0.0188 — 0.3065-107¢
Fehlerradius KCT 0.0522 — 0.849 021 — 3.403 -107°
Fehlerradius ICT 0.628 — 14.18 .11 —26.64 -107¢

[1] Alefeld, G.: Uber Eigenschaften und Anwendungsmdglichkeiten einer komplexen Intervall-

Verhiltnis der Rechenzeiten und Fehlerradien:

KCD : KCT ICT
Rechenzeit: 13.5s : 255s 15.0s
9 : 17 10
Fehlerradien:
Lauaf a 1 095 9.3 — 226
1.052 1 9.8 — 238
Lauf b 1 111 — 123
0.09 I 432 — 11
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