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Antriebstechnik (Predki):  Torsionsschwinger (ATI-02)
Stellen Sie für das gegebene verzweigte System die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Eigenfrequenzen auf. Die Verzahnung kann als biegesteif angesehen werden.
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Momentengleichgewicht an den Massenelementen:
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Da die Verzahnung als biegesteif angesehen wird, gilt die kinematische Kopplung


[image: image12.wmf]2

4

2

4

j

j

r

r

-

=


(6)

Aus (4) läßt sich die Verzahnungskraft berechnen:
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(7)

(6) und (7) einsetzen in (2) und (5)
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Umsortieren der Gleichungen:

(1)(
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Aus dieser Form läßt sich die Matritzenschreibweise ablesen mit 
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mit der Abkürzung 
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Die Matritzengleichung lautet also
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    (E: Einheitsmatrix).
Ansatz zur Lösung des Differentialgleichungen:
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Einsetzen in die Matritzengleichung

(
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(10)


Aus der charakteristischen Gleichung kann man die Eigenfrequenzen bestimmen

(
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(i = ...;   fi = (i/2( 
Kennt man die Eigenwerte, lassen sich auch die zugehörigen Eigenvektoren bestimmen. Um nichttriviale (von Null verschiedene) Lösungen zu erhalten, setzt man eine Komponente der Eigenvektoren xi gleich 1 und löst danach das Gleichungssystem (10).



Eigenwerte eines vereinfachten Systems
Im folgenden wird ein vereinfachtes System betrachtet, indem die Masse 3 weggelassen wird (z.B. weil die Massenträgheit I3 gegenüber den anderen Massen sehr klein ist).
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Beispiel:

I1 = 0.62 kgm^2
c1 = 804247.72 Nm

I2 = 0.1873 kgm^2
c4 = 339292.00 Nm

I4 = 0.002312 kgm^2
r2 = 0.15 m

I5 = 0.4 kgm^2
r4 = 0.05 m
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Eigenwerte aus charakteristischer Gleichung:   
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Numerische Ermittlung der Nullstellen:
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(1 = 0 1/s;
(2 = 1096.27 1/s;
(3 = 4414.15 1/s
 fi = (i/2( : 
 f1 = 0 Hz;
f2 = 174.48 Hz;
f3 = 702.53 Hz

Eigenvektoren:  
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Z.B.: Für (2 = 1096.27:



[image: image37.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

0

0

0

1096.27

-

848230.016

2544690.05

0

4891719.75

1096.27

-

18540221.8

3865062.51

-

0

1297173.74

-

1096.27

-

1297173.74

25

12

21

2

2

2

x

x

x


(

[image: image38.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

0

0

0

353577.90

-

2544690.05

0

4891719.75

4

17338413.8

3865062.51

-

0

1297173.74

-

95365.83

25

22

21

x

x

x



95365.83(x21 - 1297173.74(x22 = 0
(10)

(
-3865062.51(x21+17338413.84(x22 + 4891719.75(x25 = 0
(11)

(
2544690.05(x22 – 353577.90(x25 = 0
(12)

Gleichungssystem ist nicht linear unabhängig ( ich wähle  x21 = 1

(10)(
x22 = 95365.83(1/1297173.74 = 0.0735

(12)(
x25 = 2544690.05(0.0735/353577.90 = 0.529

[Die Probe mit (11) ergibt nicht genau 0 = 0. Diese Abweichung ergibt sich aus Rundungsfehlern  bei der Berechnung der Eigenwerte.]

Analog dazu ergeben sich für (1 und (3 die weiteren Eigenvektoren. Die drei Vektoren lauten: 
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Der Eigenvektor x1 mit der dazugehörigen Eigenfrequenz f1 = 0 Hz spiegelt die Starrkörper​rotation wieder. Durch die Verzahnungsstufe mit der Übersetzung i = 0.05/0.15 = 1/3 dreht sich die Masse 5 drei mal so schnell wie die Massen 1 und 2 – die Drehrichtung wird in der Verzahnung umgekehrt.

Die Eigenwertberechnung ist im Excel-File ‚ATI_02 Eigenwerte.zip‘ enthalten. Download unter 

http://homepage.ruhr-uni-bochum.de/Guenter.Luetzig/lmgk/AT-I.html!

Äußere Anregung – Erzwungene Schwingung


Das System wird nun durch ein äußeres Moment Terr angeregt, das an Masse 1 angreift. Der Zeitverlauf dieses Momentes wurde durch eine Messung ermittelt.

Wie groß sind die Torsionsmomente in den Wellen 1 und 4, die aufgrund des anregenden Momentes entstehen?
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Zeitverlauf des anregenden Momentes:
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Durch eine Fourieranalyse können die in diesem Zeitsignal enthaltenen Frequenz​komponenten ermittelt werden.

Das Zeitsignal wird durch eine Reihe dargestellt:
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Die Kreisfrequenz ( ergibt sich aus:
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 f: Frequenz; TP: Länge der betrachtete Zeitperiode

Die Fourierkoeffizienten berechnen sich wie folgt:
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Dabei gilt:


M: Anzahl Stützstellen im Zeitsignal
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Das anregende Moment läßt sich also nun durch eine Summe einzelner Komponenten mit der Amplitude Cn, der Phasenverschiebung (n und einer Frequenz fn darstellen. Für die Frequenz gilt:
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Es ergeben sich folgende Zahlenwerte (mit TP= 0.04s):

N
0
1
2
3
...
7
...

An
0.000
0.000
0.000
0.000
...
0.000
...

Bn
-
3.000
0.000
0.000
...
1.000
...

Cn
-
3.000
0.000
0.000
...
1.000
...

(n
-
0.000
0.252
1.268
...
0.000
...

Fn
0
25
50
75
...
175
...

Das folgende Diagramm zeigt die Amplitude des anregenden Moments über der Frequenz (die Werte ungleich Null für die Phasenverschiebungen ergeben sich aus Rundungsfehlern bei den Frequenzen ohne Amplitude).
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Es sind deutlich zwei Frequenzkomponeten mit zwei Erregeramplituden terr zu erkennen:


terr,a = 3 Nm     bei  ferr,a = 25 Hz ( (err,a = 157 1/s


terr,b = 1 Nm     bei  ferr,b = 175 Hz ( (err,b = 1099 1/s

Die Fourieranalyse ist im Excel-File ‚ATI_02 Fourieranalyse.zip‘ enthalten. 

Das Erregermoment läßt sich also schreiben als


Terr (t) = terr,a (sin((err,a ( t) + terr,b (sin((err,b ( t)

Da das Moment an Masse 1 angreift, ist der Anregungsvektor für das Gesamtsystem
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Will man die Auswirkungen der Anregung auf das System untersuchen, empfiehlt es sich, die beiden Anregungsfrequenzen getrennt zu betrachten, zunächst


 
[image: image56.wmf](

)

(

)

t

t

t

T

a

err

a

err

a

err

a

err

×

×

=

×

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

,

,

,

,

sin

sin

0

0

3

l

l


Die Bewegungsgleichungen für das von außen erregte System lauten:
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Der Lösungsansatz von 
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 liefert für die erste Erregerfrequenz (err,a
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Achtung: Bei einer erzwungenen Schwingung, wie sie durch das äußere Moment erregt wird, schwingt das gesamte System mit der Frequenz des Erregers! Die oben genannte Matrix​gleichung führt also nicht zu Eigenwerten (statt dessen setzen wir ja die Erreger​dreh​frequenzen ein), sondern zu den Drehwinkelamplituden, die sich als Reaktion auf die äußere Erregung einstellen.

Einsetzen von Zahlenwerten (Lösung des Gleichungssystems mit dem z.B. Gauß-Algorithmus):
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Für die zweiten Erregerfrequenz (err,b
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Die Gesamtlösung erhält man aus der Superposition der beiden Teillösungen:



[image: image64.wmf](

)

(

)

t

x

t

x

b

b

a

a

×

×

+

×

×

=

l

l

j

sin

sin


Obwohl die Amplitude der Erregung bei der ersten Anregungsfrequenz um den Faktor 3 größer ist als die Amplitude der zweiten Anregungsfrequenz, ergeben sich für die zweite Anregungsfrequenz deutlich größere Drehwinkel. Dies liegt daran, daß die zweite Anregungsfrequenz nahe bei einer Eigenfrequenz des Systems liegt und die Systemantwort auf diese Erregung deshalb stärker ist als auf eine Erregung mit einer Frequenz, die weit von einer Eigenfrequenz entfernt liegt.

Die maximalen Torsionsmomente ergeben sich aus:

Welle 1: 
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Welle 2: 
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Die maximalen Drehwinkeldifferenzen lassen sich aus der Gleichung für ( ermitteln, z.B. graphisch in einem Excel-Diagram. 
Die Antwort des Systems auf die Anregung ist im File ‚ ATI_02 Erzwungene Schwingung.xls‘ enthalten. 










Terr








Musterlösung zur Übung und Termininformationen auch unter 

http://homepage.ruhr-uni-bochum.de/Guenter.Luetzig/lmgk/AT-I.html
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