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Gewöhnliche Differentialgleichungen

26. (HA) Es sei f : R→ R stetig. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

(∗)
{

ẋ = y
ẏ = f(x)

sowie die Funktionen U(x) = −
∫ x

0
f(v)dv,H(x, y) =

y2

2
+ U(x).

Zeigen Sie:

(a) ∇H(x, y) ⊥
(

y
f(x)

)

(b) Die Funktion H ist längs Lösungen des Systems (∗) konstant.

(c) Zeigen Sie, dass Lösungskurven die x-Achse stets senkrecht schneiden.

27. (HA) Sei f : R×Rn → Rn stetig und bezüglich des zweiten Arguments stetig differenzier-
bar. Zeigen Sie, dass die Lösung des Anfangswertproblems

ẋ(t) = sin |x(t)|f(t, x(t)), x(0) = x0

für alle x0 ∈ Rn auf ganz R existiert.

28. (ÜA) Es seien a, b > 0, s : R → R sei stetig und es gelte limt→∞ s(t) = 0. Weiter sei y
Lösung von ẏ(t) = ay(t)− by2(t) + s(t)y(t), y(0) > 0 mit maximalem Vorwärtsexistenzin-
tervall [0, tmax[. Zeigen Sie: tmax = ∞ (Hinweis: Diskutieren Sie zunächst den Fall s ≡ 0
ohne das AWP explizit zu lösen.)

29. (ÜA, St.ex.)

(a) Lösen Sie das System ẋ(t, x0) = Ax(t, x0), x(0, x0) = x0, mit

A =




0 −1 0
1 0 0
0 1 0


 .

(b) Es sei Φ(t) die Matrix (Fundamentalmatrix) mit den Spalten x(t, e1), x(t, e2), x(t, e3)
wobei (e1, e2, e3) die kanonische Basis des R3 bezeichnet. Zeigen Sie:

Φ(t) = I + sin(t)A + (1− cos t)A2.
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