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1 Abstract

Die Variationsrechnung ist eine fiir die Phy-
sik und Ingenieurwissenschaften wichtige
mathematische Methode. Sie ermdglicht die
Ausnutzung der Tatsache, dass in der Natur
oder in Systemen bestimmte Gréflen extre-
male Werte annehmen.

In der Analysis 16st man Extremwertauf-
gaben, um Maximal- oder Minimalstellen
von z. B. einparametrigen Funktionen zu fin-
den. Fiir solche Aufgaben ist als notwendiges
Kriterium bekannt, dass die erste Ableitung
der Funktion an Extremstellen verschwinden
muf.

In der Variationsrechnung werden Funk-
tionale betrachtet. Funktionale sind Abbil-
dungen, welche als Parameter Funktionen
anstelle von einzelnen Variablen haben. Sie
weisen Funktionen eine relle Zahl zu.(siehe
Abbildung Eine bekannte Klasse von
Funktionalen sind Integrale, wenn man den
Integrand als {ibergebene Funktion betrach-
tet. Ebenso wie Funktionen fiir bestimmte
Parameter extremal werden kénnen, kénnen
auch Funktionale fiir bestimmte Funktionen,
die gesuchten Losungsfunktionen, Extrem-
werte annehmen.

In diesem Vortrag werden Funktionale der
Form J(y(z)) = [, F(z,y(x),y (¢))dz un-
tersucht. Ziel der untersuchten Variations-
aufgabe ist es, Funktionen y* zu finden, die

Abbildung 1: Funktionen mit vom Funktio-
nal zugewiesenem Wert
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das Funktional minimieren und die gegebe-
nen Randbedingungen y(a) = a und y(b) =
0 erfiillen.

Aus der Variationsaufgabe, die das Funk-
tional minimierende Losungsfunktion zu fin-
den, gewinnt man eine Differenzialgleichung,
die die Losungsfunktion notwendig erfiillen
muf}. Dies ist die Eulersche Differenzialglei-
chung.

Umgekehrt konnen zu linearen Differen-
zialgleichung zweiter Ordnung Variations-
aufgaben gefunden werden. Es gibt also
ein Wechselspiel Variationsaufgabe < Dif-
ferenzialgleichung. Da es sogenannte direk-
te Methoden zur Losung der Variations-
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aufgabe gibt, erhélt man dadurch ein Ver-
fahren zum Losen von Differentialgleichun-
gen. Eine der direkten Losungsmethoden ist
die Ritz-Methode. Sie basiert darauf, dass
man die Losungsfunktion durch eine Linear-
kombination von bekannten Basisfunktionen
annéhert.

Die bei dieser einfachen Variationsauf-
gabe gewonnenen Erkenntnisse konnen auf
kompliziertere Félle iibertragen werden. Fal-
len eine oder beide der Randbedingungen
y(a) = a, y(b) = [ weg, so ergibt sich, dass
die Losungsfunktion weiterhin die Eulersche
Differenzialgleichung erfiillen mufl. Es tritt
nun aber zusétzlich die natiirliche Randbe-
dingung, nimlich F,(z,y*(z),y* (z)) = 0
auf.

Weiterhin kénnen an die Losungsfunktion
Nebenbedingungen der Form K(y) = ¢ ge-
stellt werden. Das gegebene Funktional K
mufl der Losungsfunktion also den Wert ¢
zuweisen. Ist K insbesondere durch ein Inte-
gral der Art [°G(z,y(z),y (z))dx gegeben,
liegt ein isoperimetrisches Problem vor.

Das gegebene Funktional kann von meh-
reren Funktionen y; abhéngig sein. Also:
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Fasst man die Losungsfunktionen y; als Ko-
ordianten im Raum auf, kann man von
Losungskurven im R™ sprechen. (siehe Ab-
bildung
Funktionale kénnen analog auch fiir Pa-
rameterfunktionen definiert werden, die im
R? oder R? definiert sind. Im R? lautet die
Variationsaufgabe dann

J(w) = / F(z,y, w,w,, w,)dzdy = Min!
D

, das heifit, es soll die Funktion w(z,y) ge-
funden werden, die das Funktional J mini-

Abbildung 2: Lésungsfunktion im R?, Orts-
kurve in Abhdngigkeit von x
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miert. Die Randwerte auf der die Fliache D

begrenzenden Kurve sind vorgegeben.
Ebenso wird die Variationsaufgabe fiir den

R? erweitert. Das Funktional ist dann als

‘](w) = fG F('ruy727w;wx;wy,wz)d$dyd2
definiert.
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