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Motivation

Zur Motivation betrachten wir die Finite Element Diskretisierung
des eindimensionalen Sturm-Liouville Problems

(1) − (Pu′)′ +Qu = F in (0, 1), u(0) = u(1) = 0.

Im Vergleich zu der Differenzendiskretisierung aus [16, §II.4] machen
wir hier die schwächeren Annahmen

F ∈ L2([0, 1],R),

Q ∈ C([0, 1],R), min
0≤t≤1

Q(t) ≥ 0,

P ∈ C([0, 1],R), min
0≤t≤1

P (t) = p > 0.

Dennoch erhalten wir allgemeinere und bessere Fehlerabschätzungen.
Die Finite Element Diskretisierung beruht auf einer geeigneten Va-

riationsformulierung von (1). Zu deren Motivation multiplizieren wir
(1) mit einer Funktion v ∈ C∞0 ((0, 1),R), integrieren das Ergebnis von
0 bis 1 und benutzen partielle Integration für die Ableitungsterme. Dies
liefert∫ 1

0

Fv = −
∫ 1

0

(Pu′)′v +

∫ 1

0

Quv = −Pu′v
∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

(Pu′)v′ +

∫ 1

0

Quv

=

∫ 1

0

(Pu′)v′ +

∫ 1

0

Quv.

Daher hat eine mögliche Variationsformulierung von (1) die Struktur:

Finde eine Funktion u in einem geeigneten Funktionen-
raum X, so dass für alle Funktionen v in X der erste
und der letzte Term in obiger Gleichungskette überein-
stimmen.

Um diesen Ansatz in eine mathematisch fundierte Form zu bringen,
müssen wir zuerst den Raum X sauber definieren. Eine Mindestan-
forderung ist dabei natürlich, dass die entsprechenden Integrale end-
lich sind. Wegen unserer Annahmen an F , P und Q und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung bedeutet dies, dass die Funktionen in X
quadrat-integrierbar mit quadrat-integrierbarer Ableitung sein müssen.
Außerdem müssen die Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 in einem ge-
eigneten Sinn erfüllt sein.

Die folgende Definition präzisiert diese Vorstellungen.
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6 MOTIVATION

Definition 1 (Absolut stetige Funktion; Sobolev-Raum). (1) Eine
Funktion ϕ : [a, b]→ R heißt absolut stetig auf [a, b], wenn es zu jedem
ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass für jedes endliche System von Intervallen
[ai, bi] mit

a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ . . . ≤ an < bn ≤ b und
n∑
i=1

(bi − ai) < δ

gilt
n∑
i=1

|ϕ(bi)− ϕ(ai)| < ε.

(2) Für m ∈ N∗ ist der Sobolev-Raum Hm(a, b) definiert durch

Hm(a, b) =
{
ϕ ∈ Cm−1([a, b],R) : ϕ(m−1) ist absolut stetig,

ϕ(m) existiert fast überall und

ϕ(m) ∈ L2([a, b],R)
}
.

Er wird versehen mit der Norm

‖ϕ‖m =

{
m∑
k=0

|ϕ|2k

} 1
2

mit

|ϕ|0 = ‖ϕ‖0 =

{∫ b

a

|ϕ|2
} 1

2

,

|ϕ|k =

{∫ b

a

∣∣ϕ(k)
∣∣2} 1

2

, k ∈ N∗.

(3) H1
0 (a, b) = {ϕ ∈ H1(a, b) : ϕ(a) = ϕ(b) = 0}.

Bemerkung 2. (1) Jede absolut stetige Funktion ist gleichmäßig
stetig. Die Umkehrung gilt i.a. nicht.
(2) Hm(a, b) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarproduktt

(ϕ , ψ)m =
m∑
k=0

∫ b

a

ϕ(k)ψ(k).

(3) H1
0 (a, b) ist die Vervollständigung von C∞0 ((a, b),R) bzgl. ‖·‖1.

Für den Nachweis, dass die Variationsformulierung von (1) eine
eindeutige Lösung besitzt, und für die Fehlerabschätzungen der Finite
Element Diskretisierung benötigen wir das folgende Hilfsresultat.

Lemma 3 (Friedrichsche Ungleichungen). (1) Zu u ∈ H1(a, b) gebe
es ein t∗ ∈ [a, b] mit u(t∗) = 0. Dann gilt

max
a≤t≤b

|u(t))| ≤ (b− a)
1
2 |u|1 , ‖u‖0 ≤ (b− a) |u|1 .
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(2) Für alle u ∈ H1
0 (a, b) gilt{

1 + (b− a)2
}− 1

2 ‖u‖1 ≤ |u|1 ≤ ‖u‖1 .

Beweis. ad (1): Für t ∈ [a, b] folgt mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

|u(t)| = |u(t)− u(t∗)|

=

∣∣∣∣∫ t

t∗
u′(s)ds

∣∣∣∣
≤
∫ b

a

χ[min(t,t∗),max(t,t∗)](s) |u′(s)| ds

≤ |t− t∗|
1
2

{∫ b

a

|u′(s)|2 ds

} 1
2

= |t− t∗|
1
2 |u|1

≤ (b− a)
1
2 |u|1 .

Wegen

‖u‖0 ≤ (b− a)
1
2 max
a≤t≤b

|u(t)|

folgt hieraus die Behauptung.
ad (2): Die Ungleichung

|u|1 ≤ ‖u‖1

ist offensichtlich. Aus Teil (1) folgt

‖u‖1 = {‖u‖2
0 + |u|21}

1
2 ≤ {(b− a)2 + 1}

1
2 |u|1 . �

Nach diesen Vorbereitungen können wir jetzt die gesuchte Variati-
onsformulierung angeben und den Begriff einer schwachen Lösung von
(1) einführen.

Definition 4 (Schwache Lösung). Eine Funktion u ∈ H1
0 (0, 1)

heißt schwache Lösung von (1), wenn für alle v ∈ H1
0 (0, 1) gilt

(2)

∫ 1

0

{Pu′v′ +Quv} =

∫ 1

0

Fv.

Unsere Überlegungen zu Beginn dieses Abschnittes zeigen die fol-
gende fundamentale Beziehung zwischen schwachen und klassischen
Lösungen von (1).

Satz 5 (Schwache und klassische Lösung). Jede klassische Lösung
von (1) ist auch eine schwache Lösung. Umgekehrt ist jede zweimal
stetig differenzierbare schwache Lösung von (1) auch eine klassische
Lösung.

Bemerkung 6 (Regularität). Satz 5 zeigt, dass in geeignetem Sin-
ne die Probleme (1) und (2) äquivalent sind. Eine Aussage der Form
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”
Jede schwache Lösung von (1) ist aus C2 (und damit

klassische Lösung).“

nennt man einen Regularitätssatz. Für Sturm-Liouville Probleme kann
man derartige Sätze aus dem Regularitätssatz [16, Satz I.1.16] für ge-
wöhnliche Differentialgleichungen ableiten. Für partielle Differential-
gleichungen ist der Beweis von Regularitätssätzen wesentlich aufwän-
diger und erfordert zusätzliche Annahmen an das Gebiet, vgl. [16, Bei-
spiel III.1.12].

Der folgende Satz zeigt, dass (1) eine eindeutige schwache Lösung
besitzt.

Satz 7 (Schwache Lösbarkeit des Sturm-Liouville Problems). Pro-
blem (1) besitzt eine eindeutige schwache Lösung. Diese ist das eindeu-
tige Minimum des Funktionals

H1
0 (0, 1) 3 u 7→ 1

2

∫ 1

0

{Pu′2 +Qu2} −
∫ 1

0

Fu.

Beweis. Wir wenden den Satz von Lax-Milgram, Satz I.1.1 (S. 15),
an mit X = H1

0 (0, 1), ‖·‖X = |·|1 und

B(u, v) =

∫ 1

0

{Pu′v′ +Quv}, `(v) =

∫ 1

0

Fv.

Die Symmetrie und Bilinearität von B und die Linearität von ` sind
offensichtlich. Die Stetigkeit von B und ` folgt aus unseren Annahmen
an P , Q und F , der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma 3.
Die Koerzivität von B schließlich folgt aus

B(u, u) ≥
∫ 1

0

P |u′|2 ≥ p |u|21 . �

Für die Diskretisierung von Problem (1) ersetzen wir in (2) den
Raum H1

0 (0, 1) durch einen endlich dimensionalen Unterraum XT . Das
Céa-Lemma, Satz I.1.2 (S. 17), zeigt dann, dass das diskrete Problem
eine eindeutige Lösung uT hat und dass der Fehler |u− uT |1 durch
die Approximationsgüte inf

vT ∈XT
|u− vT |1 bestimmt wird. Der Satz von

Aubin-Nitsche, Satz I.1.5 (S. 18), mit H = L2(0, 1) schließlich liefert
für die L2-Norm des Fehlers eine (hoffentlich) verbesserte Abschätzung.

Die Funktionen in XT sollen stückweise Polynome sein. Die Forde-
rung XT ⊂ H1

0 (0, 1) und die Definition 1 von H1
0 (0, 1) implizieren, dass

diese Funktionen stetig sein müssen. Dieser Ansatz führt auf folgende
Definition.

Definition 8 (Finite Element Räume). Sei T = {Ij : 0 ≤ j ≤ n}
mit Ij = [tj, tj+1] und 0 = t0 < t1 < . . . < tn+1 = 1 eine Unterteilung
von [0, 1] in n+ 1 Teilintervalle. Setze

hj = tj+1 − tj, 0 ≤ j ≤ n, und h = max
0≤j≤n

hj.
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Für k ∈ N und m ∈ N sei

Sk,−1(T ) =
{
ϕ : [0, 1]→ R : ϕ

∣∣
Ij
∈ Pk ∀0 ≤ j ≤ n

}
,

Sk,m(T ) = Sk,−1(T ) ∩ Cm([0, 1],R),

Sk,00 (T ) =
{
ϕ ∈ Sk,0(T ) : ϕ(0) = ϕ(1) = 0

}
.

Dabei bezeichnet Pk den Raum der Polynome vom Grad ≤ k.

Bemerkung 9. (1) S0,m(T ) = R für alle m ∈ N.
(2) Sk,m(T ) ⊂ Hm+1(0, 1) für alle k ∈ N∗, m ∈ N.

(3) dimSk,0(T ) = (n+1)(k−1)+n+2, dimSk,00 (T ) = (n+1)(k−1)+n.
(4) Die Funktionen in Sk,m(T ) heißen (eindimensionale) Finite Elemen-
te. Ist speziell m = k − 1, so spricht man auch von Splines , vgl. [15,
§I.3].

Nach Wahl eines Polynomgrades k ∈ N∗ lautet die Finite Element
Diskretisierung von (1):

Finde uT ∈ Sk,00 (T ), so dass für alle vT ∈ Sk,00 (T ) gilt

(3)

∫ 1

0

{Pu′T v′T +QuT vT } =

∫ 1

0

FvT .

Problem (3) ist ein lineares Gleichungssystem mit (n + 1)(k − 1) + n
Gleichungen und Unbekannten. Die Matrix dieses LGS, die sog. Sys-
temsteifigkeitsmatrix oder kurz Steifigkeitsmatrix , ist wegen der Sym-
metrie und Koerzivität der Bilinearform B symmetrisch positiv definit.
Das LGS kann daher mit einer Cholesky Zerlegung [15, Algorithmen
IV.2.3, IV.2.4] oder, insbesondere für große n, mit einem CG-Verfahren
[15, Algorithmus IV.7.2] gelöst werden.

ti−2 ti−1 ti ti+1 ti+2

�
�
�@

@
@

tj−1 tj tj+1 tj+2

Abbildung 1. Die Basisfunktionen vi und wj

Beispiel 10 (Lineare und quadratische Basisfunktionen). (1) Es
ist

S1,0(T ) = span{v1, . . . , vn}
mit

vi(t) =


0 für t ≤ ti−1 oder t ≥ ti+1
t−ti−1

hi−1
für ti−1 ≤ t ≤ ti

−t+ti+1

hi
für ti ≤ t ≤ ti+1
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(vgl. Abbildung 1). Dann ist (3) äquivalent zu∫ ti+1

ti−1

Fvi =

∫ ti+1

ti−1

Qviu

+
1

h2
i−1

(ui − ui−1)

∫ ti

ti−1

P

+
1

h2
i

(ui+1 − ui)
∫ ti+1

ti

P ∀1 ≤ i ≤ n.

Approximiert man die Integrale durch∫ ti+1

ti−1

Fvi ≈
1

2
(hi−1 + hi)Fi (Trapezregel)∫ ti+1

ti−1

Qviu ≈
1

2
(hi−1 + hi)Qiui (Trapezregel)∫ ti−µ+1

ti−µ

P ≈ hi−µPi−µ+ 1
2

(µ = 0, 1) (Mittelpunktsregel)

und wählt man hi = h = 1
n+1

für alle 1 ≤ i ≤ n, so erhält man bis auf
Skalierung mit dem Faktor h die Differenzendiskretisierung aus [16,
§II.4].
(2) Es ist

S2,0(T ) = span{v1, . . . , vn, w0, . . . , wn}
mit v1, . . . , vn wie in Teil (1) und

wi(x) =

{
0 für t ≤ ti oder t ≥ ti+1

4 (t−ti)(ti+1−t)
h2
i

für ti ≤ t ≤ ti+1

(vgl. Abbildung 1). Die Matrix des LGS (3) hat nun die Form

AQ =

(
AL ALQ
ATLQ AQQ

)
,

wobei AL die Matrix von (3) zu S1,0(T ) ist und AQQ diagonal ist.
Spaltet man den Lösungsvektor und die rechte Seite entsprechend auf,
hat (3) die Form (

AL ALQ
ATLQ AQQ

)(
uL
uQ

)
=

(
fL
fQ

)
und ist somit äquivalent zu

[AL − ALQA−1
QQA

T
LQ]uL = fL − ALQA−1

QQFQ

uQ = A−1
QQ[fQ − ATLQuL].

Man muss also wie in Teil (1) effektiv nur ein LGS der Größe n×n lösen,
wobei die Matrix wieder symmetrisch, positiv definit und tridiagonal
ist.
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Als nächstes schätzen wir die Approximationsgüte von Sk,00 (T ) in
H1

0 (0, 1) ab.

Satz 11 (Approximationsfehler). Sei u ∈ Hk+1(0, 1)∩H1
0 (0, 1) mit

k ∈ N∗. Dann gilt

inf
vT ∈Sk,00 (T )

|u− vT |1 ≤ hk |u|k+1 .

Beweis. Für 0 ≤ i ≤ n sei Lk,i das Lagrangesche Interpolations-
polynom von u zu den Knoten ti + j

k
hi, 0 ≤ j ≤ k. Setze

v∗T (t) = Lk,i(t) ∀t ∈ Ii, 0 ≤ i ≤ n.

Dann ist v∗T ∈ Sk,00 (T ). Aus dem Satz von Rolle folgt für 0 ≤ i ≤ n
und 0 ≤ µ ≤ k, dass (u− v∗T )(µ) in Ii mindestens k + 1− µ Nullstellen
hat. Wegen Lemma 3 ist daher

|u− v∗T |µ,Ii ≤ hi |u− v∗T |µ+1,Ii
∀0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ µ ≤ k.

Da (v∗T )(k+1) auf jedem Ii verschwindet, folgt hieraus durch Induktion

|u− v∗T |1,Ii ≤ hki |u|k+1,Ii
∀0 ≤ i ≤ n

und damit die Behauptung. �

Satz 11 liefert zusammen mit den abstrakten Sätzen I.1.2 (S. 17)
und I.1.5 (S. 18) folgende Fehlerabschätzung für die Diskretisierung (3)
von Problem (1).

Satz 12 (A priori Abschätzung). Seien u ∈ H1
0 (0, 1) die eindeutige

schwache Lösung von (1) und uT ∈ Sk,00 (T ) die eindeutige Lösung von
(3). Weiter sei u ∈ Hk+1(0, 1). Dann gilt

max
a≤t≤b

|u(t)− uT (t)| ≤ |u− uT |1 ≤ c1h
k |u|k+1

mit c1 = 2p−1 max{‖P‖C0 , ‖Q‖C0}.
Besitzt zusätzlich (1) für jede rechte Seite ϕ ∈ L2([0, 1],R) eine ein-
deutige schwache Lösung uϕ ∈ H1

0 (0, 1) ∩H2(0, 1) mit

|uϕ|2 ≤ c2 ‖ϕ‖0 ,

so gilt weiter

‖u− uT ‖0 ≤ c3h
k+1 |u|k+1

mit c3 = 4c2p
−1 max{‖P‖C0 , ‖Q‖C0}2.

Bemerkung 13. (1) Im Vergleich mit [16, Satz II.4.2] kommt Satz
12 mit wesentlich schwächeren Regularitätsannahmen aus. Dies ist für
die Übertragung auf partielle Differentialgleichungen ein großer Vorteil.
(2) Die Konstante c2 kann grob abgeschätzt werden durch 3p−2 max{1,
‖P‖C1 , ‖Q‖C0}.
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Satz 12 liefert keine Aussage über die tatsächliche Größe des Feh-
lers und seine Verteilung. Dies leisten nur sog. a posteriori Fehler-
abschätzungen, die zusammen mit adaptiven Gitterverfeinerungen für
die effiziente Diskretisierung partieller Differentialgleichungen unab-
dingbar sind.

Satz 14 (A posteriori Abschätzung). Seien u ∈ H1
0 (0, 1) die ein-

deutige schwache Lösung von (1) und uT ∈ Sk,00 (T ) die eindeutige
Lösung von (3). Dann gilt

|u− uT |1 ≤ p−1

{
n∑
j=0

η2
j

} 1
2

mit
ηj = hj ‖F + (Pu′T )′ −QuT ‖0,Ij

.

Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen des Beweises von Satz 7
und setzen zur Abkürzung e = u− uT . Bezeichne mit IT : H1

0 (0, 1)→
S1,0

0 (T ) den Operator, der jeder Funktion ihre stetige, stückweise linea-
re Interpolierende in den Punkten t0, . . ., tn+1 zuordnet. Einsetzen von
v = IT e in (2) und von vT = IT e in (3) und Subtraktion der resultie-
renden Gleichungen liefert dann die sog. Galerkin Orthogonalität

B(e, IT e) = 0.

Daher ist

p |e|21 ≤ B(e, e) = B(e, e− IT e) = `(e− IT e)−B(uT , e− IT e).
Hieraus folgt durch partielle Integration auf den Teilintervallen Ij, 0 ≤
j ≤ n, wegen (e− IT e)(ti) = 0 für alle 0 ≤ i ≤ n+ 1

`(e− IT e)−B(uT , e− IT e)

=
n∑
j=0

∫
Ij

{F (e− IT e)− Pu′T (e− IT e)′ −QuT (e− IT e)}

=
n∑
j=0

∫
Ij

{F + (Pu′T )′ −QuT }(e− IT e).

Aus dem Beweis von Satz 11 ergibt sich für jedes Teilintervall Ij

‖e− IT e‖0,Ij
≤ hj |e|1,Ij .

Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

p |e|21 ≤
n∑
j=0

∫
Ij

{F + (Pu′T )′ −QuT }(e− IT e) ≤
n∑
j=0

ηj |e|1,Ij

≤

{
n∑
j=0

η2
j

} 1
2

|e|1 . �
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Bemerkung 15. (1) Mit etwas technischem Mehraufwand kann
man zeigen, dass gilt

ηj ≤ |u− uT |1,Ij + HOT, ∀0 ≤ j ≤ n,

wobei HOT für einen explizit berechenbaren Term höherer Ordnung
bzgl. ηj steht.
(2) Die Größe ηj nennt man einen residuellen Fehlerindikator. Sie kann
bei bekanntem uT explizit berechnet werden und gibt somit eine leicht
berechenbare Schranke für den Fehler.
(3) Man kann die Größen ηj wie folgt zur automatischen Gitteranpas-
sung benutzen:

(i) Wähle ein grobes Gitter T0 = {I(0)
j : 0 ≤ j ≤ n0}. Setzem = 0.

(ii) Löse das diskrete Problem zu Tm und berechne damit die ent-

sprechenden Fehlerindikatoren η
(m)
j , 0 ≤ j ≤ nm. Setze

η(m) = max
0≤j≤nm

η
(m)
j .

(iii) Falls η(m) ≤ ε ist, beende das Verfahren. Andernfalls gehe zu
(iv).

(iv) Falls η
(m)
j ≥ γη(m) ist, halbiere das Intervall I

(m)
j . Andernfalls

lasse es unverändert. Dies bestimmt das nächste Gitter Tm+1.
Ersetze m durch m+ 1 und gehe nach (ii) zurück.

Dabei ist in (iii) ε eine gegebene Toleranz und in (iv) γ ∈ (0, 1) ein
gegebener Parameter; typischerweise ist γ = 1

2
.

In den folgenden vier Kapiteln behandeln wir Finite Element Ver-
fahren für lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
In Kapitel I betrachten wir zunächst abstrakte Variationsprobleme und
ihre Diskretisierung, führen dann die Sobolev-Räume ein und geben
ihre wichtigsten Eigenschaften an und nutzen schließlich diese Ergeb-
nisse für die Herleitung schwacher Formulierungen elliptischer Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung. In Kapitel II führen wir die Fi-
nite Element Räume ein, beweisen ihre Approximationseigenschaften
und leiten so a priori Fehlerabschätzungen für die Finite Element Dis-
kretisierung elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung her.
Kapitel III befasst sich mit praktischen Aspekten der Finite Element
Methode: Behandlung gekrümmter Ränder, Berechnung der auftreten-
den Integrale, effiziente Lösung der diskreten Probleme, a posterio-
ri Fehlerabschätzungen, adaptive Gitterverfeinerung und erforderliche
Datenstrukturen. In Kapitel IV schließlich behandeln wir kurz nicht-
konforme und gemischte Finite Element Diskretisierungen für ellipti-
sche Differentialgleichungen zweiter Ordnung.





KAPITEL I

Analytische Grundlagen

In diesem Kapitel betrachten wir zunächst abstrakte Variations-
probleme und deren Diskretisierung. Danach führen wir die Sobolev-
Räume ein und geben einige ihrer wichtigsten Eigenschaften an. An-
schließend leiten wir schwache Formulierungen elliptische Differential-
gleichungen zweiter Ordnung her und zeigen einige ihrer wichtigsten
Eigenschaften.

I.1. Abstrakte Variationsprobleme

Motiviert durch das einführende Kapitel und die schwache Formu-
lierung, Definition 4 (S. 7), des Sturm-Liouville Problems (1) (S. 5),
betrachten wir in diesem Paragraphen abstrakte Variationsprobleme
der Form:

Finde ein u ∈ X, so dass für alle v ∈ X gilt B(u, v) = `(v).

Dabei ist X ein Banach-Raum, B eine Bilinearform auf X und ` ein
lineares Funktional auf X.

Der folgende Satz sichert unter geeigneten Voraussetzungen die ein-
deutige Lösbarkeit derartiger Probleme und charakterisiert ihre Lösun-
gen.

Satz I.1.1 (Satz von Lax-Milgram). Seien (X, ‖·‖X) ein Banach-
Raum, ` ∈ L(X,R) ein stetiges lineares Funktional und B ∈ L2(X,R)
eine stetige Bilinearform. Zusätzlich sei B symmetrisch, d.h.

B(u, v) = B(v, u) ∀u, v ∈ X,
und koerziv, d.h., es gibt ein β > 0 mit

B(u, u) ≥ β ‖u‖2
X ∀u ∈ X.

Dann besitzt das Funktional J ∈ C2(X,R) mit

J(u) =
1

2
B(u, u)− `(u)

ein eindeutiges Minimum u∗ in X. Dieses ist die eindeutige Lösung
von

(I.1.1) B(u∗, v) = `(v) ∀v ∈ X.

Beweis. 1. Schritt: Offensichtlich ist J ∈ C2(X,R) mit

DJ(u)v = B(u, v)− `(v) ∀u, v ∈ X.
15
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Also ist jeder kritische Punkt von J eine Lösung von (I.1.1).
2. Schritt: Seien u1, u2 ∈ X zwei Lösungen von (I.1.1). Dann folgt

B(u1 − u2, v) = 0 ∀v ∈ X

und wegen der Koerzivität von B

β ‖u1 − u2‖2
X ≤ B(u1 − u2, u1 − u2) = 0.

Also besitzt (I.1.1) höchstens eine Lösung.
3. Schritt: Für alle u ∈ X gilt wegen der Koerzivität von B und der
Stetigkeit von `

J(u) ≥ β

2
‖u‖2

X − ‖`‖L(X,R) ‖u‖X ≥
β

4
‖u‖2

X −
1

β
‖`‖2
L(X,R)

≥ − 1

β
‖`‖2
L(X,R) .

Also ist J nach unten beschränkt. Sei

ρ = inf
u∈X

J(u) ∈ R

und (un)n∈N eine Minimalfolge, d.h.

ρ = lim
n→∞

J(un).

Dann folgt für n,m ∈ N wegen der Koerzivität, Symmetrie und Bili-
nearität von B und der Linearität von `

β ‖un − um‖2
X ≤ B(un − um, un − um)

= B(un, un)− 2B(un, um) +B(um, um)

= 2B(un, un) + 2B(um, um)−B(un + um, un + um)

= 2B(un, un)− 4`(un) + 2B(um, um)− 4`(um)

− 4B

(
1

2
(un + um),

1

2
(un + um)

)
+ 8`

(
1

2
(un + um)

)
= 8

{
1

2
J(un) +

1

2
J(um)− J

(
1

2
(un + um)

)}
≤ 8

{
1

2
J(un) +

1

2
J(um)− ρ

}
−→

n,m→∞
0.

Also ist (un)n∈N eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein u∗ ∈ X
mit J(u∗) = ρ. Also besitzt J mindestens ein Minimum. Zusammen
mit den Schritten 1 und 2 folgt hieraus die Behauptung. �

Motiviert durch die eindimensionalen Finite Elemente des einfüh-
renden Kapitels betrachten wir abstrakte diskrete Probleme der Form:

Finde ein uT ∈ XT , so dass für alle vT ∈ XT gilt B(uT , vT ) = `(vT ).
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Dabei ist XT ein geeigneter endlich dimensionaler Unterraum von X.
Die diversen Finite Element Diskretisierungen unterscheiden sich dann
u.a. in der Wahl der diskreten Räume XT .

Satz I.1.1 angewandt auf einen solchen Raum XT liefert sofort die
eindeutige Lösbarkeit des diskreten Problems und führt es auf ein äqui-
valentes endlich dimensionales System linearer Gleichungen zurück. Der
folgende Satz zeigt, dass der Fehler zwischen den Lösungen der Varia-
tionsprobleme in X und in XT bestimmt ist durch die Approximati-
onsgüte des Raumes XT ⊂ X. Diese Größe ist unabhängig von den
Formen B und ` und damit von der speziellen Differentialgleichung.
Daher erhalten wir mit dem folgenden Satz Fehlerabschätzungen für
eine ganze Klasse von Differentialgleichungen und Diskretisierungen.

Satz I.1.2 (Céa-Lemma). Die Voraussetzungen und Bezeichnungen
seien wie in Satz I.1.1. Setze zur Abkürzung

B = ‖B‖L2(X,R) .

Sei XT ⊂ X ein endlich dimensionaler Unterraum von X. Bezeichne
mit u ∈ X und uT ∈ XT das eindeutige Minimum von J in X bzw.
XT . Dann gilt

(I.1.2) ‖u− uT ‖X ≤
B
β

inf
vT ∈XT

‖u− vT ‖X .

Beweis. Wegen Satz I.1.1 besitzt J ein eindeutiges Minimum uT
in XT . Dieses ist charakterisiert durch

(I.1.3) B(uT , vT ) = `(vT ) ∀vT ∈ XT .

Aus (I.1.1) und (I.1.3) folgt wegen der Bilinearität von B die sog. Ga-
lerkin Orthogonalität

(I.1.4) B(u− uT , vT ) = 0 ∀vT ∈ XT .

Hieraus ergibt sich für jedes vT ∈ XT wegen der Koerzivität von B

β ‖u− uT ‖2
X ≤ B(u− uT , u− uT )

= B(u− uT , u− vT ) +B(u− uT , vT − uT )

= B(u− uT , u− vT )

≤ B ‖u− uT ‖X ‖u− vT ‖X .

Da vT beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. �

Wie bei dem Sturm-Liouville Problem wird bei den Anwendungen
der folgenden Abschnitte ‖·‖X in der Regel die H1-Norm oder eine
ähnliche Norm sein. Wie bei dem eindimensionalen Problem wollen
wir aber häufig auch Fehlerabschätzungen in der L2-Norm oder einer
vergleichbaren Norm herleiten. Dazu benötigen wir den Begriff der ste-
tigen Einbettung.
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Definition I.1.3 (Stetige Einbettung). Seien (X, ‖·‖X) und (Y,
‖·‖Y ) zwei normierte Vektorräume. Dann heißt X stetig eingebettet in
Y , kurz X ↪→ Y , wenn X ⊂ Y und die kanonische Injektion i : X → Y
stetig ist.

Bemerkung I.1.4 (Normvergleich bei stetiger Einbettung). Gilt
X ↪→ Y , so folgt aus der Definition der Stetigkeit für lineare Opera-
toren, dass es eine Konstante c > 0 gibt mit ‖ϕ‖Y ≤ c ‖ϕ‖X für alle
ϕ ∈ X.

Der folgende Satz zeigt, dass wir unter bestimmten Bedingungen
die Abschätzung von Satz I.1.2 verbessern können.

Satz I.1.5 (Satz von Aubin-Nitsche). Zusätzlich zu den Vorausset-
zungen der Sätze I.1.1 und I.1.2 sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarpro-
dukt (· , ·)H und Norm ‖·‖H derart, dass X ↪→ H und bzgl. ‖·‖H dicht
ist in H. Für jedes ϕ ∈ H bezeichne uϕ ∈ X die eindeutige Lösung von

(I.1.5) B(v, uϕ) = (ϕ , v)H ∀v ∈ X.

Dann gilt

(I.1.6) ‖u− uT ‖H ≤ B ‖u− uT ‖X sup
ϕ∈H;‖ϕ‖H=1

inf
vT ∈XT

‖uϕ − vT ‖X .

Beweis. Wegen X ↪→ H definiert jedes ϕ ∈ H durch v 7→ (ϕ , v)H
ein stetiges lineares Funktional auf X. Wegen Satz I.1.1 besitzt somit
(I.1.5) eine eindeutige Lösung uϕ ∈ X. Aus (I.1.5) und (I.1.4) folgt für
beliebiges ϕ ∈ H und beliebiges vT ∈ XT

(u− uT , ϕ)H = B(u− uT , uϕ)

= B(u− uT , uϕ − vT )

≤ B ‖u− uT ‖X ‖uϕ − vT ‖X .

Da wegen der Dichtheit von X in H

‖u− uT ‖H = sup
ϕ∈H;‖ϕ‖H=1

(u− uT , ϕ)H

ist, folgt hieraus die Fehlerabschätzung. �

In den nächsten Paragraphen werden wir u.a. Konvektions-Diffu-
sionsgleichungen betrachten. Deren Variationsformulierung und Finite
Element Diskretisierung passt nicht in den Rahmen der Sätze I.1.1,
I.1.2 und I.1.5, da die zugehörige Bilinearform B nicht mehr sym-
metrisch ist. Der folgende Satz zeigt, dass die analytischen Probleme
(I.1.1) und (I.1.5) und das diskrete Problem (I.1.3) nach wie vor ein-
deutig lösbar sind und dass die Fehlerabschätzungen (I.1.2) und (I.1.6)
gültig bleiben. Allerdings können wir wegen der fehlenden Symmetrie
von B die Lösungen von (I.1.1) und (I.1.3) nicht mehr als Minimum
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des Funktionals J charakterisieren. Zudem brauchen wir eine zusätzli-
che Bedingung an den Raum X und müssen für die eindeutige Lösbar-
keit der analytischen Probleme (I.1.1) und (I.1.5) deutlich schärferes
funktionalanalytisches Geschütz auffahren.

Satz I.1.6 (Koerzive, nicht symmetrische Bilinearform). Die Vor-
aussetzungen der Sätze I.1.1, I.1.2 und I.1.5 seien bis auf die Symme-
trie der Bilinearform B erfüllt. Zudem sei X reflexiv. Dann besitzen die
Probleme (I.1.1), (I.1.3) und (I.1.5) für jedes ` ∈ L(X,R) bzw. ϕ ∈ H
eine eindeutige Lösung u ∈ X, uT ∈ XT und uϕ ∈ X und es gelten die
Fehlerabschätzungen (I.1.2) und (I.1.6).

Beweis. Im Beweis der Sätze I.1.2 und I.1.5 haben wir die Koerzi-
vität von B, nicht aber die Symmetrie ausgenutzt. Daher müssen wir
nur die eindeutige Lösbarkeit der Probleme (I.1.1), (I.1.3) und (I.1.5)
zeigen.
Betrachte zunächst das diskrete Problem (I.1.3). Dieses ist ein endlich
dimensionales lineares Gleichungssystem mit genauso vielen Gleichun-
gen wie Unbekannten. Wegen der Koerzivität von B besitzt das zu-
gehörige homogene Problem nur die triviale Lösung. Daher ist (I.1.3)
für alle ` ∈ L(X,R) eindeutig lösbar.
Betrachte als nächstes das analytische Problem (I.1.1). Wegen der Koer-
zivität von B besitzt (I.1.1) höchstens eine Lösung. Weiter definiert B
durch die Vorschrift (Lu)(v) = B(u, v) eine lineare Abbildung von X in
seinen Dualraum X∗ = L(X,R), die wegen der Stetigkeit von B eben-
falls stetig ist. Wegen der Koerzivität von B gilt β ‖u‖X ≤ ‖Lu‖X∗
für alle u ∈ X. Daher ist L injektiv und das Bild R von L ein abge-
schlossener Unterraum von X∗. Wäre R 6= X∗ gäbe es wegen des Satzes
von Hahn-Banach [17, Korollar III.1.8] und der Reflexivität von X ein
Element v0 ∈ X mit (Lu)(v0) = B(u, v0) = 0 für alle u ∈ X.1 Dies ist
ein Widerspruch zur Koerzivität von B. Also ist L auch surjektiv und
damit (I.1.1) eindeutig lösbar.
Die eindeutige Lösbarkeit von Problem (I.1.5) schließlich folgt ganz
analog mit dem adjungierten Operator L∗ mit (L∗u)(v) = B(v, u) an
Stelle von L. �

Bemerkung I.1.7 (inf-sup Bedingung). Die Koerzivität der Bili-
nearform B kann zu der sog. inf-sup Bedingung

0 < β ≤ inf
u∈X\{0}

sup
v∈X\{0}

B(u, v)

‖u‖X ‖v‖X
abgeschwächt werden. Wegen

‖`‖X∗ = sup
v∈X\{0}

|`(v)|
‖v‖X

∀` ∈ X∗

1Für einen Hilbert-Raum ist v0 = w−PRw mit w ∈ X\R und der orthogonalen
Projektion PR auf R.
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impliziert sie nämlich für obigen Operator L

β ‖u‖X ≤ ‖Lu‖X∗ ∀u ∈ X.

Hieraus folgt dann wieder die Injektivität von L und die Abgeschlos-
senheit seines Bildes. Die inf-sup Bedingung ist für sog. Sattelpunkts-
probleme von besonderer Bedeutung (vgl. §IV.3 (S. 120)).

Bemerkung I.1.8 (Allgemeine Diskretisierungsverfahren). Wir be-
trachten allgemeine Diskretisierungsverfahren Lhuh = fh für abstrakte
lineare Probleme Lu = f wie in [16, §III.2]. Dabei ist L : X → Y
eine nicht notwendig stetige lineare Abbildung zwischen zwei Banach-
Räumen (X, ‖·‖X) und (Y, ‖·‖Y ) und Lh : Xh → Yh eine automatisch
stetige lineare Abbildung zwischen zwei endlich dimensionalen Banach-
Räumen (Xh, ‖·‖Xh) und (Yh, ‖·‖Yh). Die unendlich dimensionalen und
die endlich dimensionalen Räume sind durch Restriktionsabbildungen
RXh : X → Xh und RYh : Y → Yh verknüpft. Zusätzlich wird ein

Fortsetzungsoperator IXh : Xh → X̃ in einen Banach-Raum (X̃, ‖·‖X̃)

mit einer schwächeren Topologie als X und X ⊂ X̃ betrachtet, der
Fehlerabschätzungen in der h-unabhängigen Norm ‖·‖X̃ erlaubt.
Die Variationsprobleme dieses Abschnittes und ihre Diskretisierungen
passen wie folgt in diesen Rahmen. Es ist Y = X∗ der Dualraum von
X, L ist wie im Beweis von Satz I.1.6 definiert durch (Lu)(v) = B(u, v),
Yh = X∗h ist der Dualraum von Xh = XT und Lh ist die Restriktion von
L definiert durch (Lhuh)(vh) = B(uh, vh) für alle uh, vh ∈ Xh. Wegen
XT ⊂ X kann für IXh die kanonische Injektion gewählt und RYh als die
kanonische Restriktion (RYh`)(vh) = `(vh) definiert werden; RXh hängt
vom Diskretisierungverfahren ab und ist in der Regel ein Interpolations-
oder Quasi-Interpolationsoperator (vgl. (II.2.1) (S. 41) und Definition

III.3.1 (S. 82)). Üblicherweise ist X̃ der Raum H aus dem Satz von
Aubin-Nitsche I.1.5. Aus der Koerzivität von B bzw. der inf-sup Bedin-
gung aus Bemerkung I.1.7 folgt die Stabilität

∥∥L−1
h

∥∥
L(Yh,Xh)

≤ β−1. Aus

der Stetigkeit der Bilinearform B folgt die Konsistenzfehlerabschätzung
‖LhRXhu−RYhLu‖Yh ≤ B ‖RXhu− u‖X .

I.2. Sobolev-Räume

Im Folgenden bezeichnet Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, stets eine offene, be-
schränkte Menge, p ∈ [1,∞) einen Lebesgue-Exponenten mit dualem
Exponenten p′ ∈ (1,∞], 1

p
+ 1

p′
= 1, und α ∈ Nd einen Multiindex mit

|α| = α1 + . . .+ αd und

Dαϕ =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαdd

ϕ ∀ϕ ∈ C |α|(Ω).

Da Ω beschränkt ist, gilt Lp(Ω) ⊂ L1(Ω), und die kanonische Injektion
ist stetig. Aus dem Gaußschen Integralsatz folgt für alle ϕ, ψ ∈ C∞0 (Ω)
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und alle α ∈ Nd

(I.2.1)

∫
Ω

ϕDαψ = (−1)|α|
∫

Ω

ψDαϕ.

Gleichung (I.2.1) motiviert die folgende Definition der schwachen Ab-
leitung. Dieser Begriff verallgemeinert denjenigen der klassischen Ab-
leitung.

Definition I.2.1 (Schwache Ableitung). Seien ϕ, ψ ∈ L1(Ω) und
α ∈ Nd. Dann heißt ψ die α-te schwache Ableitung von ϕ, kurz ψ =
Dαϕ, wenn für alle ρ ∈ C∞0 (Ω) gilt∫

Ω

ϕDαρ = (−1)|α|
∫

Ω

ψρ.

Bemerkung I.2.2 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). (1) Die
α-te schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutig im Sinne von
L1-Funktionen.
(2) Ist ϕ ∈ C |α|(Ω), so stimmen die α-te schwache Ableitung und die
klassische α-te Ableitung überein.

Beweis. ad (1): Seien ϕ, ψ1, ψ2 ∈ L1(Ω) mit

(−1)|α|
∫

Ω

ψ1ρ =

∫
Ω

ϕDαρ = (−1)|α|
∫

Ω

ψ2ρ ∀ρ ∈ C∞0 (Ω).

Dann gilt ∫
Ω

(ψ1 − ψ2)ρ = 0 ∀ρ ∈ C∞0 (Ω).

Da C∞0 (Ω) dicht ist in L1(Ω), folgt ψ1 = ψ2 fast überall.
ad (2): Folgt aus dem Gaußschen Integralsatz (vgl. (I.2.1)). �

Beispiel I.2.3 (Schwach, aber nicht klassisch differenzierbare Funk-
tion). Sei Ω = (−1, 1) und ϕ(x) = |x|. Dann ist ϕ im Sinne von Defi-
nition I.2.1 differenzierbar und die Ableitung ist

ψ(x) =

{
−1 für − 1 < x < 0,

1 für 0 < x < 1.

Denn für alle ρ ∈ C∞0 (Ω) gilt∫ 1

−1

ϕρ′ =

∫ 0

−1

ϕρ′ +

∫ 1

0

ϕρ′

= ϕ(0)ρ(0)− ϕ(−1)ρ(−1) +

∫ 0

−1

ρ

− ϕ(0)ρ(0) + ϕ(1)ρ(1)−
∫ 1

0

ρ

= −
∫ 1

−1

ψρ,

da ρ(±1) = 0 ist.
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Mit Hilfe der schwachen Ableitung definieren wir die Sobolev-Räu-
me. Sie verallgemeinern die klassischen Ck(Ω)-Räume und sind ein un-
verzichtbares Hilfsmittel für die Variationsrechnung (vgl. §I.3), auf der
die Finite Element Methoden aufbauen.

Definition I.2.4 (Sobolev-Räume W k,p(Ω)). (1) Für k ∈ N und
p ∈ [1,∞) definieren wir den Sobolev-Raum W k,p(Ω) und seine Norm
‖·‖k,p durch

W k,p(Ω) = {ϕ ∈ Lp(Ω) : Dαϕ ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ k} ,

‖ϕ‖k,p =

∑
|α|≤k

‖Dαϕ‖pp


1/p

mit

‖ψ‖p =

{∫
Ω

|ψ|p
} 1

p

.

(2) Für k ∈ N∗ definieren wir durch

|ϕ|k,p =

∑
|α|=k

‖Dαϕ‖pp


1
p

eine Semi-Norm auf W k,p(Ω) und setzen zur Abkürzung |·|0,p = ‖·‖p.
(3) Ist speziell p = 2 , so schreiben wir Hk(Ω) statt W k,2(Ω) und lassen
den Index p = 2 bei der Norm und Semi-Norm weg.

Beispiel I.2.5 (Unbeschränkte Sobolev-Funktionen). (1) Seien ϕ
und Ω wie in Beispiel I.2.3. Dann gilt ϕ ∈ W 1,p(Ω) für alle p ∈ [1,∞).
(2) Seien d ≥ 2, Ω = B(0, 1

2
) und ϕ(x) = |x|s mit s ∈ R, wobei |·| die

euklidische Norm in Rd bezeichnet. Dann gilt

|Dαϕ(x)| ≈ |x|s−|α|

und

‖Dαϕ‖p ≈
∫ 1

2

0

r(s−|α|)prd−1dr <∞

⇐⇒ p(s− |α|) + d− 1 > −1

⇐⇒ s > |α| − d

p
.

(3) Sei d = 2, Ω = B(0, 1
2
) und ϕ(x) = ln |ln(|x|)|. Offensichtlich ist

ϕ ∈ L2(Ω). Für x 6= 0 und i ∈ {1, 2} ist

∂ϕ

∂xi
=

xi

|x|2 |ln(|x|)|
.
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Hieraus folgt∫
Ω

2∑
i=1

∣∣∣∣ ∂ϕ∂xi
∣∣∣∣2 = 2π

∫ 1
2

0

1

r2(ln r)2
rdr = 2π lim

ε→0

[
− 1

ln r

]r= 1
2

r=ε

=
2π

ln 2
.

Also ist ϕ ∈ H1(Ω). Man beachte, dass |ϕ(x)| → ∞ für |x| → 0 gilt. So-
mit zeigt dieses Beispiel, dass für Raumdimensionen d ≥ 2 Funktionen
in H1 im allgemeinen keine Punktwerte besitzen.

Satz I.2.6 (Eigenschaften der Sobolev-Räume). (1) (W k,p(Ω),
‖·‖k,p) ist ein Banach-Raum.

(2) C∞(Ω) ist dicht in W k,p(Ω).
(3) Hk(Ω) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(ϕ , ψ)k =
∑
|α|≤k

∫
Ω

DαϕDαψ.

Beweis. ad (1): Sei nk,d = #{α ∈ Nd : |α| ≤ k}. Dann können wir
W k,p(Ω) vermittels der Abbildung i : ϕ 7→ (Dαϕ)|α|≤k mit Lp(Ω;Rnk,d)
identifizieren. Insbesondere ist dann ‖ϕ‖k,p = ‖i(ϕ)‖Lp(Ω;Rnk,d ). Hieraus

folgt sofort die Normeigenschaft von ‖·‖k,p. Sei nun (ϕn)n∈N ⊂ W k,p(Ω)

eine Cauchy-Folge. Dann ist (i(ϕn))n∈N ⊂ Lp(Ω;Rnk,d) ebenfalls eine
Cauchy-Folge und damit konvergent. Daher gibt es zu jedem α ∈ Nd

mit |α| ≤ k ein ψα ∈ Lp(Ω), so dass Dαϕn in Lp(Ω) gegen ψα kon-
vergiert. Insbesondere konvergiert Dαϕn punktweise f.ü. gegen ψα. Für
jedes ρ ∈ C∞0 (Ω) gilt andererseits

(I.2.2)

∫
Ω

ϕnD
αρ = (−1)|α|

∫
Ω

Dαϕnρ.

Wegen des Lebesgueschen Konvergenzsatzes können wir in (I.2.2) den
Grenzübergang n→∞ durchführen und erhalten∫

ω

ψ0D
αρ = lim

n→∞

∫
Ω

ϕnD
αρ = lim

n→∞
(−1)|α|

∫
Ω

Dαϕnρ

= (−1)|α|
∫

Ω

ψαρ.

Also ist ψα die α-te schwache Ableitung von ψ0, und (ϕn)n∈N konver-
giert in W k,p(Ω) gegen ψ0.
ad (2): Kopiere den Beweis von

”
C∞(Ω) ist dicht in Lp(Ω)“.

ad (3): Offensichtlich ist (· , ·)k bilinear und ‖ϕ‖2
k = (ϕ , ϕ)k. Damit

folgt die Behauptung aus Teil (1). �

Im Folgenden werden wir häufig Funktionen begegnen, die stück-
weise glatt sind. Der folgende Satz gibt uns ein Kriterium, wann solche
Funktionen in W k,p(Ω) sind.
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Ω1 Ω2

Σ
-
n

Abbildung I.2.1. Zerlegung von Ω in Teilgebiete

Satz I.2.7 (Stückweise glatte Funktionen). Seien Ω1,Ω2 zwei nicht
leere, offene, beschränkte und disjunkte Teilmengen von Ω mit stück-
weise glattem Rand und Ω = Ω1 ∪ Ω2. Weiter sei ϕ ∈ Lp(Ω) so, dass
ϕ|Ωi ∈ Ck(Ωi) ist für i ∈ {1, 2} und k ≥ 1. Dann ist ϕ ∈ W k,p(Ω)
genau dann, wenn ϕ ∈ Ck−1(Ω) ist.

Beweis. Es reicht, den Fall k = 1 zu betrachten. Der allgemeine
Fall folgt dann durch Induktion. Sei n die äußere Normale an Ω1 und
JΣ(ϕ) der Sprung von ϕ über Σ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 in Richtung n, d.h.

JΣ(ϕ)(x) = lim
t→0+

ϕ(x+ tn)− lim
t→0+

ϕ(x− tn) ∀x ∈ Σ.

Seien ρ ∈ C∞0 (Ω) und i ∈ {1, . . . , d} beliebig. Dann folgt aus dem
Gaußschen Integralsatz

−
∫

Ω

ϕ
∂ρ

∂xi
= −

∫
Ω1

ϕ
∂ρ

∂xi
−
∫

Ω2

ϕ
∂ρ

∂xi

=

∫
Ω1

∂ϕ

∂xi
ρ−

∫
∂Ω1

ϕρni +

∫
Ω2

∂ϕ

∂xi
ρ+

∫
∂Ω2

ϕρni

=

∫
Ω

∂ϕ

∂xi
ρ+

∫
Σ

JΣ(ϕ)ρni.

Ist also ϕ ∈ W 1,p(Ω), so folgt∫
Σ

JΣ(ϕ)ρni = 0 ∀ρ ∈ C∞0 (Ω), i ∈ {1, . . . , d}.

Also ist JΣ(ϕ) = 0 f.ü. auf Σ, d.h. aber ϕ ∈ C(Ω).
Ist umgekehrt ϕ ∈ C(Ω), so verschwindet JΣ(ϕ) auf Σ, und aus obiger
Identität folgt ϕ ∈ W 1,p(Ω). �

Bemerkung I.2.8 (C∞0 (Ω) nicht dicht in H1(Ω)). Gemäß Satz I.2.6
(2) ist der Raum C∞(Ω) dicht in W k,p(Ω). Für C∞0 (Ω) gilt dies aber i.a.
nicht. Betrachte z.B. d = 1, Ω = (0, 1) und ϕ(x) = x. Sei ρ ∈ C∞0 (Ω)
beliebig. Wegen ϕ(0) = ρ(0) = ρ(1) = 0 folgt aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

1 = ϕ(1)− ρ(1)− [ϕ(0)− ρ(0)] =

∫ 1

0

[ϕ′(t)− ρ′(t)]dt

≤ ‖ϕ− ρ‖1 .

Also kann C∞0 (Ω) nicht dicht in H1(Ω) sein.
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Bemerkung I.2.8 führt auf folgende Definition.

Definition I.2.9 (Sobolev-Räume W k,p
0 (Ω)). W k,p

0 (Ω), k ≥ 1, ist

die Vervollständigung von C∞0 (Ω) bzgl. ‖·‖k,p; Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω).

Wie wir aus [16, §III.1] wissen, spielt der Rand von Ω eine we-
sentliche Rolle für die Regularität der Lösungen partieller Differenti-
algleichungen. Dies gilt auch für das Randverhalten von Funktionen
in W k,p-Räumen. Die folgenden Definition und Bemerkung präzisieren
diesen Sachverhalt.

��
�

H
HH
K0

Abbildung I.2.2. links: Lipschitz-Gebiet mit Kegel
K0; rechts: nicht Lipschitz-Gebiet

Definition I.2.10 (Lipschitz-Rand). Ω hat einen Lipschitz-Rand
bzw. Ω ist ein Lipschitz-Gebiet, wenn es ein N ∈ N∗ und offene Mengen
U1, . . . , UN ∈ Rd mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) ∂Ω ⊂
⋃

1≤i≤N Ui,
(2) Für jedes 1 ≤ i ≤ N ist ∂Ω ∩ Ui darstellbar als Graph einer

Lipschitz-stetigen Funktion.

Bemerkung I.2.11 (Einheitsnormalenfeld; Kegelbedingung). (1)
Ω sei ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert fast überall auf ∂Ω das äußere
Einheitsnormalenfeld n zu Ω.
(2) Ω habe einen stückweise glatten Rand. Zudem gebe es zu jedem
x0 ∈ ∂Ω einen nicht trivialen Kegel K0 mit Basis x0 und Ω ⊂ Rd \K0

(Kegelbedingung). Dann ist Ω ein Lipschitz-Gebiet.

Der folgende Satz charakterisiert die Spuren von W k,p-Funktionen,
d.h. ihre Einschränkungen auf den Rand von Ω.

Satz I.2.12 (Spursatz). Seien Ω ein Lipschitz-Gebiet und k ∈ N∗,
` ∈ {0, . . . , k − 1}. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung γ` :
W k,p(Ω)→ Lp(∂Ω) mit der Eigenschaft

γ`(ϕ) =
∂`ϕ

∂n`

∣∣∣
∂Ω
∀ϕ ∈ Ck(Ω).

Beweisidee. ([1], [2, §§A5.7, A5.14]) Man zeigt zunächst, dass die
Restriktionen von C∞0 (Rd)-Funktionen auf Ω dicht sind in W k,p(Ω).
Dann führt man eine Überdeckung von ∂Ω wie in Definition I.2.10 ein
und rechnet die Eigenschaft von γ` auf den Karten ∂Ω∩Ui für C∞0 (Rd)-
Funktionen nach. �
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Bemerkung I.2.13 (W k−`− 1
p
,p(∂Ω)-Räume). Die Bezeichnungen

und Voraussetzungen seien wie in Satz I.2.12. Wegen des Satzes vom
abgeschlossenen Bild (engl. closed range theorem) [17, Theorem IV.5.1]
ist γ`(W

k,p(Ω)) ein abgeschlossener Unterraum von Lp(∂Ω). Dieser wird

üblicherweise mit W k−`− 1
p
,p(∂Ω) bezeichnet. Für unsere Anwendungen

sind die Fälle ` = 0 und ` = 1 besonders wichtig. Für eine alternative

Charakterisierung der Räume W k−`− 1
p
,p(∂Ω) analog zu Definition I.2.4

mit Ω ersetzt durch ∂Ω verweisen wir auf [1].

Der folgende Satz charakterisiert W k,p
0 -Funktionen als die W k,p-

Funktionen, die auf dem Rand von Ω in einem geeigneten Sinne ver-
schwinden.

Satz I.2.14 (Kern des Spuroperators). W k,p
0 (Ω) = {ϕ ∈ W k,p(Ω) :

γ`(ϕ) = 0 ∀0 ≤ ` ≤ k − 1}.

Beweisidee. ([1], [2, §§A5.7, A5.14]) Da die Abbildungen γ` stetig
sind, ist

⋂
0≤`≤k−1 ker γ` ein abgeschlossener Unterraum von W k,p(Ω),

der C∞0 (Ω) enthält. Hieraus folgt mit Definition I.2.9 die Behauptung.
�

Der folgende Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel.

Satz I.2.15 (Friedrichsche Ungleichung). ‖·‖k,p und |·|k,p sind äqui-

valente Normen auf W k,p
0 (Ω).

Beweis. Offensichtlich gilt |ϕ|k,p ≤ ‖ϕ‖k,p für alle ϕ ∈ W k,p(Ω).
Für die umgekehrte Abschätzung wähle R ∈ R∗+ so, dass Ω in dem
Würfel B|·|∞(0, R) enthalten ist. Dabei bezeichnet |·|∞ die Maximum-

Norm auf Rd. Sei α ∈ Nd mit |α| = k − 1 und ϕ ∈ C∞0 (Ω), ψ = Dαϕ.
Dann ist ψ ∈ C∞0 (Ω). Wegen Ω ⊂ B|·|∞(0, R) folgt für beliebiges x ∈ Ω
mit der Hölderschen Ungleichung

|ψ(x)|p =

∣∣∣∣∫ x

−R

∂ψ

∂x1

(y, x2, . . . , xd)dy

∣∣∣∣p
≤ (2R)p−1

∫ R

−R

∣∣∣∣ ∂ψ∂x1

(y, x2, . . . , xd)

∣∣∣∣p dy.

Integration über Ω liefert

‖ψ‖pp =

∫
Ω

|ψ(x)|p ≤
∫
B|·|∞ (0,R)

|ψ(x)|p

≤ (2R)p−1

∫ R

−R

∫
B|·|∞ (0,R)

∣∣∣∣ ∂ψ∂x1

(y, x2, . . . , xd)

∣∣∣∣p dydx

= (2R)p
∫
B|·|∞ (0,R)

∣∣∣∣ ∂ψ∂x1

∣∣∣∣p = (2R)p
∥∥∥∥ ∂ψ∂x1

∥∥∥∥p
p

.
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Summation über alle Multiindizes α ∈ Nd mit |α| ≤ k − 1 ergibt

|ϕ|pk−1,p ≤ ck−1 |ϕ|pk,p
mit ck−1 = (2R)p (k+d−2)!

d!(k−1)!
. Hieraus folgt

‖ϕ‖pk,p = |ϕ|pk,p +
k−1∑
`=0

|ϕ|p`,p ≤ |ϕ|
p
k,p +

k−1∑
`=0

c` |ϕ|p`+1,p

≤ {1 + ck−1 + ck−1ck−2 + . . .+ ck−1 . . . c1c0} |ϕ|pk,p .

Dies beweist die Behauptung, da C∞0 (Ω) dicht ist in W k,p
0 (Ω). �

Bemerkung I.2.16. Aus Satz I.2.15 folgt ‖ϕ‖k,p ≤ ck(Ω) |ϕ|k,p für

alle ϕ ∈ W k,p
0 (Ω). Die Konstante ck(Ω) hängt nur von k und dem Durch-

messer von Ω ab. Eine analoge Abschätzung gilt für alle Funktionen,
die auf einem Teil des Randes verschwinden, der positives (d − 1)-
dimensionales Maß hat.

Als nächstes wollen wir Teilmengenbeziehungen zwischen W k,p- und
Lq-Räumen untersuchen. Dazu benötigen wir neben dem Begriff der
stetigen Einbettung, Definition I.1.3 (S. 18), auch denjenigen der kom-
pakten Einbettung.

Definition I.2.17 (Kompakte Einbettung). Seien (X, ‖·‖X) und
(Y, ‖·‖Y ) zwei normierte Vektorräume. Dann heißt X kompakt einge-

bettet in Y , kurz X
c
↪→Y , wenn die Einheitskugel B‖·‖X (0, 1) bzgl. der

Norm ‖·‖X eine kompakte Teilmenge von Y ist bzgl. der Norm ‖·‖Y .

Bemerkung I.2.18 (Eigenschaften kompakter Einbettungen). (1)

Aus X
c
↪→Y folgt X ↪→ Y .

(2) Ist X
c
↪→Y und (ϕn)n∈N ⊂ X eine beschränkte Folge bzgl. der Norm

‖·‖X , so besitzt (ϕn)n∈N eine in Y bzgl. der Norm ‖·‖Y konvergente
Teilfolge.

Satz I.2.19 (Sobolevscher Einbettungssatz). (1) Sei p < d. Dann

gilt W k,p(Ω) ↪→ W k−1,q(Ω) für alle q ∈ [1, pd
d−p ] und W k,p(Ω)

c
↪→

W k−1,q(Ω) für alle q ∈ [1, pd
d−p).

(2) Sei p = d. Dann gilt W k,p(Ω)
c
↪→W k−1,q(Ω) für alle q ∈ [1,∞).

(3) Sei k > d
p
. Dann gilt W k,p(Ω)

c
↪→C`(Ω) für alle ` ∈ N mit 0 ≤ ` <

k − d
p
.

Beweis. [1], [2, §§A 5.1, A5.4, A8.2] �

Bemerkung I.2.20. (1) Sei d = 2, p = 2 und Ω = B(0; 1
2
). Dann

zeigt Beispiel I.2.5 (3), dass die Schranke an q in Satz I.2.19 (2) scharf
ist.
(2) Sei d ≥ 3, p = 2 und Ω = B(0; 1

2
). Dann zeigt Beispiel I.2.5 (2),

dass die Schranke an q in Satz I.2.19 (1) scharf ist.



28 I. ANALYTISCHE GRUNDLAGEN

(3) Sei p = 2 und d = 2. Dann ist H1(Ω)
c
↪→Lq(Ω) für jedes q ∈ [1,∞).

(4) Sei p = 2 und d = 3. Dann ist H1(Ω)
c
↪→Lq(Ω) für jedes q ∈ [1, 6)

und H1(Ω) ↪→ L6(Ω).
(5) Sei p = 2 und d ∈ {2, 3}. Dann ist H2(Ω) ↪→ C0(Ω). Für H1(Ω)-
Funktionen sind Punktwerte dagegen nicht definiert (vgl. Beispiel I.2.5
(3)).

Der folgende Satz ist ein Analogon der Friedrichschen Ungleichung.

Satz I.2.21 (Poincarésche Ungleichung). |·|1 und ‖·‖1 sind äquiva-
lente Normen auf V = {ϕ ∈ H1(Ω) :

∫
Ω
ϕ = 0}.

Beweis. Wie im Beweis von Satz I.2.15 müssen wir nur zeigen,
dass es eine Konstante C > 0 gibt mit

(I.2.3) ‖ϕ‖1 ≤ C |ϕ|1 ∀ϕ ∈ V.
Wir nehmen an, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es
eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ V mit

(I.2.4) ‖ϕn‖1 = 1 ∀n ∈ N

und

(I.2.5) lim
n→∞

|ϕn|1 = 0.

Wegen Satz I.2.19 und Bemerkung I.2.18 (2) gibt es eine Teilfolge
(ϕnk)k∈N von (ϕn)n∈N und eine Funktion ϕ ∈ L2(Ω) mit

lim
k→∞
‖ϕnk − ϕ‖ = 0.

Wegen (I.2.5) konvergiert (ϕnk)k∈N sogar in H1(Ω). Mithin ist ϕ ∈
H1(Ω) und |ϕ|1 = 0. Daher ist ϕ konstant. Da V ein abgeschlosse-
ner Unterraum von H1(Ω) ist, gilt aber

∫
Ω
ϕ = 0. Also ist ϕ = 0 im

Widerspruch zu (I.2.4). �

Bemerkung I.2.22. (1) Satz I.2.21 kann für H1(Ω) nicht gelten,
da die rechte Seite von (I.2.3) für die konstante Funktion ϕ = 1 ver-
schwindet.
(2) Der Beweis von Satz I.2.21 ist nicht konstruktiv. Mit anderen Tech-
niken kann man zeigen, dass die Konstante C in (I.2.3) proportional
zum Durchmesser diam(Ω) = supx,y∈Ω |x− y| von Ω ist. Ist insbeson-

dere Ω konvex, ergibt sich C ≤ 1
π

diam(Ω) [13, §3.4].
(3) Analoge Aussagen zu Satz I.2.21 gelten für W 1,p(Ω) und {ϕ ∈
W 1,p(Ω) :

∫
Ω
ϕ = 0} mit p ∈ (1,∞) [13, §3.4].

I.3. Schwache Lösungen

Im Folgenden ist Ω ⊂ Rd, d ≥ 2 eine offene beschränkte Menge mit
Lipschitz-Rand Γ = ∂Ω und äußerem Einheitsnormalenfeld n. Wir be-
trachten skalare, lineare, elliptische Differentialgleichungen 2. Ordnung.



I.3. SCHWACHE LÖSUNGEN 29

Ihre allgemeine Form lautet [16, §III.1]

(I.3.1) −
∑

1≤i,j≤d

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
+

d∑
i=1

ai
∂u

∂xi
+ αu = f in Ω.

Dabei ist f ∈ L2(Ω), α ∈ C(Ω,R+), a = (a1, . . . , ad) ∈ C1(Ω,Rd) und
A = (Aij)1≤i,j≤d ∈ C1(Ω,Rd×d) mit Aij(x) = Aji(x) für alle x ∈ Ω,
1 ≤ i, j ≤ d und

λ0 = inf
x∈Ω

inf
z∈Rd\{0}

zTA(x)z

zT z
> 0.

Später werden wir die Glattheitsbedingungen an die Koeffizienten α, a
und A abschwächen. Zur Vereinfachung der Notation sprechen wir im
Folgenden von

• einer Konvektions-Diffusionsgleichung, wenn α, a und A be-
liebig sind,
• einer Reaktions-Diffusionsgleichung, wenn a = 0 ist,
• einer Membrangleichung, wenn α = 0 und a = 0 ist,
• einer Poissongleichung, wenn α = 0, a = 0 und A = I ist.

Die partielle Differentialgleichung (I.3.1) muss mit Randbedingungen
versehen werden. Wir betrachten drei Typen von Randbedingungen

• (homogene) Dirichlet-Randbedingungen: u = 0 auf Γ,
• (inhomogene) Neumann-Randbedingungen: n ·A∇u = g auf Γ,
• gemischte Dirichlet-Neumann-Randbedingungen: u = 0 auf ΓD

und n · A∇u = g auf ΓN .

Dabei ist g ∈ L2(Γ), ΓD ∩ ΓN = ∅ und Γ = ΓD ∪ ΓN . Wir werden bei
gemischten Randbedingungen stets fordern, dass ΓD ein positives (d−
1)-dimensionales Maß hat. Die Beschränkung auf homogene Dirichlet-
Randdaten ist nicht wesentlich, vereinfacht aber die Darstellung.

Sei nun u ∈ C2(Ω) eine Lösung von (I.3.1) mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen und v ∈ C∞0 (Ω). Multiplikation von (I.3.1) mit v,
Integration über Ω und Anwenden des Gaußschen Integralsatzes liefert∫

Ω

fv = −
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω

∂

∂xi

(
Aij

∂u

∂xj

)
v

+
d∑
i=1

∫
Ω

ai
∂u

∂xi
v +

∫
Ω

αuv

=
∑

1≤i,j≤d

∫
Ω

Aij
∂u

∂xj

∂v

∂xi
+

d∑
i=1

∫
Ω

ai
∂u

∂xi
v +

∫
Ω

αuv

=

∫
Ω

{∇u · A∇v + (a · ∇u) v + αuv} .

(I.3.2)
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Da C∞0 (Ω) dicht ist in H1
0 (Ω) folgt, dass u ∈ H1

0 (Ω) die Gleichung

(I.3.3)

∫
Ω

{∇u · A∇v + (a · ∇u) v + αuv} =

∫
Ω

fv

für alle v ∈ H1
0 (Ω) erfüllt. Umgekehrt folgt aus (I.3.2), dass eine Lösung

von (I.3.3) die Differentialgleichung (I.3.1) erfüllt, sofern sie hinreichend
glatt, d.h. in C2(Ω) ist. In diesem Sinne ist (I.3.3) zur Konvektions-
Diffusionsgleichung (I.3.1) mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
äquivalent.

Betrachten wir in obigem Argument Funktionen v ∈ C∞(Ω), so
treten in (I.3.2) zusätzlich Randterme −

∫
Γ
n · A∇uv auf. Erfüllt u

Neumann-Randbedingungen, so gilt für diesen Randterm

−
∫

Γ

n · A∇uv = −
∫

Γ

gv.

Wir werden daher in diesem Fall (I.3.3) durch den zusätzlichen Term∫
Γ
gv auf der rechten Seite modifizieren. Diese Überlegungen führen auf

folgende Definition.

Definition I.3.1 (Schwache Lösung). (1) u ∈ H1
0 (Ω) heißt schwa-

che Lösung der Konvektions-Diffusionsgleichung mit homogenen Di-
richlet-Randbedingungen, wenn für alle v ∈ H1

0 (Ω) gilt∫
Ω

{∇u · A∇v + (a · ∇u) v + αuv} =

∫
Ω

fv.

(2) u ∈ H1
D(Ω) = {ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = 0 auf ΓD} heißt schwache

Lösung der Konvektions-Diffusionsgleichung mit gemischten Randbe-
dingungen, wenn für alle v ∈ H1

D(Ω) gilt∫
Ω

{∇u · A∇v + (a · ∇u) v + αuv} =

∫
Ω

fv +

∫
ΓN

gv.

(3) u ∈ H1(Ω) heißt schwache Lösung der Konvektions-Diffusionsglei-
chung mit Neumann-Randbedingungen, wenn für alle v ∈ H1(Ω) gilt∫

Ω

{∇u · A∇v + (a · ∇u) v + αuv} =

∫
Ω

fv +

∫
Γ

gv.

Bemerkung I.3.2 (Eigenschaften schwacher Lösungen). (1) Je-
de klassische Lösung von (I.3.1) ist auch eine schwache Lösung. Jede
schwache Lösung, die zweimal stetig differenzierbar ist, ist eine klassi-
sche Lösung von (I.3.1).
(2) Für schwache Lösungen benötigen wir für die Koeffizienten nur
die Regularitätsvoraussetzungen α ∈ L∞(Ω), α ≥ 0, a ∈ L∞(Ω,Rd),
A ∈ L∞(Ω,Rd×d).
(3) Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen u = uD auf Γ bzw.
ΓD muss in Definition I.3.1 die Bedingung u ∈ H1

0 (Ω) bzw. u ∈ H1
D(Ω)

durch u ∈ uD +H1
0 (Ω) bzw. u ∈ uD +H1

D(Ω) ersetzt werden.
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Satz I.3.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz für schwache Lösun-
gen). (1) Ist −1

2
div a + α ≥ 0, so besitzt die Konvektions-Diffusions-

gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen eine eindeutige
schwache Lösung.
(2) Ist −1

2
div a+α ≥ 0 und a·n ≥ 0 auf ΓN , so besitzt die Konvektions-

Diffusionsgleichung mit gemischten Randbedingungen eine eindeutige
schwache Lösung.
(3) Ist −1

2
div a + α ≥ α0 > 0 und a · n ≥ 0 auf Γ, so besitzt die

Konvektions-Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedingungen eine
eindeutig schwache Lösung.
(4) Ist α = 0, div a = 0 und a · n = 0 auf Γ sowie

∫
Ω
f +

∫
Γ
g = 0, so

besitzt die Konvektions-Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedin-
gungen eine eindeutige schwache Lösung u mit

∫
Ω
u = 0.

Beweis. Wir wenden jeweils Satz I.1.6 (S. 19) an. In allen Fällen
ist X ein abgeschlossener Unterraum von H1(Ω) und damit reflexiv
und

`(v) =

∫
Ω

fv +

∫
ΓN

gv

B(u, v) =

∫
Ω

{∇u · A∇v + (a · ∇u)v + αuv}

mit der offensichtlichen Modifikation für ΓN = ∅. Die Linearität von `
und die Bilinearität von B sind offensichtlich. Aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung und dem Spursatz, Satz I.2.12 (S. 25), folgt

|`(v)| ≤ ‖f‖ ‖v‖+ ‖g‖ΓN
‖v‖ΓN

≤
{
‖f‖+ c ‖g‖ΓN

}
‖v‖1

|B(u, v)| ≤ ‖A‖∞ |u|1 |v|1 + ‖a‖∞ |u|1 ‖v‖+ ‖α‖∞ ‖u‖ ‖v‖
≤ max {‖A‖∞ , ‖a‖∞ , ‖α‖∞} ‖u‖1 ‖v‖1

und damit die Stetigkeit von ` und B. Daher müssen wir nur noch die
Koerzivität von B nachweisen. Partielle Integration des Konvektions-
termes in B(u, u) ergibt für alle u ∈ H1(Ω)∫

Ω

(a · ∇u)u =

∫
Ω

1

2
a · ∇(u2) = −

∫
Ω

1

2
(div a)u2 +

∫
Γ

1

2
n · au2

und damit

B(u, u)

=

∫
Ω

{
∇u · A∇u+

(
α− 1

2
div a

)
u2

}
+

∫
Γ

1

2
n · au2

≥ λ0 |u|21 + inf
x∈Ω

{
α(x)− 1

2
div a(x)

}
‖u‖2 +

∫
Γ

1

2
n · au2.

(I.3.4)

Daher müssen wir in allen vier Fällen nur noch die rechte Seite von
(I.3.4) geeignet abschätzen.
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ad (1): In diesem Fall ist X = H1
0 (Ω). Damit folgt aus (I.3.4) für alle

u ∈ X

(I.3.5) B(u, u) ≥ λ0 |u|21 .

Zusammen mit der Friedrichschen Ungleichung, Satz I.2.15 (S. 26), be-
weist dies die Koerzivität von B.
ad (2): Jetzt ist X = H1

D(Ω). Wegen a · n ≥ 0 auf ΓN folgt aus (I.3.4)
wieder (I.3.5) und wegen der Friedrichschen Ungleichung die Koerzi-
vität von B.
ad (3): Nun ist X = H1(Ω). Wegen α ≥ α0 > 0 und a · n ≥ 0 auf Γ
folgt aus (I.3.4)

B(u, u) ≥ λ0 |u|21 + α0 ‖u‖2 ≥ min{λ0, α0} ‖u‖2
1

und damit die Koerzivität von B.
ad (4): Alle Größen sind wie in (3). Wegen α = 0, div a = 0 und n·a = 0
auf Γ folgt aus (I.3.4) wieder (I.3.5). Hieraus und aus der Poincaréschen
Ungleichung, Satz I.2.21 (S. 28), folgt die Koerzivität von B auf dem
abgeschlossenen Unterraum V = {ϕ ∈ H1(Ω) :

∫
Ω
ϕ = 0} von X.

Damit liefert Satz I.1.6 (S. 19) die Existenz einer eindeutigen Lösung
u∗ ∈ V von

B(u∗, v) = `(v) ∀v ∈ V.
Wir müssen noch zeigen, dass diese Gleichung sogar für alle v ∈ X gilt.
Sei dazu v ∈ X beliebig. Setze

mv =
1

|Ω|

∫
Ω

v und v = v −mv.

Dann ist v ∈ V und daher

B(u∗, v)− `(v) = B(u∗, v)− `(v) +B(u∗,mv)− `(mv)

= B(u∗,mv)− `(mv).

Wegen der Kompatibilitätsbedingung an ` ist `(mv) = 0. Mit dem
Gaußschen Integralsatz folgt

B(u∗,mv) =

∫
Ω

(a · ∇u∗)mv = −
∫

Ω

(div a)u∗mv +

∫
Γ

a · nu∗mv = 0.

Also ist u∗ eine schwache Lösung der Konvektios-Diffusionsgleichung.
�

Bemerkung I.3.4. (1) Im Fall der Reaktions-Diffusionsgleichung,
d.h. a = 0, reduzieren sich die Voraussetzung von Satz I.3.3 auf α ≥
α0 > 0 bei Teil (3) und auf α = 0,

∫
Ω
f +

∫
Γ
g = 0 bei Teil (4).

(2) Gelegentlich treten auch sog. Robin-Randbedingungen βu+n ·A∇u
= gR auf ΓR ⊂ Γ auf. In diesem Fall muss ` durch

∫
ΓR
gRv und B durch∫

ΓR
βuv ergänzt werden. Die Koerzivität von B bleibt erhalten, wenn

entweder β ≥ 0 und ΓD 6= ∅ oder β ≥ β0 > 0 ist.
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Das folgende Beispiel aus [16, §III.1] zeigt, dass wir eine Regula-
ritätsaussage der Form u ∈ H2(Ω) für schwache Lösungen nur unter
zusätzlichen Annahmen an den Rand Γ erwarten können.

Beispiel I.3.5 (Einspringende Ecken). Sei 0 < α < 2π und Ωα das
Kreissegment Ωα = {x ∈ R2 : x = (r cosϕ, r sinϕ), 0 < r < 1, 0 < ϕ <
α}. Definiere die Funktion v : Ωα → R durch v(x) = r

π
α sin(π

α
ϕ) für

x = (r cosϕ, r sinϕ). Dann gilt für jedes x ∈ Ωα

∆v(x) =
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

1

r2

∂2v

∂ϕ2
= 0.

Sei w ∈ C∞0 (R2,R) mit suppw ⊂ B(0, 2
3
) und w = 1 auf B(0, 1

3
).

Definiere u = wv und f = ∆[(1− w)v]. Dann gilt

−∆u = f in Ωα

u = 0 auf ∂Ωα.

Offensichtlich ist (1−w)v ∈ C∞(R2,R) und somit f ∈ C∞(Ωα). Ebenso
ist u ∈ C∞(Ωα). Wegen u = v in B(0, 1

3
) gilt aber u /∈ C∞(Ωα). Wie

man leicht nachrechnet gilt für k ≥ 1 u ∈ Ck(Ωα) genau dann, wenn
0 < α ≤ π

k
ist, und für k ≥ 2 Dku ∈ L2(Ωα) genau dann, wenn 0 < α <

π
k−1

ist. Wir können also bei gegebenem α i.a. keine Abschätzung der
Form ‖u‖Ck+2(Ωα) ≤ ck ‖f‖Ck(Ωα) oder ‖u‖k+1;Ωα

≤ c′k ‖f‖k;Ωα
erwarten,

wie sie für gewöhnliche Differentialgleichungen gelten würde.

Satz I.3.6 (Regularitätssatz). Sei Γ eine C1-Mannigfaltigkeit oder
Ω konvex und f ∈ L2(Ω). Bei gemischten oder Neumann-Randbedin-
gungen gebe es eine Funktion ug in H2(Ω) mit g = γ0(ug) = ug|ΓN .
Dann gilt für die schwache Lösung u der Konvektions-Diffusionsglei-
chung mit homogenen Dirichlet- oder gemischten oder Neumann-Rand-
bedingungen die Regularitätsaussage u ∈ H2(Ω) und die a priori Ab-
schätzung

‖u‖2 ≤ c
{
‖f‖+ ‖ug‖2

}
.

Die Konstante c hängt nur von Ω und den Koeffizienten α, a und A
ab.

Beweis. [5, §9.2], [9, 11] �





KAPITEL II

Theoretische Aspekte

In diesem Kapitel führen wir die Finite Element Räume ein, bewei-
sen ihre Approximationseigenschaften und leiten daraus a priori Fehler-
abschätzungen für die Finite Element Diskretisierung elliptischer Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung ab. Dabei ist stets Ω ⊂ Rd mit
d ∈ {2, 3} ein offenes, beschränktes, zusammenhängendes Polyederge-
biet, d.h., der Rand Γ von Ω besteht stückweise aus Hyperebenen.

II.1. Finite Element Räume

Die Finite Element Methode basiert auf folgender Grundidee:

• Unterteile Ω in Teilgebiete K1, . . . , KmT mit einfacher geome-
trischer Struktur.
• Approximiere die Sobolev-Räume W k,p(Ω) durch endlich di-

mensionale Räume XT , so dass jedes v ∈ XT eingeschränkt
auf ein beliebiges Element Ki eine einfache Struktur hat.
• Konstruiere eine Basis von XT , so dass jede Basisfunktion eine

einfache Struktur und einen kleinen Träger hat.

Die geforderte einfache geometrische Struktur der Elemente K lässt

sich wie folgt konkretisieren: Es gibt ein Referenzelement K̂ ⊂ Rd, so

dass jedes K zu K̂ diffeomorph ist und dass der entsprechende Diffeo-

morphismus FK : K̂ → K eine einfache Gestalt hat. Wie in der Praxis
üblich, werden wir zwei Typen von Referenzelementen betrachten:

• den Referenz d-Simplex K̂ = K̂S = {x̂ ∈ Rd : x1 + . . . + xd ≤
1, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ d} und

• den Referenz d-Würfel K̂ = K̂W = [0, 1]d.

Wir beschränken uns im Folgenden auf affin äquivalente Finite Ele-
mente, d.h. jedes Element K ist das Bild des Referenz-Simplex oder
Referenz-Würfels unter einer affinen Transformation FK , d.h. die Ja-

cobi-Matrix DFK ist konstant. Ist K̂ der Referenz-Simplex, so ist K

ein allgemeiner d-Simplex. Ist dagegen K̂ der Referenz-Würfel, so ist K
ein d-Epiped, d.h. ein Parallelogramm für d = 2 bzw. ein Parallelepi-

ped für d = 3. Wenn K̂ der Referenz-Würfel ist, werden in der Praxis
auch sog. isoparametrische Elemente betrachtet, bei denen die Diffeo-
morphismen FK Polynome höheren Grades sind. Wir beschränken uns
auf affin äquivalente Elemente, weil dies den technischen Aufwand bei
Fehlerabschätzungen erheblich reduziert.

35
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Sei also T = {Ki : 1 ≤ i ≤ mT } eine Unterteilung von Ω, die
folgende Bedingungen erfüllt:

• Affine Äquivalenz : Zu jedem K ∈ T gibt es einen affinen Dif-

feomorphismus FK des Referenz-Simplexes oder -Würfels K̂
auf K.
• Zulässigkeit : Je zwei Elemente K1, K2 ∈ T sind entweder dis-

junkt oder haben einen Eckpunkt, oder eine Kante oder, falls
d = 3 ist, eine Seitenfläche gemeinsam (vgl. Abbildung II.1.1).
• Regularität : Der Quotient hK

ρK
ist durch eine Konstante CT , die

nicht von K oder h abhängt, nach oben beschränkt.

Dabei ist hK der Durchmesser von K und ρK der Durchmesser des
größten, in K eingeschriebenen d-Balles.
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Abbildung II.1.1. Zulässige Elementpaare (links und
Mitte) und nicht zulässiges Elementpaar (rechts)

Wir bezeichnen mit N die Menge aller Eckpunkte und mit E die
Menge aller Kanten (d = 2) bzw. Seitenflächen (d = 3) aller K ∈
T . NΩ und EΩ sind die Mengen aller Eckpunkte bzw. Kanten oder
Seitenflächen im Innern von Ω. Für ein Element K ∈ T bezeichnen
schließlichNK und EK die Menge aller Eckpunkte von K und die Menge
aller Kanten bzw. Seitenflächen von K.

Definition II.1.1 (Σ̂k, Σk, G, R̂k, Rk). (1) Bezeichne die Eckpunk-
te des Referenz-Simplexes mit ẑ1 = e1, . . ., ẑd = ed und ẑd+1 = 0. Dann
ist für k ∈ N∗

Σ̂k =

{
x =

d+1∑
i=1

µiẑi : µi ∈
{

0,
1

k
, . . . ,

k − 1

k
, 1

}
,
d+1∑
i=1

µi = 1

}
,

falls K̂ der Referenz-Simplex ist, und

Σ̂k =
{(µ1

k
, . . . ,

µd
k

)
: µi ∈ {0, 1, . . . , k}

}
,

falls K̂ der Referenz-Würfel ist.
(2) Für K = FK(K̂) ∈ T und k ∈ N∗ ist Σk = Σk(K) = FK(Σ̂k).
(3) Setze G =

⋃
K∈T Σk(K) und GΩ = G ∩ Ω.

(4) Setze Q0 = P0 = R und definiere für k ∈ N∗

Qk = span{xα : α ∈ Nd, max
1≤i≤d

αi ≤ k}

Pk = span{xα : α ∈ Nd, α1 + . . .+ αd ≤ k}
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mit xα = xα1
1 · . . . · x

αd
d . Setze

R̂k = Rk(K̂) =

{
Qk falls K̂ der Referenz-Würfel,

Pk falls K̂ der Referenz-Simplex

und

Rk = Rk(K) =
{
p̂ ◦ F−1

K : p̂ ∈ R̂k

}
.

Bemerkung II.1.2. (1) Sei K ein allgemeiner Simplex. Bezeichne
die Eckpunkte von K mit z1, . . . , zd+1. Dann ist

Σk(K) =

{
d+1∑
i=1

µizi : µi ∈
{

0,
1

k
, . . . ,

k − 1

k
, 1

}
,
d+1∑
i=1

µi = 1

}
.

Analog kann man für ein allgemeines Epiped K die Punkte von Σk(K)
bestimmen, indem man die Kanten von K äquidistant unterteilt und
die so entstandenen Punkte miteinander verbindet (vgl. Abbildung
II.1.2).
(2) Die Menge G heißt auch Gitter. Die Punkte von G werden auch
Knoten genannt.
(3) Da die FK affin sind, beschreiben die Transformationen ϕ 7→ ϕ◦FK
und ψ 7→ ψ ◦F−1

K Isomorphismen von C(K) auf C(K̂) bzw. von C(K̂)

auf C(K), die für jedes k ∈ N den Polynomraum Rk in R̂k bzw. den

Polynomraum R̂k in Rk abbilden.
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Abbildung II.1.2. Die Mengen Σ2 und Σ3 für ein Drei-
eck und ein Parallelogramm

Satz II.1.3 (Unisolvenz von Σ̂k und Σk). Sei k ∈ N∗. Dann ist

jedes p̂ ∈ R̂k und jedes p ∈ Rk(K) mit K ∈ T eindeutig bestimmt

durch seine Werte auf Σ̂k bzw. auf Σk(K).

Beweis. Wegen der Definition von Σk(K) und Bemerkung II.1.2

(3) reicht es, die Behauptung für Σ̂k zu zeigen. Eine leichte Rechnung

zeigt, dass dim R̂k = #Σ̂k ist. Daher reicht es, eine der folgenden Aus-
sagen (a) oder (b) zu zeigen:

(a) Zu jedem Vektor (bz)z∈Σ̂k
existiert ein ϕ ∈ R̂k mit ϕ(z) = bz

für alle z ∈ Σ̂k.
(b) Ist ϕ ∈ R̂k und ϕ(z) = 0 für alle z ∈ Σ̂k, so ist ϕ = 0.
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Fall 1: K̂ ist der Referenz-Würfel: Definiere für i ∈ Nd
k die Funktion µi

durch

µi(x) =
d∏
j=1

k∏
`j=0
`j 6=ij

kxj − `j
ij − `j

.

Dann ist µi ∈ Qk mit µi(
1
k
i) = 1 und µi(

1
k
i′) = 0 für alle i′ ∈ Nd

k \ {i}.
Sei nun (bi)i∈Ndk beliebig. Dann leistet die Funktion

ϕ(x) =
∑
i∈Ndk

biµi(x)

das in Eigenschaft (a) Geforderte.

Fall 2: K̂ ist der Referenz-Simplex: Definiere die Funktionen λ̂1, . . .,

λ̂d+1 durch

λ̂i(x) = xi, 1 ≤ i ≤ d, λ̂d+1(x) = 1−
d∑
i=1

xi.

Die Funktionen λ̂1, . . ., λ̂d+1 heißen die Schwerpunktskoordinaten von

K̂ und haben offensichtlich die Eigenschaft λ̂i ∈ P1 für 1 ≤ i ≤ d + 1

und λ̂i(ẑj) = δij für 1 ≤ i, j ≤ d+ 1.
Fall k = 1: Zu gegebenem (bi)1≤i≤d+1 leistet offensichtlich

ϕ(x) =
d+1∑
i=1

biλ̂i(x)

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall k = 2: Bezeichne mit ẑij = 1

2
(ẑi + ẑj), 1 ≤ i < j ≤ d + 1, die

Kantenmittelpunkte von K̂. Definiere

µi = λ̂i[2λ̂i − 1], 1 ≤ i ≤ d+ 1,

µij = 4λ̂iλ̂j, 1 ≤ i < j ≤ d+ 1.

Dann gilt offensichtlich µk, µij ∈ P2 und für alle ∀i, j, k, `,m

µi(ẑj) = δij, µi(ẑk`) = 0,

µij(ẑk`) = δikδj`, µij(ẑm) = 0.

Daher leistet zu gegebenem (bz)z∈Σ̂2
= (bi, bk`) die Funktion

ϕ(x) =
d+1∑
i=1

biµi(x) +
∑

1≤k<`≤d+1

bk`µk`(x)
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das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall k = 3: Definiere

ẑiij =
1

3
(2ẑi + ẑj), 1 ≤ i, j ≤ d+ 1, j 6= i,

ẑijk =
1

3
(ẑi + ẑj + ẑk), 1 ≤ i < j < k ≤ d+ 1

und

µi =
1

2
λ̂i[3λ̂i − 1][3λ̂i − 2], 1 ≤ i ≤ d+ 1,

µiij =
9

2
λ̂iλ̂j[3λ̂i − 1], 1 ≤ i, j ≤ d+ 1, j 6= i,

µijk = 27λ̂iλ̂jλ̂k, 1 ≤ i < j < k ≤ d+ 1.

Offensichtlich gilt µi, µiij, µijk ∈ P3. Eine leichte Rechnung liefert für
die relevanten Indizes

µi(ẑj) = δij, µi(ẑjjk) = 0, µi(ẑjk`) = 0,

µiij(ẑkk`) = δikδj`, µiij(ẑk) = 0, µiij(ẑk`m) = 0,

µijk(ẑ`mn) = δi`δjmδkn, µijk(ẑ`) = 0, µijk(ẑ``m) = 0.

Daher leistet für gegebenes (bz)z∈Σ̂3
= (bi, bjjk, b`mn) die Funktion

ϕ(x) =
d+1∑
i=1

biµi(x) +
∑

1≤i,j≤d+1
i 6=j

bijµij(x) +
∑

1≤i<j<k≤d+1

bijkµijk(x)

das in Eigenschaft (a) Geforderte.

Fall k ≥ 4: Sei ϕ ∈ Pk mit ϕ(z) = 0 für alle z ∈ Σ̂k. Dann verschwindet

ϕ auf allen Kanten bzw., falls d = 3 ist, auf allen Seitenflächen von K̂.
Daher gibt es ein ψ ∈ Pk−d−1 mit

ϕ = λ̂1 · . . . · λ̂d+1ψ und ψ(z) = 0 ∀z ∈ Σ̂k ∩
◦

K̂.

Damit folgt die Eigenschaft (b) durch Induktion über k. �

Satz II.1.4 (Stetigkeit stückweiser Polynome). Seien k ∈ N∗, K1,
K2 ∈ T mit K1∩K2 6= ∅ und p1 ∈ Rk(K1), p2 ∈ Rk(K2). Definiere die
Funktion ϕ auf K1 ∪K2 stückweise durch ϕ|Ki = pi für i = 1, 2. Dann

ist ϕ ∈ C(K1 ∪K2) genau dann, wenn für alle x ∈ FK1(Σ̂k)∩ FK2(Σ̂k)
gilt p1(x) = p2(x).

Beweis.
”
=⇒“: Ist offensichtlich.

”
⇐=“: Offensichtlich ist nur etwas zu zeigen, wenn K1 und K2 eine

Kante oder, falls d = 3 ist, eine Seitenfläche gemeinsam haben.
Wir betrachten zunächst den Fall, dass d = 2 ist und K1 und K2 eine

Kante E gemeinsam haben. Setze Ê = K̂ ∩ {x2 = 0}. Dann ist Ê das
Einheitsintervall, d.h. der Standard 1-Simplex. Die Transformationen

FK1 und FK2 können so gewählt werden, dass E = FK1(Ê) = FK2(Ê)
ist. Definiere q = p1 ◦ FK1|Ê − p2 ◦ FK2|Ê. Wegen Bemerkung II.1.2 (3)
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ist q ∈ Rk ein Polynom einer Veränderlichen. Nach Voraussetzung ver-

schwindet q in allen Punkten von Σ̂k ∩ Ê. Also ist q = 0 und damit ϕ
stetig.
Betrachte nun den Fall, dass d = 3 ist und K1 und K2 eine Seiten-

fläche gemeinsam haben. Setze Ê = K̂ ∩ {x3 = 0} und definiere q wie
oben. Dann ist q ∈ Rk ein Polynom in zwei Veränderlichen, das in den

Punkten von Σ̂k ∩ Ê verschwindet. Da Ê der Standard 2-Simplex bzw.
Standard 2-Würfel ist, folgt aus Satz II.1.3, dass q = 0 und damit ϕ
stetig ist.
Ist schließlich d = 3 und haben K1 und K2 eine Kante gemeinsam,

setzen wir Ê = K̂ ∩ {x3 = x2 = 0} und gehen ansonsten wie im Fall
d = 2 vor. �

Wegen Satz II.1.4 ist folgende Definition sinnvoll.

Definition II.1.5 (Finite Element Räume). Die Finite Element
Räume zu T sind definiert durch

Sk,−1(T ) = {ϕ ∈ L1(Ω) : ϕ|K ∈ Rk(K) ∀K ∈ T },
Sk,0(T ) = Sk,−1(T ) ∩ C(Ω),

Sk,00 (T ) = {ϕ ∈ Sk,0(T ) : ϕ = 0 auf Γ},
Sk,0D (T ) = {ϕ ∈ Sk,0(T ) : ϕ = 0 auf ΓD}

Bemerkung II.1.6 (Eigenschaften der Finite Element Räume). (1)

Wegen Satz I.2.7 (S. 24) ist Sk,0(T ) ⊂ W 1,p(Ω) und Sk,00 (T ) ⊂ W 1,p
0 (Ω)

für jedes 1 ≤ p <∞.
(2) Aus den Sätzen II.1.3 und II.1.4 folgt, dass die Funktionen in

Sk,0(T ) und Sk,00 (T ) eindeutig bestimmt sind durch ihre Werte in den
Gitterpunkten G bzw. GΩ. Dabei ist die Zulässigkeit von T wesent-
lich. Insbesondere gibt es zu jedem z ∈ G eine eindeutige Funktion
vz ∈ Sk,0(T ) mit vz(z) = 1 und vz(z

′) = 0 für alle z′ ∈ G \ {z}.
Die Funktionen vz, z ∈ G, heißen nodale Basis von Sk,0(T ). Jedes
uT ∈ Sk,0(T ) lässt sich eindeutig darstellen als uT =

∑
z∈G µzvz, und

die Koeffizienten µz sind die Werte uT (z).
(3) Wenn T wie im rechten Bild von Abbildung II.1.1 zkizziert nicht
zulässig ist, bleibt Definition II.1.5 gültig, aber die Konstruktion ei-
ner nodalen Basis muss abgändert werden und ist dann wesentlich
aufwändiger.

II.2. Approximationseigenschaften

Motiviert durch das Céa-Lemma, Satz I.1.2 (S. 17), und den Satz
von Aubin-Nitsche, Satz I.1.5 (S. 18), wollen wir die Approximations-
fehler infvT ∈Sk,0(T ) ‖v − vT ‖` und infwT ∈Sk,00 (T ) ‖w − wT ‖` für ` ∈ {0, 1}
und v ∈ Hk+1(Ω) bzw. w ∈ Hk+1(Ω) ∩H1

0 (Ω) abschätzen.
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Dazu definieren wir einen Interpolationsoperator IT : H2(Ω) →
Sk,0(T ) durch

(II.2.1) (IT u)(z) = u(z) ∀z ∈ G

oder äquivalent

IT u =
∑
z∈G

u(z)vz.

Man beachte, dass gemäß Bemerkung I.2.20(5) (S. 27) Funktionen in

H2(Ω) stetig sind und dass IT (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ⊂ Sk,00 (T ) ist.

Offensichtlich ist

inf
vT ∈Sk,0(T )

‖v − vT ‖` ≤ ‖v − IT v‖`

und

inf
wT ∈Sk,00 (T )

‖w − wT ‖` ≤ ‖w − IT w‖` .

Wegen der Additivität des Lebesgue Integrals müssen wir für die Ab-
schätzung der rechten Seiten dieser Ungleichungen für jedes Element
K ∈ T Größen der Form ‖u− IT u‖K und |u− IT u|1;K kontrollieren.

Dies geschieht durch Transformation auf das Referenzelement K̂ und

Abschätzung des Interpolationsfehlers auf K̂.
Dazu definieren wir auf dem Referenzelement einen lokalen Inter-

polationsoperator Π̂k : H2(K̂)→ Rk durch

(Π̂ku)(z) = u(z) ∀z ∈ Σ̂k.

Wegen Satz II.1.3 und Bemerkung I.2.20(5) (S. 27) ist diese Definition
sinnvoll. Aus Bemerkung II.1.2(3) (S. 37) folgt außerdem für jedes u ∈
H2(Ω) und jedes K ∈ T die Identität (vgl. Abbildung II.2.1)

(IT u)|K =
[
Π̂k (u|K ◦ FK)

]
◦ F−1

K .

H2(K) 3 u IT−−−→ IT u ∈ Rk(K)

◦FK

y x◦F−1
K

H2(K̂) 3 u ◦ FK
Π̂K−−−→ Π̂K(u ◦ FK) ∈ Rk(K̂)

Abbildung II.2.1. Interpolation auf K und K̂

Im Folgenden versehen wir Größen wie K̂, Σ̂k oder Π̂k mit einem
zusätzlichen Index S oder W , wenn wir hervorheben wollen, dass sie
sich auf den Referenz-Simplex (S) bzw. auf den Referenz-Würfel (W )
beziehen.
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Lemma II.2.1 (Normäquivalenz). Sei k ∈ N∗. Dann wird durch

‖|u‖|k+1 = |u|k+1;K̂ +
∑
z∈Σ̂k,S

|u(z)|

eine Norm auf Hk+1(K̂) definiert, die zu ‖·‖k+1;K̂ äquivalent ist.

Beweis. Da gemäß Satz I.2.19 (S. 27) Hk+1(K̂) ↪→ C(K̂) ist, ist
‖|·‖|k+1 wohldefiniert, und es gibt eine Konstante c1 ∈ R∗+ mit

‖|u‖|k+1 ≤ c1 ‖u‖k+1;K̂ ∀u ∈ Hk+1(K̂).

Wir müssen also noch zeigen, dass es eine Konstante c2 ∈ R∗+ gibt mit

‖u‖k+1;K̂ ≤ c2 ‖|u‖|k+1 ∀u ∈ Hk+1(K̂).

Angenommen, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es eine

Folge (un)n∈N ⊂ Hk+1(K̂) mit

(II.2.2) ‖un‖k+1;K̂ = 1 ∀n ∈ N

und

(II.2.3) lim
n→∞

‖|un‖|k+1 = 0.

Wegen Satz I.2.19 (S. 27) und Bemerkung I.2.18 (S. 27) gibt es eine

Teilfolge (unm)m∈N von (un)n∈N und ein u ∈ Hk(K̂) mit

lim
m→∞

‖unm − u‖k;K̂ = 0.

Wegen (II.2.3) ist insbesondere

lim
m→∞

|unm − u|k+1;K̂ = 0.

Daher ist sogar u ∈ Hk+1(K̂) mit |u|k+1;K̂ = 0, und es gilt

lim
m→∞

‖unm − u‖k+1;K̂ = 0.

Wegen |u|k+1;K̂ = 0 ist u ∈ Pk. Wegen Satz I.2.19 (S. 27) gilt

u(z) = lim
m→∞

unm(z) ∀z ∈ Σ̂k,S.

Hieraus und aus (II.2.3) folgt aber

u(z) = 0 ∀z ∈ Σ̂k,S.

Wegen Satz II.1.3 ist also u = 0 im Widerspruch zu (II.2.2). �

Mit Hilfe von Lemma II.2.1 können wir nun den Interpolationsfehler

u− Π̂ku auf dem Referenzelement abschätzen.

Satz II.2.2 (Interpolationsfehler auf dem Referenzelement). Zu je-
dem k ∈ N∗ gibt es eine Konstante c, die von k abhängt, mit∥∥∥u− Π̂ku

∥∥∥
k+1;K̂

≤ c |u|k+1;K̂ ∀u ∈ Hk+1(K̂).
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Beweis. Fall 1: K̂ = K̂S: Aus Lemma II.2.1 folgt für beliebiges

u ∈ Hk+1(K̂)∥∥∥u− Π̂ku
∥∥∥
k+1;K̂

≤ c2

∥∥∥∣∣∣u− Π̂ku
∥∥∥∣∣∣
k+1

= c2 |u|k+1;K̂ ,

da Π̂ku ∈ Pk und u(z)− Π̂ku(z) = 0 ist für alle z ∈ Σ̂k,S.

Fall 2: K̂ = K̂W : Sei u ∈ Hk+1(K̂) beliebig. Da K̂S ⊂ K̂W ist, folgt
aus der Dreiecksungleichung∥∥∥u− Π̂k,Wu

∥∥∥
k+1;K̂

≤
∥∥∥u− Π̂k,Su

∥∥∥
k+1;K̂

+
∥∥∥Π̂k,Su− Π̂k,Wu

∥∥∥
k+1;K̂

.

Wegen Pk ⊂ Qk und Satz II.1.3 gilt

Π̂k,W (Π̂k,Su) = Π̂k,Su

und somit

Π̂k,Su− Π̂k,Wu = Π̂k,W (Π̂k,Su− u).

Bezeichne mit v̂z, z ∈ Σ̂k,W , die nodale Basis zu K̂ und Qk, d.h.

v̂z ∈ Qk, v̂z(z) = 1, v̂z(z
′) = 0 ∀z′ ∈ Σ̂k,W \ {z}.

Dann folgt für beliebiges ϕ ∈ Hk+1(K̂) mit Satz I.2.19 (S. 27)∥∥∥Π̂k,Wϕ
∥∥∥
k+1;K̂

=

∥∥∥∥∥∥
∑

z∈Σ̂k,W

ϕ(z)v̂z

∥∥∥∥∥∥
k+1;K̂

≤
∑

z∈Σ̂k,W

|ϕ(z)| ‖v̂z‖k+1;K̂

≤ ‖ϕ‖C(K̂)

∑
z∈Σ̂k,W

‖v̂z‖k+1;K̂

≤ c ‖ϕ‖k+1;K̂

∑
z∈Σ̂k,W

‖v̂z‖k+1;K̂

= c′ ‖ϕ‖k+1;K̂ .

Aus dem soeben Gezeigten und dem Fall 1 folgt∥∥∥u− Π̂k,Wu
∥∥∥
k+1;K̂

≤
∥∥∥u− Π̂k,Su

∥∥∥
k+1;K̂

+
∥∥∥Π̂k,W (Π̂k,Su− u)

∥∥∥
k+1;K̂

≤ (1 + c′)
∥∥∥u− Π̂k,Su

∥∥∥
k+1;K̂

≤ (1 + c′)c2 |u|k+1;K̂ . �

Da der Beweis von Lemma II.2.1 nicht konstruktiv ist, haben wir
keine explizite Information über den Wert der Konstanten c in Satz
II.2.2. Für den Spezialfall k = 1 geben die folgenden beiden Beispiele
eine derartige Information.
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Beispiel II.2.3 (Bilineare Elemente). Sei K̂ = [0, 1]2 das Einheits-

quadrat. Dann gilt für alle u ∈ H2(K̂)

∣∣∣u− Π̂1u
∣∣∣
1;K̂
≤ 1√

3
|u|2;K̂ .

Zum Beweis beachten wir, dass wir wegen Satz I.2.6(2) (S. 23) u ∈
C∞(K) annehmen können. Bezeichne mit ι : C([0, 1],R) → P1 den li-
nearen Interpolationsoperator in den Punkten 0 und 1. Mit dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung und partieller Integration
erhalten wir für alle ϕ ∈ C2([0, 1],R) und alle t ∈ R

ϕ(t) = ϕ(0) +

∫ t

0

ϕ′(s)ds

= ϕ(0) + tϕ′(t)−
∫ t

0

sϕ′′(s)ds

und

ϕ(t) = ϕ(1)−
∫ 1

t

ϕ′(s)ds

= ϕ(1)− (1− t)ϕ′(t)−
∫ 1

t

(1− s)ϕ′′(s)ds.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 1−t und der zweiten Gleichung
mit t und anschließende Addition der resultierenden Gleichungen liefert

ϕ(t) = ιϕ(t) + (1− t)
∫ t

0

ϕ′(s)ds− t
∫ 1

t

ϕ′(s)ds

= ιϕ(t)− (1− t)
∫ t

0

sϕ′′(s)ds− t
∫ h

t

(1− s)ϕ′′(s)ds.
(II.2.4)

Anwenden der Gleichung (II.2.4) auf die Variable x liefert für alle

(x, y) ∈ K̂

u(x, y) = (ιu(·, y))(x)

− (1− x)

∫ x

0

s
∂2u

∂x2
(s, y)ds

− x
∫ 1

x

(1− s)∂
2u

∂x2
(s, y)ds.
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Wenden wir Gleichung (II.2.4) für festes x auf die Variable y und
ϕ(y) = (ιu(·, y))(x) an, erhalten wir weiter

(ιu(·, y))(x)

= (1− x)

{
(1− y)u(0, 0) + yu(0, 1) + (1− y)

∫ y

0

∂u

∂y
(0, t)dt

−y
∫ 1

y

∂u

∂y
(0, t)dt

}
+ x

{
(1− y)u(1, 0) + yu(1, 1) + (1− y)

∫ y

0

∂u

∂y
(1, t)dt

−y
∫ 1

y

∂u

∂y
(1, t)dt

}
= Π̂1u(x, y) + (1− y)

∫ y

0

∂u

∂y
(0, t)dt− y

∫ 1

y

∂u

∂y
(0, t)dt

+ x(1− y)

∫ y

0

{
∂u

∂y
(1, t)− ∂u

∂y
(0, t)

}
dt

− xy
∫ 1

y

{
∂u

∂y
(1, t)− ∂u

∂y
(0, t)

}
dt.

Da für alle t ∈ [0, 1]

∂u

∂y
(1, t)− ∂u

∂y
(0, t) =

∫ 1

0

∂2u

∂x∂y
(s, t)ds

ist, erhalten wir insgesamt die Darstellung

u(x, y) = Π̂1u(x, y) + (1− y)

∫ y

0

∂u

∂y
(0, t)dt− y

∫ 1

y

∂u

∂y
(0, t)dt

+ x(1− y)

∫ y

0

∫ 1

0

∂2u

∂x∂y
(s, t)dsdt

− xy
∫ 1

y

∫ 1

0

∂2u

∂x∂y
(s, t)dsdt− (1− x)

∫ x

0

s
∂2u

∂x2
(s, y)ds

− x
∫ 1

x

(1− s)∂
2u

∂x2
(s, y)ds.

Differentiation bzgl. x liefert

∂

∂x
(u− Π̂1u)(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1

0

K1(t, y)
∂2u

∂x∂y
(s, t)dsdt

+

∫ 1

0

K2(s, x)
∂2u

∂x2
(s, y)ds
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mit

K1(t, y) =

{
(1− y) für 0 ≤ t < y

−y für y < t ≤ 1

K2(s, x) =

{
s für 0 ≤ s < x

−(1− s) für x < s ≤ 1.

Quadrieren dieser Identität und Anwenden der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung ergibt∣∣∣∣ ∂∂x(u− Π̂1u)(x, y)

∣∣∣∣2
≤ 2

∫ 1

0

∫ 1

0

|K1(t, y)|2 dsdt

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂2u

∂x∂y
(s, t)

∣∣∣∣2 dsdt

+ 2

∫ 1

0

|K2(s, x)|2 ds

∫ 1

0

∣∣∣∣∂2u

∂x2
(s, y)

∣∣∣∣2 ds.

Integration über K̂ liefert∫
K̂

∣∣∣∣ ∂∂x(u− Π̂1u

∣∣∣∣2
≤ 2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

|K1(t, y)|2 dsdtdxdy

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

+ 2

∫ 1

0

∫ 1

0

|K2(s, x)|2 dsdx

∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥2

K̂

.

Wegen

2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

|K1(t, y)|2 dsdtdxdy =
1

3

2

∫ 1

0

∫ 1

0

|K2(s, x)|2 dsdx =
1

3

erhalten wir insgesamt die Abschätzung∥∥∥∥ ∂∂x(u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

≤ 1

3

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

+
1

3

∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥2

K̂

.

Vertauschen der Rollen von x und y liefert mit der gleichen Rechnung∥∥∥∥ ∂∂y (u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

≤ 1

3

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

+
1

3

∥∥∥∥∂2u

∂y2

∥∥∥∥2

K̂

.

Addition dieser beiden Abschätzungen beweist wegen

|v|22;K̂ =

∥∥∥∥∂2v

∂x2

∥∥∥∥2

K̂

+ 2

∥∥∥∥ ∂2v

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

+

∥∥∥∥∂2v

∂y2

∥∥∥∥2

K̂

die Behauptung.
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Beispiel II.2.4 (Lineare Elemente). Sei K̂ das Referenzdreieck.

Dann gilt für alle u ∈ H2(K̂)∣∣∣u− Π̂1u
∣∣∣
1;K̂
≤ 2.5 |u|2;K̂

und ∥∥∥u− Π̂1u
∥∥∥
K̂
≤
√

10 |u|2;K̂ .

Zum Beweis können wir wie in Beispiel II.2.3 u ∈ C∞(K̂) annehmen.

Da Π̂1u linear ist, ist ∇(Π̂1u) konstant und

∇(Π̂1u) =

(
u(1, 0)− u(0, 0)
u(0, 1)− u(0, 0)

)
.

Für beliebiges (x, y) ∈ K̂ gilt daher

∂

∂x
(u− Π̂1u)(x, y) =

∫ 1

0

{
∂u

∂x
(x, y)− ∂u

∂x
(s, 0)

}
ds

=

∫ x

0

{
∂u

∂x
(x, y)− ∂u

∂x
(s, y)

}
ds+

∫ x

0

{
∂u

∂x
(s, y)− ∂u

∂x
(s, 0)

}
ds

+

∫ 1

x

{
∂u

∂x
(x, y)− ∂u

∂x
(x, 1− s)

}
ds

+

∫ 1

x

{
∂u

∂x
(x, 1− s)− ∂u

∂x
(s, 1− s)

}
ds

+

∫ 1

x

{
∂u

∂x
(s, 1− s)− ∂u

∂x
(s, 0)

}
ds

=

∫ x

0

∫ x

s

∂2u

∂x2
(σ, y)dσds+

∫ x

0

∫ y

0

∂2u

∂x∂y
(s, t)dtds

+

∫ 1

x

∫ y

1−s

∂2u

∂x∂y
(x, t)dtds−

∫ 1

x

∫ s

x

∂2u

∂x2
(σ, 1− s)dσds

+

∫ 1

x

∫ 1−s

0

∂2u

∂x∂y
(s, t)dtds

=
5∑
i=1

Ii(x, y).

Quadrieren und Integrieren dieser Gleichung liefert wegen der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung für endliche Summen die Abschätzung∥∥∥∥ ∂∂x(u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

≤ 5
5∑
i=1

∫
K̂

|Ii|2 .
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Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung für Integrale können
die Ausdrücke

∫
K̂
|Ii|2 wie folgt abgeschätzt werden:

∫
K̂

|I1|2 ≤
∫
K̂

{∫ x

0

∫ x

s

dσds

}{∫ x

0

∫ x

s

∣∣∣∣∂2u

∂x2
(σ, y)

∣∣∣∣2 dσds

}

≤ 1

2

∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥2

K̂∫
K̂

|I2|2 ≤
∫
K̂

{∫ x

0

∫ y

0

dtds

}{∫ x

0

∫ y

0

∣∣∣∣ ∂2u

∂x∂y
(s, t)

∣∣∣∣2 dtds

}

≤ 1

2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂∫
K̂

|I3|2 ≤
∫
K̂

{∫ 1

x

∣∣∣∣∫ y

1−s
dt

∣∣∣∣ ds

}{∫ 1

x

∣∣∣∣∣
∫ y

1−s

∣∣∣∣ ∂2u

∂x∂y
(x, t)

∣∣∣∣2 dt

∣∣∣∣∣ ds

}

≤ 1

2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂∫
K̂

|I4|2 ≤
∫
K̂

{∫ 1

x

∫ s

x

dσds

}{∫ 1

x

∫ s

x

∣∣∣∣∂2u

∂x2
(σ, 1− s)

∣∣∣∣2 dσds

}

≤ 1

4

∥∥∥∥∂2v

∂x2

∥∥∥∥2

K̂∫
K̂

|I5|2 ≤
∫
K̂

{∫ 1

x

∫ 1−s

0

dtds

}{∫ 1

x

∫ 1−s

0

∣∣∣∣ ∂2u

∂x∂y
(s, t)

∣∣∣∣2 dtds

}

≤ 1

4

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

.

Insgesamt ergibt sich

(II.2.5)

∥∥∥∥ ∂∂x(u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

≤ 25

4

{∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥2

K̂

+

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

}
.

Vertauschen wir die Rollen von x und y erhalten wir mit den gleichen
Argumenten∥∥∥∥ ∂∂y (u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

≤ 25

4

{∥∥∥∥∂2u

∂y2

∥∥∥∥2

K̂

+

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

}
.

Hieraus folgt die erste Ungleichung.

Zum Beweis der zweiten Ungleichung sei (x, y) ∈ K̂ beliebig. Wegen
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u(0, 0) = (Π̂1u)(0, 0) gilt

(u− Π̂1u)(x, y)

= (u− Π̂1u)(x, y)− (u− Π̂1u)(x, 0)

+ (u− Π̂1u)(x, 0)− (u− Π̂1u)(0, 0)

=

∫ y

0

∂

∂y
(u− Π̂1u)(x, t)dt+

∫ x

0

∂

∂x
(u− Π̂1u)(s, 0)ds

=

∫ y

0

∂

∂y
(u− Π̂1u)(x, t)dt+

∫ x

0

∂

∂x
(u− Π̂1u)(s, y)ds

−
∫ x

0

∫ y

0

∂2

∂x∂y
(u− Π̂1u)(s, t)dtds

=
3∑
i=1

Ii(x, y).

Quadrieren und Integrieren über K̂ dieser Gleichung liefert mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung für endliche Summen∥∥∥u− Π̂1u

∥∥∥2

K̂
≤ 3

3∑
i=1

∫
K̂

I2
i .

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung für Integrale erhalten wir
für die ersten beiden Summanden∫

K̂

I2
1 ≤

1

2

∥∥∥∥ ∂∂y (u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

,

∫
K̂

I2
2 ≤

1

2

∥∥∥∥ ∂∂x(u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

.

Wegen Π̂1u ∈ P1 ist ∂2

∂x∂y
(Π̂1u) = 0. Daher gilt für den dritten Sum-

manden∫
K̂

I2
3 ≤

∫
K̂

xy

∫ x

0

∫ y

0

∣∣∣∣ ∂2u

∂x∂y
(s, t)

∣∣∣∣2 dtds ≤ 1

24

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

.

Aus diesen Abschätzungen und Ungleichung (II.2.5) folgt insgesamt∥∥∥u− Π̂1u
∥∥∥2

K̂

≤ 3

2

∥∥∥∥ ∂∂x(u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

+
3

2

∥∥∥∥ ∂∂y (u− Π̂1u)

∥∥∥∥2

K̂

+
1

8

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

≤ 45

8

∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥2

K̂

+
45

8

∥∥∥∥∂2u

∂y2

∥∥∥∥2

K̂

+

(
75

4
+

1

8

)∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥2

K̂

≤ 10 |u|22;K̂ .

Damit wir Satz II.2.2 auf ein allgemeines Element K ∈ T übertra-
gen können, müssen wir zunächst das Verhalten der Sobolev-Normen
unter der affinen Transformation des Referenzelementes auf K und der
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inversen Transformation untersuchen und die Operatornormen der Ja-
cobi Matrizen dieser Transformationen abschätzen. Dazu bezeichnet
im Folgenden K ein beliebiges Element in T , FK : x 7→ bK + BKx

eine affine Transformation des Referenzelements K̂ auf K, |·| die eu-
klidische Norm in Rd und ‖·‖L die zugehörige Operatornorm, d.h. die
Spektralnorm.

Lemma II.2.5 (Transformation von Sobolev-Normen). Für jedes
` ∈ N und jedes u ∈ H`(K) gilt

|u ◦ FK |`;K̂ ≤ |detBK |−
1
2 ‖BK‖`L |u|`;K ,

|u|`;K ≤ |detBK |
1
2

∥∥B−1
K

∥∥`
L |u ◦ FK |`;K̂ .

Beweis. Für ` = 0 sind die beiden Ungleichungen Gleichungen
und folgen aus dem Transformationssatz für Integrale. Für ` ≥ 1 folgt
aus der Transformationsformel für Ableitungen(

D`(u ◦ FK)
)

(z1, . . . , z`) =
((
D`u

)
◦ FK

)
(BKz1, . . . , BKz`)

und der Definition der entsprechenden Operatornormen∥∥D`(u ◦ FK)
∥∥
L` ≤ ‖BK‖`L

∥∥(D`u) ◦ FK
∥∥
L` .

Mit dem Transformationssatz für Integrale liefert dies

|u ◦ FK |2`;K̂ =

∫
K̂

∥∥D`(u ◦ FK)
∥∥2

L`

≤
∫
K̂

‖BK‖2`
L

∥∥(D`u) ◦ FK)
∥∥2

L`

= ‖BK‖2`
L |detBK |−1

∫
K

∥∥D`u
∥∥2

L`

= ‖BK‖2`
L |detBK |−1 |u|2`;K̂ .

Dies beweist die erste Abschätzung. Die zweite Abschätzung folgt aus
der ersten durch Vertauschen der Rollen von FK und F−1

K und Ausnut-
zen von D

(
F−1
K

)
= B−1

K . �

Lemma II.2.6 (Normen von Transformationsmatrizen). Es ist

‖BK‖L ≤
hK
ρK̂

und
∥∥B−1

K

∥∥
L ≤

hK̂
ρK

.

Beweis. Sei ẑ ∈ Rd mit |ẑ| = ρK̂ beliebig. Dann gibt es Punkte

x̂, ŷ ∈ K̂ mit x̂− ŷ = ẑ. Da FK : K̂ → K bijektiv ist, folgt

|BK ẑ| = |FK(x̂)− FK(ŷ)| ≤ hK .

Also ist

‖BK‖L =
1

ρK̂
sup

ẑ∈Rd; |ẑ|=ρ
K̂

|BK ẑ| ≤
hK
ρK̂

.
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Vertauschen der Rollen von K und K̂ beweist die Abschätzung für∥∥B−1
K

∥∥
L. �

Nach diesen Vorbereitungen können wir jetzt den Interpolations-
fehler u− IT u auf einem allgemeinen Element K abschätzen.

Satz II.2.7 (Interpolationsfehler auf einem allgemeinen Element).
Für alle k ∈ N∗, 0 ≤ ` ≤ k + 1, K ∈ T und u ∈ Hk+1(K) gelten die
Interpolationsfehlerabschätzungen

|u− IT u|`;K ≤ chk+1−`
K |u|k+1;K .

Die Konstante c hängt nur von k, ` und CT = maxK
hK
ρK

ab.

Beweis. Aus Lemma II.2.5 folgt

|u− IT u|`;K ≤ |detBK |
1
2

∥∥B−1
K

∥∥`
L |(u− IT u) ◦ FK |`;K̂ ,

|u ◦ FK |k+1;K̂ ≤ |detBK |−
1
2 ‖BK‖k+1

L |u|k+1;K̂ .

Aus diesen Abschätzungen, Lemma II.2.6 und Satz II.2.2 ergibt sich

wegen IT u ◦ FK = Π̂k(u ◦ FK)

|u− IT u|`;K ≤ c

(
hK̂
ρK

)`(
hK
ρK̂

)k+1

|u|k+1;K

= c
h`
K̂

ρk+1

K̂

(
hK
ρK

)`
hk+1−`
K |u|k+1;K . �

Für ` ∈ {0, 1} folgen aus Satz II.2.7 durch Quadrieren und Sum-
mieren über alle Elemente die folgenden globalen Interpolationsfehler-
abschätzungen. Man beachte, dass für ` ≥ 2 analoge Abschätzungen
für |u− IT u|` nicht gelten können, da IT u nicht in H2(Ω) ist.

Satz II.2.8 (Interpolationsfehlerabschätzung). Für alle k ∈ N∗ und
u ∈ Hk+1(Ω) gelten die globalen Interpolationsfehlerabschätzungen

‖u− IT u‖ ≤ c1h
k+1 |u|k+1 , |u− IT u|1 ≤ c2h

k |u|k+1 .

Dabei ist h = maxK∈T hK. Die Konstanten c1 und c2 hängen von k und
CT = maxK

hK
ρK

ab.

Der folgende Satz erlaubt es uns, für Finite Element Funktionen ele-
mentweise verschiedene Sobolev-Normen gegeneinander abzuschätzen.
Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass ein derartiges Ergebnis nicht für
beliebige Sobolev-Funktionen gelten kann.

Satz II.2.9 (Inverse Abschätzungen). Für alle k ∈ N∗, m ≥ 2, 0 ≤
` ≤ m−1, uT ∈ Sk,0(T ) und K ∈ T gelten die inversen Abschätzungen

|uT |m;K ≤ c
h`Kh

m
K̂

ρmKρ
`
K̂

|uT |`;K .

Die Konstante c hängt nur von k, m und ` ab.
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Beweis. Für ` = 0 ist |·|`;K̂ eine Norm auf dem endlich dimen-

sionalen Raum Rk(K̂) und für ` ≥ 1 eine Semi-Norm, die auf P` ver-

schwindet. Andererseits ist |·|m;K̂ eine Semi-Norm auf Rk(K̂), die auf

Pm verschwindet. Wegen ` < m ist insbesondere |v̂|m;K̂ = 0 für alle

v̂ ∈ Rk(K̂), für die |v̂|`;K̂ = 0 ist. Daher gibt es eine nur von k, ` und
m abhängige Konstante c mit

|v̂|m;K̂ ≤ c |v̂|`;K̂ ∀v̂ ∈ Rk(K̂).

Transformation von |uT |m;K auf K̂, Ausnutzen dieser Abschätzung für

v̂ = uT ◦ FK und Rücktransformation von |uT ◦ FK |`;K̂ auf K liefert
wegen Lemma II.2.5

|uT |m;K ≤ |detBK |
1
2

∥∥B−1
K

∥∥m
L |uT ◦ FK |m;K̂

≤ c |detBK |
1
2

∥∥B−1
K

∥∥m
L |uT ◦ FK |`;K̂

≤ c
∥∥B−1

K

∥∥m
L ‖BK‖`L |uT |`;K .

Hieraus folgt die Behauptung mit Lemma II.2.6. �

Beispiel II.2.10 (Gegenbeispiel zu inverser Abschätzung). Sei K =

[0, 1] und vn =
√

2
nπ

sin(nπx), n ∈ N∗. Dann gilt

|vn|1;K = 1 ∀n ∈ N∗ und ‖vn‖K ≤
1

n
−→
n→∞

0.

Bemerkung II.2.11 (Lp-Normen). Die Ergebnisse der Lemmata
II.2.1 und II.2.5 und der Sätze II.2.2, II.2.7, II.2.8 und II.2.9 gelten mit
den offensichtlichen Modifikationen für alle W k+1,p-Räume mit 1 ≤ p <
∞.

II.3. A priori Fehlerabschätzungen

Wir betrachten zunächst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen

(II.3.1)
− div(A∇u) + αu = f in Ω

u = 0 auf Γ

mit f ∈ L2(Ω), α ∈ C(Ω,R+), A ∈ C1(Ω,Rd×d
symm) und

λ0 = inf
x∈Ω

inf
z∈Rd\{0}

zTA(x)z

zT z
> 0.

Im Rahmen von §I.1 (S. 15) ist gemäß §I.3 (S. 28)

X = H1
0 (Ω), `(v) =

∫
Ω

fv, B(u, v) =

∫
Ω

{∇u · A∇v + αuv} .

Im Rahmen von Satz I.1.2 (S. 17) setzen wir XT = Sk,00 (T ) mit k ∈ N∗,
so dass die diskrete Lösung uT ∈ Sk,00 (T ) bestimmt ist durch

(II.3.2) B(uT , vT ) = `(vT ) ∀vT ∈ Sk,00 (T ).
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Problem (II.3.2) ist ein lineares Gleichungssystem mit #GΩ Gleichun-
gen und Unbekannten. Wegen der Symmetrie und Koerzivität der Bili-
nearform B ist die Matrix des Gleichungssystems, die sog. Steifigkeits-
matrix, symmetrisch positiv definit. Bei Verwendung der nodalen Basis
aus Bemerkung II.1.6(2) (S. 40) sind die Koeffizienten des Lösungsvek-
tors die Werte von uT in den Gitterpunkten GΩ. Da die Träger der
nodalen Basisfunktionen aus wenigen Elementen bestehen, ist die Stei-
figkeitsmatrix dünn besetzt.

Aus Satz I.1.2 (S. 17), Satz I.1.5 (S. 18), Satz I.3.6 (S. 33) und Satz
II.2.7 (S. 51) folgt unmittelbar die folgende Fehlerabschätzung.

Satz II.3.1 (A priori Fehlerabschätzung). Seien u ∈ H1
0 (Ω) die

schwache Lösung der Reaktions-Diffusionsgleichung (II.3.1) und uT ∈
Sk,00 (T ) die Lösung der Finite Element Diskretisierung (II.3.2). Weiter
sei u ∈ Hk+1(Ω). Dann gilt die Fehlerabschätzung

|u− uT |1 ≤ c1h
k |u|k+1 .

Ist zusätzlich Ω konvex, so ist

‖u− uT ‖ ≤ c2h
k+1 |u|k+1 .

Die Konstanten c1 und c2 hängen nur von CT = maxK
hK
ρK

, Ω und den

Koeffizienten α und A ab.

Bemerkung II.3.2 (Andere Randbedingungen). (1) Bei inhomo-
genen Dirichlet-Randbedingungen u = uD auf Γ sucht man die Lösung
uT des diskreten Problems (II.3.2) statt in Sk,00 (T ) in IT uD + Sk,00 (T ),
d.h., man setzt uT in der Form

uT =
∑
z∈NΩ

µzvz +
∑

z∈N\NΩ

uD(z)vz

mit unbekannten Koeffizienten µz an. Satz II.3.1 bleibt gültig.
(2) Bei gemischten oder Neumann-Randbedingungen muss man analog
zu Definition I.3.1 (S. 30) auf der rechten Seite des diskreten Problems
(II.3.2) den Term

∫
ΓN
gvT addieren und die Lösung uT in dem Raum

Sk,0D (T ) suchen. Satz II.3.1 bleibt gültig.

Unter den Voraussetzungen von Satz I.3.3 (S. 31) gilt Satz II.3.1
auch für Konvektions-Diffusionsgleichungen, wobei die Bilinearform B
wie in §I.3 beschrieben angepasst werden muss. Die Konstanten c1 und
c2 verhalten sich dann wie λ−1

0 max {‖A‖∞ , ‖a‖∞ , ‖α‖∞}. Für Pro-
bleme mit dominanter Diffusion, d.h. ‖a‖∞ ≈ ‖A‖∞ ≈ λ0, ist die-
se Abschätzung gut. Für Probleme mit dominanter Konvektion, d.h.
‖A‖∞ ≈ λ0 � ‖a‖∞, ist sie dagegen unbrauchbar. Außerdem ent-
spricht das diskrete Problem (II.3.2) einer zentralen Differenzendiskre-
tisierung des Konvektionstermes a · ∇u. Daher treten bei der numeri-
schen Lösung uT unphysikalische Oszillationen auf, wenn die Péclet-
Zahl λ−1

0 ‖a‖∞ h groß ist.
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Im Folgenden wollen wir ein Verfahren beschreiben, das diese Pro-
bleme vermeidet und sowohl bei dominanter Konvektion wie auch bei
dominanter Diffusion gute Ergebnisse liefert. Dieses Verfahren firmiert
in der Literatur unter den Bezeichnungen Stromlinien-Diffusions Me-
thode (engl. streamline-diffusion finite element method, kurz SDFEM )
bzw. streamline upwind Petrov-Galerkin Verfahren, kurz SUPG. Für
die Darstellung des zugrunde liegenden Prinzips beschränken wir uns
auf den einfachsten Spezialfall konstanter Koeffizienten A = εI, a ∈
Rd \ {0}, α = 0 und homogener Dirichlet-Randbedingungen, d.h.

(II.3.3)
−ε∆u+ a · ∇u = f in Ω

u = 0 auf Γ.

Dabei ist die Skalierung so gewählt, dass |a| = 1 und 0 < ε� 1 ist. An-
dere Randbedingungen und variable Koeffizienten werden im Prinzip
genauso behandelt, erfordern aber größeren technischen Aufwand.

Im Rahmen von Satz I.1.1 (S. 15) ist jetzt

X = H1
0 (Ω), `(v) =

∫
Ω

fv, B(u, v) =

∫
Ω

{ε∇u · ∇v + (a · ∇u) v}.

Der diskrete Raum XT bleibt unverändert Sk,00 (T ). Wir definieren

auf Sk,00 (T ) eine gitterabhängige Bilinearform BT , Linearform `T und
Norm |·|1,T durch

BT (uT , vT ) = B(uT , vT ) +
∑
K∈T

δK

∫
K

(−ε∆uT + a · ∇uT ) a · ∇vT ,

`T (uT ) = `(vT ) +
∑
K∈T

δK

∫
K

fa · ∇vT ,

|uT |1,T =

{
ε |uT |21 +

∑
K∈T

δK ‖a · ∇uT ‖2
K

} 1
2

.

Das neue diskrete Problem lautet dann

(II.3.4) BT (uT , vT ) = `T (vT ) ∀vT ∈ Sk,00 (T ).

Dabei sind die δK nicht negative Parameter, die wir später bestimmen
werden. Die δK-Terme werden eine zusätzliche Stabilisierung ergeben.
Der zusätzliche Term in BT entspricht einer Diskretisierung von −∂2u

∂a2 .
Daher wird eine zusätzliche Diffusion in Stromrichtung eingeführt. Ins-
besondere kann man erhoffen, dass senkrecht zu der Stromrichtung kei-
ne künstliche Diffusion, d.h. kein Verschmieren auftritt. Formal kann
man sich vorstellen, dass die Konvektions-Diffusionsgleichung statt mit
vT mit vT +

∑
K∈T δKa · ∇vT getestet wird.

Lemma II.3.3 (Koerzivität von BT ). Für alle Elemente K ∈ T sei
δKh

−2
K ε ≤ c−1

I , wobei die Konstante cI nur von k und CT = maxK
hK
ρK
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abhängt. Dann gilt für alle uT ∈ Sk,00 (T )

BT (uT , uT ) ≥ 1

2
|uT |21,T .

Beweis. Aus dem Beweis von Satz I.3.6(1) (S. 33) ergibt sich für
alle v ∈ H1

0 (Ω)

B(v, v) ≥ ε |v|21 .
Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung für jedes uT ∈
Sk,00 (T )

BT (uT , uT )

= B(uT , uT ) +
∑
K∈T

δK ‖a · ∇uT ‖2
K −

∑
K∈T

δKε

∫
K

∆uT a · ∇uT

≥ ε |uT |21 +
∑
K∈T

δK ‖a · ∇uT ‖2
K −

∑
K∈T

δKε ‖∆uT ‖K ‖a · ∇uT ‖K .

Wegen Satz II.2.9(1) (S. 51) gibt es eine Konstante cI , die nur von k
und CT abhängt, mit

‖∆uT ‖K ≤ cIh
−1
K |uT |1;K ∀K ∈ T .

Wegen −xy ≥ −1
2
x2− 1

2
y2 für x, y ∈ R folgt aus diesen Abschätzungen

BT (uT , uT )

≥
(

1−max
K∈T

1

2
c2
IδKh

−2
K ε

)
ε |uT |21 +

1

2

∑
K∈T

δK ‖a · ∇uT ‖2
K

≥ 1

2
|uT |21,T . �

Aus Lemma II.3.3 folgt, dass das diskrete Problem (II.3.4) eindeu-
tig lösbar ist. Der folgende Satz gibt eine Fehlerabschätzung für diese
Lösung.

Satz II.3.4 (A priori Fehlerabschätzung). Die Bedingung von Lem-
ma II.3.3 an die Stabilisierungsparameter δK sei erfüllt. Bezeichne mit
u ∈ H1

0 (Ω) die schwache Lösung der Konvektions-Diffusionsgleichung

(II.3.3) und mit uT ∈ Sk,00 (T ) die Lösung der SDFEM Diskretisierung
(II.3.4). Es sei u ∈ Hk+1(Ω). Dann gilt die Fehlerabschätzung

|u− uT |1,T ≤ c

{∑
K∈T

[
ε+ δK + ε2δKh

−2
K + δ−1

K h2
K

]
h2k
K |u|

2
k+1;K

} 1
2

.

Die Konstante c hängt nur von k und CT = maxK
hK
ρK

ab. Die Fehler-

abschätzung ist optimal für die Wahl δK =
h2
K√

ε2+h2
K

.
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Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung gilt

|u− uT |1,T ≤ |u− IT u|1,T + |IT u− uT |1,T .

Aus Satz II.2.7 (S. 51) folgt wegen |a| = 1

|u− IT u|1,T ≤ c

{∑
K∈T

(ε+ δK)h2k
K |u|

2
k+1;K

} 1
2

.

Setze zur Abkürzung wT = uT − IT u. Wegen Satz II.3.3 ist

1

2
|wT |21,T ≤ BT (wT , wT )

= BT (u− IT u,wT ) +BT (uT − u,wT ).

Da u ∈ Hk+1(Ω) ⊂ H2(Ω) ist, folgt aus der Definition von BT , `T und
(II.3.4)

BT (uT − u,wT )

= `T (wT )−BT (u,wT )

= `(wT ) +
∑
K∈T

δK

∫
K

fa · ∇wT

−B(u,wT )−
∑
K∈T

δK

∫
K

(−ε∆u+ a · ∇u) a · ∇wT

=
∑
K∈T

δK

∫
K

{f + ε∆u− a · ∇u} a · ∇wT

= 0.

Mittels partieller Integration für den Konvektionsterm erhalten wir we-
gen div a = 0∫

Ω

(a · ∇(u− IT u))wT = −
∫

Ω

(a · ∇wT ) (u− IT u)

und somit

BT (u− IT u,wT )

= ε

∫
Ω

∇(u− IT u) · ∇wT −
∫

Ω

(a · ∇wT ) (u− IT u)

+
∑
K∈T

δK

∫
K

(−ε∆(u− IT u) + a · ∇(u− IT u)) a · ∇wT .
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Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung wegen |a| = 1

BT (u− IT u,wT )

≤ ε |u− IT u|1 |wT |1 +
∑
K∈T

‖u− IT u‖K ‖a · ∇wT ‖K

+
∑
K∈T

δK

(
ε |u− IT u|2;K + ‖a · ∇(u− IT u)‖K

)
‖a · ∇wT ‖K

≤
√

3 |wT |1,T

{∑
K∈T

[ε+ δK ] |u− IT u|21;K +
∑
K∈T

ε2δK |u− IT u|22;K

+
∑
K∈T

δ−1
K ‖u− IT u‖

2
K

} 1
2

.

Hieraus ergibt sich mit Satz II.2.7 (S. 51)

BT (u− IT u,wT )

≤ c |wT |1,T

{∑
K∈T

[ε+ δK ]h2k
K |u|

2
k+1;K +

∑
K∈T

ε2δKh
2k−2
K |u|2k+1;K

+
∑
K∈T

δ−1
K h2k+2

K |u|2k+1;K

} 1
2

= c |wT |1,T

{∑
K∈T

[
ε+ δK + ε2δKh

−2
K + δ−1

K h2
K

]
h2k
K |u|

2
k+1;K

} 1
2

.

Aus diesen Abschätzungen folgt

|uT − IT u|1,T = |wT |1,T

≤ c′

{∑
K∈T

[
ε+ δK + ε2δKh

−2
K + δ−1

K h2
K

]
h2k
K |u|

2
k+1;K

} 1
2

.

Zusammen mit der bereits bewiesenen Abschätzung für |u− IT u|1,T
folgt hieraus die Fehlerabschätzung für |u− uT |1,T . Offensichtlich ist

sie optimal, wenn die δK- und δ−1
K -Terme gleich sind. Hieraus folgt die

Behauptung über die optimale Wahl von δK . �

Bemerkung II.3.5. Es gilt δK ≈ hK , wenn ε� hK ist. In diesem
Fall liefert Satz II.3.4 eine Fehlerabschätzung der Form ‖a · ∇(u− uT )‖
≤ chk |u|k+1 in Stromrichtung. Im Fall hK ≤ ε, in dem auch die Stan-
dard-Diskretisierung gut funktioniert, ist δK ≈ h2

Kε
−1, und Satz II.3.4

liefert eine Fehlerabschätzung der Form |u− uT |1 ≤ chk |u|k+1, die ver-
gleichbar ist zu derjenigen von Satz II.3.1.





KAPITEL III

Praktische Aspekte

In diesem Kapitel befassen wir uns mit einigen praktischen Aspek-
ten der Finite Element Methode. Zuerst beschreiben wir die Vorgehens-
weise bei gekrümmten Rändern und untersuchen den Effekt einer nähe-
rungsweisen numerischen Berechnung der Integrale, die beim Aufstel-
len des diskreten Problems auftreten. Anschließend befassen wir uns in
§III.2 mit der effizienten numerischen Lösung der diskreten Probleme.
Da diese in der Regel sehr groß, die Steifigkeitsmatrizen aber dünn be-
setzt sind, scheiden direkte Lösungsverfahren wie die Gauß-Elimination
oder Cholesky-Zerlegung wegen des Speicherbedarfes und des Rechen-
aufwandes aus. Stattdessen werden die diskreten Probleme nur nähe-
rungsweise mit einem iterativen Verfahren gelöst. Dabei nutzen wir aus,
dass die diskreten Probleme nur mit einer Genauigkeit gelöst werden
müssen, die dem Approximationsfehler der Finite Element Räume ent-
spricht, und dass wir im Rahmen eines adaptiven Gitterverfeinerungs-
prozesses mit der Näherungslösung des gröberen Gitters einen guten
Startwert für die Iteration auf dem aktuellen feineren Gitter haben. In
§III.2 betrachten wir daher Mehrgitterverfahren, geben einen dem Fini-
te Element Rahmen angemessenen Konvergenzbeweis und betten diese
Verfahren in die größere Klasse der sog. Teilraumkorrekturmethoden
ein. In den §§III.3 und III.4 befassen uns mit adaptiven Finite Element
Methoden basierend auf a posteriori Fehlerschätzern. Wir untersuchen
beispielhaft einen sog. residuellen Fehlerschätzer und beweisen unter
vereinfachten Annahmen die Konvergenz des adaptiven Verfahrens. In
§III.5 stellen wir schließlich kurz geeignete Datenstrukturen vor und
geben einige numerische Beispiele.

III.1. Randapproximation und numerische Integration

In Kapitel II haben wir stets vorausgesetzt, dass Ω ein Polyeder-
gebiet ist, d.h. der Rand Γ besteht stückweise aus Hyperebenen. Im
allgemeinen ist jedoch der Rand von Ω gekrümmt. Daher ersetzt man
in der Praxis Ω durch ein approximierendes Polyeder Ωh, derart dass
die Eckpunkte von Ωh auf Γ liegen und die Kanten von Ωh die Länge
O(h) haben (vgl. Abbildung III.1.1). T ist dann eine Unterteilung von
Ωh, die den Bedingungen von §II.1 (S. 35) genügt. Zusätzlich müssen
die Eckpunkte von Ωh in der MengeN der Elementeckpunkte enthalten
sein. Für die Konstruktion von Ωh und T muss der Benutzer den Rand

59
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Γ stückweise als Graph oder implizit als Nullstellenmenge {F (x) = 0}
zusammen mit F und gradF angeben.

Sei Γh der Rand von Ωh. Wenn Γ stückweise C2 ist, folgt dann

dist(Γ,Γh) = sup
x∈Γ

inf
y∈Γh

|x− y| = sup
y∈Γh

inf
x∈Γ
|x− y| = O(h2).

Daher kann der Fehler der Finite Element Approximation bestenfalls
von der Ordnung O(h2) sein.
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Abbildung III.1.1. Randapproximation eines konve-
xen und eines nicht konvexen Gebietes

Falls Ω konvex ist, gilt Ωh ⊂ Ω und die Fehlerabschätzungen von
§II.3 (S. 52) können übertragen werden, wobei die Randapproximation
einen zusätzlichen Konsistenzfehler von O(h2) beiträgt.
Ist Ω nicht konvex, gilt Ωh \ Ω 6= ∅. Dann müssen die Daten A, a, α
und f auf Ωh fortgesetzt werden. Dies geschieht am einfachsten durch
Reflexion (vgl. Abbildung III.1.2):

Ist x ∈ Ωh \ Ω, setze f(x) = f(x̃) und analog für A, a
und α. Dabei wird x̃ wie folgt bestimmt: Berechne die
orthogonale Projektion x von x auf Γ und wähle x̃ auf
der Geraden durch x und x, so dass x̃ in Ω liegt und den
gleichen Abstand zu x hat wie x.

Mit diesen Modifikationen bleiben die Fehlerabschätzungen von §II.3
(S. 52) erhalten. Dabei müssen alle Normen auf Ω ∩ Ωh statt auf Ω
bezogen werden. Die Randapproximation trägt wieder einen Konsis-
tenzfehler der Ordnung O(h2) bei.

Um den Konsistenzfehler durch die Randapproximation zu verrin-
gern, kann man auch krummlinige oder isoparametrische Elemente be-
trachten. Dabei ist mit der Notation von §II.1 (S. 35) die Transfor-

mation FK : K̂ → K nicht mehr affin, sondern ein allgemeiner Dif-
feomorphismus (krummlinige Elemente) oder komponentenweise eine
Funktion aus Rk (isoparametrische Elemente). In diesem Sinne sind li-

neare simpliziale Elemente (k = 1, K̂ = K̂S) isoparametrische Elemente
der Ordnung 1. Bei Verwendung isoparametrischer Elemente der Ord-
nung k ≥ 2 kann man eine Randapproximation der Ordnung O(hk+1)
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Abbildung III.1.2. Reflexion am Rand Γ

erreichen. Dementsprechend ist der Konsistenzfehler durch die Randap-
proximation auch von der Ordnung O(hk+1). Die größere Genauigkeit
wird natürlich durch einen erhöhten Aufwand erkauft.

Die Finite Element Diskretisierungen von §II.3 (S. 52) führen auf
lineare Gleichungssysteme. Zur Berechnung der rechten Seite und der
Steifigkeitsmatrix müssen Integrale der Form

∫
K
ϕ mit ϕ = fv, ϕ =

∇u · A∇v oder ähnlich berechnet werden. Wir haben bisher stets an-
genommen, dass dies exakt geschieht. Außer in einfachen Spezialfällen
wird man aber in der Praxis diese Integrale nur näherungsweise mit ei-
nem Quadraturverfahren berechnen. Passende Quadraturformeln wer-
den wegen der Ergebnisse von §II.2 (S. 40) am besten aus solchen für
das Referenzelement hergeleitet. Sei also

QK̂(ϕ̂) =
L∑
`=1

ω̂`ϕ̂(̂b`)

eine Quadraturformel für
∫
K̂
ϕ̂. Sie hat die Ordnung m, wenn für alle

p̂ ∈ Rm(K̂) gilt

QK̂(p̂) =

∫
K̂

p̂.

Sei nun K ∈ T und FK : K̂ → K eine affine Transformation mit
BK = DFK . Da FK affin ist, folgt aus [16, Satz II.1.4], dass

QK(ϕ) =
L∑
`=1

ω`ϕ(b`) mit ω` = |detBK | ω̂`, b` = FK (̂b`)

eine Quadraturformel der Ordnung m für
∫
K
ϕ ist, d.h.

QK(ϕ) =

∫
K

ϕ ∀ϕ ∈ Rm(K).

Man kann zeigen, dass die Fehlerabschätzungen von §II.3 (S. 52) für

Finite Element Diskretisierungen der Ordnung k, d.h. XT = Sk,00 (T ),
gültig bleiben, wenn die Quadraturformel QK̂ mindestens die Ordnung
2k − 2 hat [7, §§25-29]. Insbesondere reicht also für lineare simpliziale
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Elemente (k = 1, K̂ = K̂S) und d-lineare Würfelelemente (k = 1, K̂ =

K̂W ) eine Quadraturformel der Ordnung 0 aus, d.h. nur die konstanten
Funktionen müssen exakt integriert werden.

Beispiel III.1.1 (Quadraturformeln). (1) Die Mittelpunktsregel

QK̂(ϕ) =
1

d!
ϕ

(
1

d+ 1

d+1∑
i=1

ẑi

)
liefert eine Quadraturformel der Ordnung 1 für den Referenz d-Simplex.
(2) Die Formel

QK̂(ϕ) =
1

6

∑
1≤i<j≤3

ϕ

(
1

2
(ẑi + ẑj)

)
hat die Ordnung 2 für das Referenzdreieck.
(3) Die Formel

QK̂(ϕ) =
1

120

{
3

3∑
i=1

ϕ(ẑi) + 8
∑

1≤i<j≤3

ϕ

(
1

2
(ẑi + ẑj)

)

+27ϕ

(
1

3

3∑
i=1

ẑi

)}
hat die Ordnung 3 für das Referenzdreieck.
(4) Sei

Q̃(ψ) =
L∑
`=1

ω̃`ψ(x̃`)

eine Quadraturformel der Ordnung m für
∫ 1

0
ψ(x)dx. Dann ist gemäß

[15, Beispiel II.1.3 (3)]

QK̂(ϕ̂) =
L∑

`1=1

. . .

L∑
`d=1

ω̃`1 · . . . · ω̃`dϕ̂(x̃`1 , . . . , x̃`d)

eine Quadraturformel der Ordnung m für den Referenz d-Würfel.
(5) Die Mittelpunktsregel liefert die Formel

QK̂(ϕ̂) = ϕ̂

(
1

2
,
1

2

)
der Ordnung 1 für das Referenzquadrat.
(6) Die Trapezregel liefert die Formel

QK̂(ϕ̂) =
1

4

1∑
i=0

1∑
j=0

ϕ̂(i, j)
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der Ordnung 1 für das Referenzquadrat.
(7) Die Simpson-Regel liefert mit

(aij)0≤i,j≤2 =

1 4 1
4 16 4
1 4 1


die Formel

QK̂(ϕ̂) =
1

36

2∑
i=0

2∑
j=0

aijϕ

(
i

2
,
j

2

)
der Ordnung 3 für das Referenzquadrat.

III.2. Lösung der diskreten Probleme

Wir betrachten zunächst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen (II.3.1) (S. 52) und das zugehöri-
ge diskrete Problem (II.3.2) (S. 52). Auf Konvektions-Diffusionsglei-
chungen gehen wir kurz in Bemerkung III.2.12 ein.

Da die Träger der nodalen Basisfunktionen nur aus wenigen Ele-
menten bestehen, ist die Steifigkeitsmatrix der Finite Element Diskre-
tisierung dünn besetzt. Wegen des Speicherplatzbedarfes und des Re-
chenaufwandes sind direkte Gleichungslöser wie die Cholesky-Zerlegung
nur für grobe Gitter, d.h. wenige Elemente effizient. Für feinere Diskre-
tisierungen sind iterative Lösungsverfahren vorzuziehen. Da die Effizi-
enz dieser Verfahren wesentlich von der Kondition der Steifigkeitsma-
trix abhängt, wollen wir diese zunächst abschätzen. Dazu definieren wir
ein gitterabhängiges Skalarprodukt (· , ·)T und eine zugehörige Norm

‖·‖T auf Sk,00 (T ) durch

(ϕ , ψ)T =
∑
K∈T

∑
z∈Σk(K)

hdKϕ(z)ψ(z), ‖ϕ‖T = (ϕ , ϕ)
1
2
T .

‖·‖T ist eine skalierte euklidische Norm auf RNT mit NT = #GΩ. Die
Matrix, die zu (· , ·)T und der nodalen Basis gehört, ist diagonal. Ins-
besondere können Gleichungssysteme der Form

(u , v)T = `(v) ∀v ∈ Sk,00 (T )

leicht gelöst werden.

Lemma III.2.1 (Normäquivalenz). ‖·‖T und ‖·‖ sind äquivalente

Normen auf Sk,00 (T ). Die entsprechenden Konstanten hängen nur von
k und CT = maxK

hK
ρK

ab.

Beweis. Wegen Satz II.1.3 (S. 37) ist
{∑

z∈Σ̂k
|ϕ(z)|2

} 1
2

eine Norm

auf R̂k. Da R̂k endlich dimensional ist, gibt es zwei Konstanten ĉ1, ĉ2,
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die nur von k abhängen, mit

ĉ1 ‖ϕ‖K̂ ≤

∑
z∈Σ̂k

ϕ(z)2


1
2

≤ ĉ2 ‖ϕ‖K̂ ∀ϕ ∈ R̂k.

Sei nun K ∈ T beliebig und FK : K̂ → K eine affine Transformati-
on. Bezeichnet |D| das d-dimensionale Lebesgue-Maß einer messbaren
Menge D ⊂ Rd, gilt dann

|detDFK | =
|K|∣∣∣K̂∣∣∣ ≤ ĉ3h

d
K ,

|detDFK | =
|K|∣∣∣K̂∣∣∣ ≥ ĉ4ρ

d
K ≥ ĉ5h

d
K .

Aus diesen Abschätzungen und Lemma II.2.5 (S. 50) folgt

‖ϕ‖K = |detDFK |
1
2 ‖ϕ ◦ FK‖K̂ ≤ c1h

d
2
K

∑
z∈Σ̂k

|ϕ ◦ FK(z)|2


1
2

= c1

 ∑
z∈Σk(K)

hdK |ϕ(z)|2


1
2

und  ∑
z∈Σk(K)

hdK |ϕ(z)|2


1
2

= h
d
2
K

∑
z∈Σ̂k

|ϕ ◦ FK(z)|2


1
2

≤ ĉ2h
d
2
K ‖ϕ ◦ FK‖K̂

= ĉ2h
d
2
K |detDFK |−

1
2 ‖ϕ‖K

≤ c2 ‖ϕ‖K .

Hieraus folgt die Behauptung durch Quadrieren und Summieren über
alle Dreiecke. Man beachte, dass die Konstanten c1, c2 von CT abhän-
gen. �

Aus Lemma III.2.1, dem Beweis des Existenzsatzes I.3.3 (S. 31) und

der Friedrichschen Ungleichung I.2.15 (S. 26) folgt für alle v ∈ Sk,00 (T )

B(v, v) ≥ β |v|21 ≥ β′ ‖v‖2 ≥ β′′ ‖v‖2
T .

Ebenso folgt aus dem Beweis von Satz I.3.3 (S. 31), der inversen Ab-
schätzung von Satz II.2.9 (S. 51) und Lemma III.2.1 für alle v, w ∈
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Sk,00 (T )

B(v, w) ≤ B |v|1 |w|1 ≤ c2B
(

min
K∈T

hK

)−2

‖v‖ ‖w‖

≤ c′
(

min
K∈T

hK

)−2

‖v‖T ‖w‖T .

Also hat die Steifigkeitsmatrix die Kondition O
(
(minK∈T hK)−2). Da-

her scheiden das Jacobi und Gauß-Seidel-Verfahren als Löser aus. Da
die Bilinearform B symmetrisch und koerziv ist, ist die Steifigkeitsma-
trix symmetrisch positiv definit, und ein CG-Verfahren oder besser ein
PCG-Verfahren können als Löser benutzt werden. Als Vorkonditionie-
rer eignet sich z.B. der SSOR-Vorkonditionierer aus [16, §III.6]. Auf-
grund unserer dortigen Erfahrungen mit Differenzenverfahren erwarten
wir aber, dass Mehrgitterverfahren die besten Ergebnisse liefern.

Tabelle III.2.1. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(1

2
), MG-V(1)- und MG-

W(1)-Verfahrens für das diskrete Problem aus Beispiel
III.2.2 (1)

CG SSOR- MG- MG- MG-
PCG V(1

2
) V(1) W(1)

N κ κ κ κ κ
49 0.592 0.496 0.183 0.150 0.150

225 0.792 0.665 0.131 0.054 0.031
961 0.899 0.801 0.136 0.034 0.027

3969 0.943 0.890 0.143 0.029 0.027
T (s) 0.18 0.42 0.06 0.08 0.09

Tabelle III.2.2. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(1

2
), MG-V(1)- und MG-

W(1)-Verfahrens für das diskrete Problem aus Beispiel
III.2.2 (2)

CG SSOR- MG- MG- MG-
PCG V(1

2
) V(1) W(1)

N κ κ κ κ κ
33 0.578 0.428 0.175 0.077 0.077

161 0.789 0.617 0.181 0.073 0.066
705 0.882 0.787 0.181 0.072 0.066

2945 0.937 0.876 0.181 0.072 0.065
T (s) 0.13 0.22 0.09 0.06 0.07

Beispiel III.2.2 (Verfahrensvergleich). Wir wenden



66 III. PRAKTISCHE ASPEKTE

• das CG-Verfahren,
• das PCG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung,
• das Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus und mit einer Gauß-

Seidel-Vorwärtsiteration als Vorglätter und einer Gauß-Seidel-
Rückwärtsiteration als Nachglätter (MG-V(1

2
)),

• das Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus und jeweils einer SSOR-
Iteration als Vor- und Nachglättung (MG-V(1)),
• das Mehrgitterverfahren mit W-Zyklus und je einer SSOR-Ite-

ration als Vor- und Nachglättung (MG-W(1))

auf drei diskrete Probleme an:

(1) Die Poissongleichung im Quadrat (−1, 1)2 mit rechter Sei-
te f = 1 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die
gröbste Unterteilung besteht aus 8 gleichschenklig rechtwinkli-
gen Dreiecken mit Hypotenusen in Richtung (1,−1) (Courant-
Triangulierung). Die weiteren Unterteilungen werden durch
uniforme Verfeinerung erzeugt. Dabei wird jedes Dreieck in
vier kleinere Dreiecke unterteilt, indem die Kantenmittelpunk-
te miteinander verbunden werden (vgl. §III.4 (S. 91)).

(2) Die Poissongleichung im L-förmigen Gebiet (−1, 1)2 \ [(0, 1)×
(−1, 0)] mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die
Randfunktion uD und die rechte Seite f sind so, dass die exakte
Lösung der Differentialgleichung in Polarkoordinaten gegeben
ist durch u(x, y) = r

2
3 sin(2

3
ϕ). Die gröbste Unterteilung be-

steht aus 6 gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Hy-
potenusen in Richtung (1,−1). Die weiteren Unterteilungen
werden wie in (1) durch uniforme Verfeinerung erzeugt.

(3) Die Differentialgleichung und die gröbste Unterteilung sind wie
in (2). Die feineren Unterteilungen werden aber mit einer adap-
tiven Gitterverfeinerung basierend auf einem residuellen Feh-
lerschätzer erzeugt (vgl. Beispiel III.4.1 (S. 99) und Abbildung
III.4.5 (S. 100)).

Auf dem gröbsten Gitter wird der Nullvektor als Startwert verwen-
det. Auf feineren Gittern wird die lineare Interpolierende der Nähe-
rungslösung auf dem nächst gröberen Gitter als Startwert benutzt (vgl.
die geschachtelte Iteration [16, Algorithmus III.6.1]). Die Iteration auf
dem aktuellen Gitter wird jeweils abgebrochen, wenn das Startresidu-
um um den Faktor 100 reduziert wurde. In den Tabellen III.2.1 – III.2.3
werden für die Verfahren jeweils die Konvergenzraten κ angegeben. N
bezeichnet die Zahl der Unbekannten. T ist die Gesamtrechenzeit in
Sekunden auf einem Macintosh G4-Powerbook.

Wir wollen ein Mehrgitter-Verfahren, Algorithmus III.2.1, für die
Finite Element Diskretisierung analysieren. Dazu nehmen wir an, dass
wir eine Hierarchie von Unterteilungen T0, T1, . . ., TR mit zugehörigen
geschachtelten Finite Element Räumen Sk,00 (T0) ⊂ Sk,00 (T1) ⊂ . . . ⊂
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Tabelle III.2.3. Konvergenzraten und Rechenzeiten
des CG-, SSOR-PCG-, MG-V(1

2
), MG-V(1)- und MG-

W(1)-Verfahrens für das diskrete Problem aus Beispiel
III.2.2 (3)

CG SSOR- MG- MG- MG-
PCG V(1

2
) V(1) W(1)

N κ κ κ κ κ
16 0.511 0.385 0.136 0.066 0.066
54 0.957 0.957 0.167 0.073 0.068

221 0.966 0.966 0.293 0.139 0.099
718 0.976 0.976 0.296 0.152 0.146
T (s) 0.16 0.24 0.01 0.02 0.04

Algorithmus III.2.1 MG-Verfahren mit V -Zyklus und Jacobi Glät-
tung

Gegeben: Näherung u0
m ∈ Xm für die Lösung des diskreten Problems.

Gesucht: Verbesserte Näherung uν1+ν2+1
m ∈ Xm.

1: if m = 0 then
2: Löse das Problem

B(u∗0, v) = `0(v) ∀v ∈ X0.

3: uν1+ν2+1
0 = u∗0, stop

4: end if
5: for i = 1, . . . , ν1 do . Vor-Glättung
6: Berechne uim aus ui−1

m als Lösung von(
uim − ui−1

m , v
)
m

= ω−1
m

{
`m(v)−B(ui−1

m , v)
}
∀v ∈ Xm.

7: end for
8: Berechne . Grobgitterkorrektur

`m−1(v) = `m(v)−B(uν1
m , v) ∀v ∈ Xm−1.

9: Wende das MG-Verfahren mit Startwert u0
m−1 = 0 auf das Problem

B(u∗m−1, v) = `m−1(v) ∀v ∈ Xm−1

an. Das Ergebnis sei ũm−1. Setze

uν1+1
m = uν1

m + ũm−1.

10: for i = ν1 + 2, . . . , ν1 + ν2 + 1 do . Nach-Glättung
11: Berechne uim aus ui−1

m als Lösung von(
uim − ui−1

m , v
)
m

= ω−1
m

{
`m(v)−B(ui−1

m , v)
}
∀v ∈ Xm.

12: end for

Sk,00 (TR) haben. Es gilt, die Finite Element Diskretisierung zur feinsten
Unterteilung zu berechnen. Dazu machen wir folgende Annahmen:
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• Ω ist konvex.
• Jede Unterteilung Tm ist uniform, d.h.

hm = max
K∈Tm

hK ≤ c min
K∈Tm

hK

mit einer von m unabhängigen Konstanten c.
• hm−1 ≤ chm für alle m mit einer von m unabhängigen Kon-

stanten c.

Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir einen Index Tm in der
Regel durch m und setzen Xm = Sk,00 (Tm).

Bemerkung III.2.3. (1) Es ist `R(v) = `(v) =
∫

Ω
fv. Die rechten

Seiten `m zu den gröberen Unterteilungen werden rekursiv berechnet.
(2) Die Dämpfungsparameter ωm werden später bestimmt.
(3) Die Gleichungssysteme in den Glättungsschritten haben eine dia-
gonale Koeffizientenmatrix.
(4) Die Grobgitterkorrektur nutzt aus, dass die Finite Element Räume
geschachtelt sind, d.h. Xm−1 ⊂ Xm. In der Praxis stellt man um und
um−1 als Vektoren dar, deren Komponenten die Werte in den entspre-
chenden Gitterpunkten sind. Insbesondere muss um−1 vom Gitter Gm−1

auf das Gitter Gm interpoliert werden.

Da die Bilinearform B symmetrisch ist, besitzt sie auf jedem Xm

einen vollständigen Satz λm,1, . . ., λm,nm , nm = dimXm, von Eigen-
werten und zugehörigen, bzgl. (· , ·)m orthonormierten Eigenfunktionen
ψm,1, . . ., ψm,nm , d.h.

B(ψm,µ, v) = λm,µ (ψm,µ , v)m ∀v ∈ Xm

(ψm,µ , ψm,ν)m = δµν .

O.E. können wir die Eigenwerte der Größe nach ordnen

0 < λm,1 < . . . < λm,nm = Λm.

Da die Unterteilungen uniform sind, folgt aus Satz II.2.9 (S. 51) und
Lemma III.2.1 Λm ≈ h−2

m . Wir nehmen im Folgenden an, dass ωm = Λm

ist. Es reicht jedoch, wenn ωm ≥ Λm und ωm ≈ h−2
m ist.

Jedes v ∈ Xm lässt sich eindeutig darstellen als

v =
nm∑
µ=1

cµψm,µ.

Für s ∈ R können wir daher durch

|v|s,m =

{
nm∑
µ=1

λsm,µc
2
µ

} 1
2

eine Norm auf Xm definieren. Aus den Voraussetzungen folgt für alle
v ∈ Xm

|v|0,m = ‖v‖m ≈ ‖v‖ , |v|1,m = B(v, v)
1
2 ≈ ‖v‖1 .
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Dabei bedeutet
”
≈“ Äquivalenz von Normen mit von m unabhängigen

Konstanten. Sind v, w ∈ Xm mit v =
∑
cµψm,µ, w =

∑
dµψm,µ, so

folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung für Summen und der
Orthogonalität der Eigenfunktionen

B(v, w) =
nm∑
µ=1

λm,µcµdµ ≤

{
nm∑
µ=1

c2
µ

} 1
2
{

nm∑
µ=1

λ2
m,µd

2
µ

} 1
2

= |v|0,m |w|2,m .

(III.2.1)

Satz III.2.4 (Ritz-Projektion). Bezeichne mit Qm : Xm → Xm−1

die Ritz-Projektion, d.h. Qmv ∈ Xm−1 und

B(Qmv, w) = B(v, w) ∀w ∈ Xm−1.

Dann gilt für alle v ∈ Xm

|v −Qmv|1,m ≤ chm |v|2,m .

Die Konstante c hängt nicht von m ab.

Beweis. Aus der Definition der Ritz-Projektion und (III.2.1) folgt

|v −Qmv|21,m = B(v −Qmv, v −Qmv) = B(v −Qmv, v)

≤ |v −Qmv|0,m |v|2,m
≤ c ‖v −Qmv‖0,m |v|2,m .

Da Ω konvex ist, folgt aus Satz I.1.2 (S. 17)

‖v −Qmv‖ ≤ chm−1 ‖v −Qmv‖1 ≤ c′hm−1 |v −Qmv|1,m .

Wegen hm−1 ≤ chm folgt hieraus die Behauptung. �

Als nächstes definieren wir einen Operator J : Xm → Xm durch

(Jv , w)m = (v , w)m − Λ−1
m B(v, w) ∀w ∈ Xm.

J beschreibt die Fehlerfortpflanzung in den Glättungsschritten von Al-
gorithmus III.2.1. Ist v ∈

∑
cµψm,µ, so folgt

Jv =
nm∑
µ=1

cµ

(
1− λm,µ

Λm

)
ψm,µ.

Insbesondere ist J symmetrisch positiv semi-definit bzgl. des Skalar-
produktes B(·, ·). Definiere für v ∈ Xm

|v| = B(v, Jv)
1
2 , ρ(v) =

{ |v|2

|v|21,m
falls v 6= 0,

0 falls v = 0.

Dann gilt offensichtlich für v ∈ Xm

|v| =
∣∣∣J 1

2v
∣∣∣
1,m

, 0 ≤ ρ(v) ≤ 1.
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Satz III.2.5 (Glättungseigenschaft). Sei v ∈ Xm und ρ = ρ(Jνv).
Dann gilt

|Jνv|1,m ≤ ρν |v|1,m .

Beweis. Schreibe v =
∑
cµψm,µ und setze zur Abkürzung σµ =

1− λm,µ
Λm

. Dann folgt mit der Hölderschen Ungleichung

|Jνv|21,m =
nm∑
µ=1

λm,µσ
2ν
µ c

2
µ

≤

{
nm∑
µ=1

λm,µσ
2ν+1
µ c2

µ

} 2ν
2ν+1

{
nm∑
µ=1

λm,µc
2
µ

} 1
2ν+1

=
∣∣∣Jν+ 1

2v
∣∣∣ 4ν

2ν+1

1,m
|v|

2
2ν+1

1,m .

Bilden wir die (ν + 1
2
)-te Potenz dieser Ungleichung, so erhalten wir

|Jνv|2ν+1
1,m ≤

∣∣∣Jν+ 1
2v
∣∣∣2ν
1,m
|v|1,m = |Jνv|2ν |v|1,m .

Hieraus folgt

|Jνv|1,m ≤

{
|Jνv|
|Jνv|1,m

}2ν

|v|1,m = ρν |v|1,m . �

Satz III.2.6 (Approximationseigenschaft). Sei v ∈ Xm und ρ =
ρ(v). Dann gilt

|[I −Qm]v|1,m ≤ min
{

1, c
√

1− ρ
}
|v|1,m .

Dabei ist c die Konstante aus Satz III.2.4.

Beweis. Da I −Qm eine Projektion ist, ist

|[I −Qm]v|1,m ≤ |v|1,m .

Weiter ist mit v =
∑
cµψm,µ

|v|21,m − |v|
2 =

nm∑
µ=1

c2
µλm,µ −

nm∑
µ=1

c2
µλm,µ

(
1− λm,µ

Λm

)

=
nm∑
µ=1

Λ−1
m λ2

m,µc
2
µ

= Λ−1
m |v|

2
2,m .

Hieraus und aus Satz III.2.4 folgt

|[I −Qm]v|21,m ≤ c2h2
m |v|

2
2,m = c2h2

mΛm(1− ρ) |v|21,m .

Da Λm ≈ h−2
m ist, folgt hieraus die Behauptung. �
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Nach diesen Vorbereitungen können wir nun die Konvergenz von
Algorithmus III.2.1 beweisen.

Satz III.2.7 (Konvergenzrate des Mehrgitteralgorithmus). Bezeich-
ne mit δm die Konvergenzrate von Algorithmus III.2.1 mit ν1 = ν2 = ν
auf dem m-ten Gitter gemessen in der |·|1,m-Norm. Dann gilt mit der
Konstanten c aus Satz III.2.4

δm ≤
c

c+ 2ν
.

Beweis. Bezeichne mit u∗m die Lösung der Finite Element Proble-
me auf dem m-ten Gitter und mit eim den Fehler im i-ten Schritt von
Algorithmus III.2.1. Dann gilt

eν+1
m = eνm − u∗m−1 + u∗m−1 − ũm−1

= eνm − u∗m−1 + δm−1
1

δm−1

(u∗m−1 − ũm−1)

= [I −Qm]eνm + δm−1wm−1

mit wm−1 = δ−1
m−1(u∗m−1 − ũm−1) ∈ Xm−1 und

|wm−1|1,m−1 ≤
∣∣u∗m−1

∣∣
1,m−1

.

Wegen der Galerkin Orthogonalität

B((I −Qm)v, w) = 0 ∀v ∈ Xm, w ∈ Xm−1

folgt aus u∗m−1 = Qme
ν
m

|[I −Qm]eνm + wm−1|21,m = |[I −Qm]eνm|
2
1,m + |wm−1|21,m

= |[I −Qm]eνm|
2
1,m + |wm−1|21,m−1

≤ |[I −Qm]eνm|
2
1,m +

∣∣u∗m−1

∣∣2
1,m−1

= |[I −Qm]eνm|
2
1,m +

∣∣u∗m−1

∣∣2
1,m

=
∣∣[I −Qm]eνm + u∗m−1

∣∣2
1,m

= |eνm|
2
1,m .

Sei nun w ∈ Xm mit |w|1,m = 1 beliebig. Dann gilt

B(e2ν+1
m , w) = B(Jνeν+1

m , w)

= B(eν+1
m , Jνw)

= B([I −Qm]eνm + δm−1wm−1, J
νw)

= (1− δm−1)B([I −Qm]eνm, J
νw)

+ δm−1B([I −Qm]eνm + wm−1, J
νw).
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Da I −Qm ein Projektor bzgl. des Skalarproduktes B(·, ·) ist, folgt für
den ersten Summanden

B([I −Qm]eνm, J
νw) = B([I −Qm]eνm, [I −Qm]Jνw)

≤ |[I −Qm]eνm|1,m |[I −Qm]Jνw|1,m .

Für den zweiten Summanden gilt

B([I −Qm]eνm + wm−1, J
νw) ≤ |[I −Qm]eνm + wm−1|1,m |J

νw|1,m
≤ |eνm|1,m |J

νw|1,m .

Aus diesen beiden Abschätzungen folgt mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

B(e2ν+1
m , w) ≤ (1− δm−1) |[I −Qm]eνm|1,m |[I −Qm]Jνw|1,m

+ δm−1 |eνm|1,m |J
νw|1,m

≤
{

(1− δm−1) |[I −Qm]eνm|
2
1,m + δm−1 |eνm|

2
1,m

} 1
2

·
{

(1− δm−1) |[I −Qm]Jνw|21,m + δm−1 |Jνw|21,m
} 1

2
.

Wegen der Sätze III.2.5 und III.2.6 ist

(1− δm−1) |[I −Qm]eνm|
2
1,m + δm−1 |eνm|

2
1,m

= (1− δm−1)
∣∣[I −Qm]Jνe0

m

∣∣2
1,m

+ δm−1

∣∣Jνe0
m

∣∣2
1,m

≤
{

(1− δm−1) min
{

1, c
√

1− ρ(Jνe0
m)
}2

+ δm−1

}
ρ(Jνe0

m)2ν
∣∣e0
m

∣∣2
1,m

und

(1− δm−1) |[I −Qm]Jνw|21,m + δm−1 |Jνw|21,m

≤
{

(1− δm−1) min
{

1, c
√

1− ρ(Jνw)
}2

+ δm−1

}
ρ(Jνw)2ν |w|21,m .

Da ∣∣e2ν+1
∣∣
1,m

= sup
w∈Xm; |w|1,m=1

B(e2ν+1, w)

ist, folgt hieraus∣∣e2ν+1
∣∣
1,m
≤
∣∣e0
∣∣
1,m

max
0≤ρ≤1

{
ρ2ν [δm−1 + (1− δm−1) min {1, c(1− ρ)}]

}
.

Also ist

δm ≤ max
0≤ρ≤1

{
ρ2ν [δm−1 + (1− δm−1) min {1, c(1− ρ)}]

}
.

Da auf dem gröbsten Gitter exakt gelöst wird, gilt

δ0 = 0 ≤ c

c+ 2ν
.
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Wir nehmen nun an, die Behauptung sei für m−1 gezeigt. Man überlegt
sich leicht, dass die Funktion

δ 7→ max
0≤ρ≤1

{
ρ2ν [δ + (1− δ) min {1, c(1− ρ)}]

}
auf [0, 1] monoton wachsend ist. Daher folgt aus der Induktionsannah-
me

δm ≤ max
0≤ρ≤1

{
ρ2ν

[
c

c+ 2ν
+

2ν

c+ 2ν
min {1, c(1− ρ)}

]}
≤ max

0≤ρ≤1

{
ρ2ν

[
c

c+ 2ν
+

c2ν

c+ 2ν
(1− ρ)

]}
=

c

c+ 2ν
max
0≤ρ≤1

{
ρ2ν [2ν + 1− 2νρ]

}
=

c

c+ 2ν
.

Denn die Funktion ρ 7→ ρ2ν [2ν + 1 − 2νρ] ist monoton wachsend auf
[0, 1] und nimmt den Wert 1 im Punkt 1 an. �

Satz III.2.8 (Konvergenzrate des Mehrgitteralgorithmus). Sei δ̃m
die Konvergenzrate von Algorithmus III.2.1 mit ν1 = ν, ν2 = 0 auf dem
m-ten Gitter gemessen in der |·|1,m-Norm. Dann gilt mit der Konstan-
ten c aus Satz III.2.4

δ̃m ≤
[

c

c+ 2ν

] 1
2

.

Beweis. Sei M der Operator e0
m 7→ eν+1

m des Algorithmus III.2.1
mit ν1 = ν, ν2 = 0. Dann beschreibt der bzgl. des Skalarproduktes
B(·, ·) adjungierte Operator M∗ die Fehlerfortpflanzung von Algorith-
mus III.2.1 mit ν1 = 0, ν2 = ν. Insbesondere beschreibt M∗M die
Fehlerfortpflanzung von Algorithmus III.2.1 mit ν1 = ν2 = ν. Damit
folgt aus Satz III.2.7

‖M‖2
L = ‖M∗M‖L ≤

c

c+ 2ν
. �

Der Beweis von Satz III.2.7 beruht wesentlich auf den Annahmen,
dass Ω konvex ist und die Gitter uniform sind. Die Konvexität von
Ω wird in Satz III.2.4 benötigt, da dort das Dualitätsargument von
Aubin-Nitsche benutzt wird, das die H2-Regularität der Differential-
gleichung voraussetzt. Die Uniformität der Gitter wird für die inverse
Abschätzung zur Kontrolle des größten Eigenwertes der Steifigkeitsma-
trix benötigt. Diese Einschränkungen sind für die Praxis zu restriktiv.
Ebenso hat sich gezeigt, dass man mit anderen Glättern als der simplen
Jacobi Iteration in Algorithmus III.2.1 wesentlich bessere Konvergenz-
raten erzielen kann.

Die genannten Nachteile können mit einem allgemeineren, abstrak-
ten Zugang, der sog. Teilraum-Korrektur-Methode (TRK), vermieden
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werden. Wir wollen diesen Zugang und die entsprechende Konvergenz-
analyse im Folgenden kurz darstellen. Dazu betrachten wir folgende
abstrakte Situation:

• V ist ein endlich dimensionaler Hilbert-Raum mit Skalarpro-
dukt (· , ·).

• V1, . . ., VN sind Untervektorräume von V mit V =
∑N

i=1 Vi,
wobei diese Zerlegung in der Regel weder direkt noch gar or-
thogonal ist.
• Qi : V → Vi sind die orthogonalen Projektionen bzgl. (· , ·).
• L : V → V ist ein symmetrischer, positiv definiter Operator.
• Li : Vi → Vi ist die Einschränkung von L auf Vi, d.h. (Liu , v)

= (Lu , v) für alle u, v ∈ Vi.
• Ri : Vi → Vi ist eine leicht berechenbare, symmetrisch positiv

definite Approximation an L−1
i .

Im Rahmen dieser Vorlesung ist V ein Finite Element Raum, (· , ·)
ist das L2-Skalarprodukt oder ein dazu äquivalentes Skalarprodukt wie
z.B. (· , ·)T und L wird durch eine symmetrische, koerzive Bilinearform
erzeugt.
Zu lösen ist das Problem

Lu = f.

Dies geschieht mit Algorithmus III.2.2.

Algorithmus III.2.2 Teilraum-Korrektur-Methode,

Gegeben: Näherung u ∈ V .
Gesucht: Verbesserte Näherung u.

1: for i = 1, . . . , do
2: for j = 1, . . . , N do
3: u← u+RjQj (f − Lu).
4: end for
5: end for

Beispiel III.2.9 (Gauß-Seidel und Mehrgitterverfahren). (1) Sei
V = RN und Vi = span{ei}. Dann ist Algorithmus III.2.2 das Gauß-
Seidel-Verfahren.
(2) Sei V = Sk,00 (TN), Vi = Sk,00 (Ti), R0 = L−1

0 und Ri = ω−1
i I, i >

0. Dann ist Algorithmus III.2.2 der Mehrgitteralgorithmus III.2.1 mit
ν1 = 1, ν2 = 0. Durch passende Wahl der Ri kann man auch den Fall
ν1 > 1 und andere Glätter berücksichtigen.

Für die Konvergenzanalyse von Algorithmus III.2.2 setzen wir

λ = min
1≤i≤N

λmin(RiLi), Λ = max
1≤i≤N

λmax(RiLi), Ti = RiQiL.

Aus den Voraussetzungen folgt 0 < λ ≤ Λ. Durch entsprechende Ska-
lierung kann man o.E. erreichen, dass Λ < 2 ist. Wir bezeichnen mit
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|·| die zu L gehörige Energienorm, d.h.

|u| = (Lu , u)
1
2 ∀u ∈ V.

Für eine Finite Element Diskretisierung der Reaktions-Diffusionsglei-
chung ist insbesondere |·| zur H1-Norm äquivalent.

Satz III.2.10 (Konvergenzrate der Teilraum-Korrektur-Methode).
Es gebe zwei Konstanten K0 und K1 mit{

N∑
i=1

|vi|2
} 1

2

≤ K0 |v| ∀v =
N∑
i=1

vi ∈ V

und∑
1≤i,j≤N

(Lvi , wj) ≤ K1

{
N∑
i=1

|vi|2
} 1

2
{

N∑
j=1

|wj|2
} 1

2

∀vi ∈ Vi, wj ∈ Vj.

Weiter sei Λ < 2. Dann ist die Konvergenzrate von Algorithmus III.2.2
gemessen in der Norm |·| kleiner oder gleich[

1−
(

2

Λ
− 1

)(
λ

ΛK0K1

)2
] 1

2

.

Beweis. Sei u die exakte Lösung von Lu = f . Aus Algorithmus
III.2.2 ergibt sich

u− un+ j
N

= (I − Tj)
(
u− un+ j−1

N

)
und somit

u− un+1 = (I − TN) · . . . · (I − T1)(u− un).

Setze zur Abkürzung

E0 = I, Ej = (I − Tj) · . . . · (I − T1), 1 ≤ j ≤ N.

Dann müssen wir zeigen, dass für alle v ∈ V gilt

(III.2.2) |ENv| ≤

[
1−

(
2

Λ
− 1

)(
λ

ΛK0K1

)2
] 1

2

|v| .

Aus der Definition der Ej folgt sofort

−Ej + Ej−1 = TjEj−1 ∀1 ≤ j ≤ N.

Bezeichne mit Pi : V → Vi die orthogonale Projektion bzgl. des Ska-
larproduktes (L· , ·). Dann folgt

QiL = LiPi

und damit

(RiLi)
−1Ti = (RiLi)

−1RiQiL = (RiLi)
−1RiLiPi = Pi,
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d.h. (RiLi)
−1Ti ist die orthogonale Projektion von V auf Vi bzgl. (L· , ·).

Damit folgt für beliebiges v ∈ V

|Ej−1v|2 − |Ejv|2

= |TjEj−1v + Ejv|2 − |Ejv|2

= (LTjEj−1v , TjEj−1v) + 2 (LTjEj−1v , Ejv)

= (LTjEj−1v , TjEj−1v) + 2 (LTjEj−1v , (I − Tj)Ej−1v)

= (LTjEj−1v , (2I − Tj)Ej−1v)

≥ (2− Λ) (LTjEj−1v , Ej−1v) .

Summieren wir diese Ungleichung von j = 1 bis N , so erhalten wir

|v|2 − |ENv|2 =
N∑
j=1

{
|Ej−1v|2 − |Ejv|2

}
≥ (2− Λ)

N∑
j=1

(LTjEj−1v , Ej−1v) .

(III.2.3)

Schreibe v =
∑N

i=1 vi. Da (RiLi)
−1Ti die orthogonale Projektion bzgl.

(L· , ·) ist, gilt wegen der Definition von λ

|v|2 = (Lv, v) =
N∑
i=1

(Lv , vi) =
N∑
i=1

(
L(RiLi)

−1Tiv , vi
)

≤ λ−1

N∑
i=1

(LTiv , vi) .

Hieraus folgt mit der Chauchy-Schwarzschen Ungleichung und der ers-
ten Voraussetzung des Satzes

|v|2 ≤ λ−1

N∑
i=1

|Tiv| |vi| ≤ λ−1

{
N∑
i=1

|Tiv|2
} 1

2
{

N∑
i=1

|vi|2
} 1

2

≤ λ−1K0 |v|

{
N∑
i=1

|Tiv|2
} 1

2

und somit

(III.2.4) |v| ≤ λ−1K0

{
N∑
i=1

|Tiv|2
} 1

2

.
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Mit einem Teleskop-Summen-Argument ergibt sich wegen E0 = I und
der Definition von Λ

N∑
i=1

|Tiv|2 =
N∑
i=1

(LTiv , Tiv)

=
N∑
i=1

{
i−1∑
j=1

(LTiv , Ti(Ej−1 − Ej)v) + (LTiv , TiEi−1v)

}

=
N∑
i=1

{
i−1∑
j=1

(LTiv , TiTjEj−1v) + (LTiv , TiEi−1v)

}

≤ Λ
N∑
i=1

i∑
j=1

(LTiv , TjEj−1v) .

Hieraus folgt mit der zweiten Voraussetzung des Satzes

N∑
i=1

|Tiv|2 ≤ Λ
N∑
i=1

i∑
j=1

(LTiv , TjEj−1v)

≤ ΛK1

{
N∑
i=1

|Tiv|2
} 1

2
{

N∑
j=1

|TjEj−1v|2
} 1

2

und somit

N∑
i=1

|Tiv|2 ≤ Λ2K2
1

N∑
j=1

|TjEj−1v|2 .

Wegen der Definition von Λ ist

N∑
j=1

|TjEj−1v|2 =
N∑
j=1

(LTjEj−1v , TjEj−1v)

≤ Λ
N∑
j=1

(LTjEj−1v , Ej−1v) .

Insgesamt erhalten wir somit

(III.2.5)
N∑
i=1

|Tiv|2 ≤ Λ3K2
1

N∑
j=1

(LTjEj−1v , Ej−1v) .
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Aus (III.2.3), (III.2.4) und (III.2.5) folgt

|v|2 − |ENv|2 ≥ (2− Λ)
N∑
i=1

(LTjEj−1v, Ej−1v)

≥ (2− Λ)Λ−3K−2
1

N∑
i=1

|Tiv|2

≥ (2− Λ)Λ−3λ2K−2
0 K−2

1 |v|
2

und damit (III.2.2). �

Bemerkung III.2.11. (1) Aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung folgt die zweite Voraussetzung von Satz III.2.10 stets mit K1 ≤
N . Für Mehrgitterverfahren bedeutet die Abschätzung K1 ≤ N , dass
die Konvergenzrate von Algorithmus III.2.2 sich schlimmstenfalls wie
1/ ln |hN | verhält. Häufig kann man jedoch eine verschärfte Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung

(Lvi , wj) ≤ γ|i−j| |vi| |wj|

mit γ ∈ (0, 1) beweisen. Dann ist K1 ≤ 1
1−γ .

(2) Da nach Voraussetzung V =
∑N

i=1 Vi ist, ist die Abbildung

V1 × . . .× VN 3 (v1, . . . , vN) 7→
N∑
i=1

vi ∈ V

linear, stetig und surjektiv. Aus dem Satz von der offenen Abbildung
[2, §6.6] folgt daher, dass die erste Voraussetzung von Satz III.2.10
ebenfalls stets erfüllt ist. Die Schwierigkeit besteht darin, eine explizite
Abschätzung von K0, die möglichst nicht von N abhängt, zu finden.
Mit Hilfe allgemeiner Sätze der Approximationstheorie und tiefliegen-
der Charakterisierungen der Sobolev-Räume ist dies im Rahmen von
Mehrgitterverfahren für Finite Element Diskretisierungen in der Tat
möglich.

Bemerkung III.2.12 (Konvektions-Diffusionsgleichung). Bei Kon-
vektions-Diffusionsgleichungen geht die Symmetrie der Bilinearform B
und der Steifigkeitsmatrix verloren. Die Nachteile direkter Lösungs-
verfahren bleiben davon unberührt. Ebenso ändert sich die Kondition
von O

(
(minK∈T hK)−2) der Steifigkeitmatrix nicht, so dass klassische

iterative Verfahren wie das Gauß-Seidel Verfahren nach wie vor nicht
geeignet sind. Wegen der fehlenden Symmetrie kann das CG-Verfahren
nicht mehr angewandt werden. Stattdessen muss man auf das BiCG-
Stab-Verfahren und seine vorkonditionierten Varianten [14, Algorithm
IV.3.4] ausweichen. Beim Mehrgitterverfahren ist ein für unsymme-
trische Probleme geeigneter Glätter, wie z.B. die Jacobi-Iteration für
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die Normalengleichungen, zu benutzen. Die theoretischen Konvergenz-
resultate sind etwas schwächer, indem sie gitterunabhängige Konver-
genzraten nur für hinreichend viele Glättungsschritte liefern. In der
Praxis beobachtet man bei 1 bis 2 Glättungsschritten für symmetri-
sche Probleme Konvergenzraten von etwa 0.1 und für unsymmetrische
Probleme von etwa 0.4 bis 0.5.

III.3. A posteriori Fehlerabschätzungen

In §II.3 (S. 52) haben wir sog. a priori Fehlerabschätzungen ge-
zeigt, d.h., wir haben den Fehler der Finite Element Diskretisierung
abgeschätzt, ohne dazu das entsprechende diskrete Problem zu lösen.
Die Fehlerabschätzungen sind alle asymptotisch, d.h., sie sagen etwas
über die Konvergenzgeschwindigkeit des Fehlers aus, wenn die Ele-
mentgrößen gegen Null streben. Für ein gegebenes Problem und eine
gegebene Unterteilung sind sie aber unbrauchbar, da sie u.a. von Nor-
men der unbekannten Lösung der Differentialgleichung abhängen. Für
die Praxis stellt sich aber natürlich die Frage nach dem tatsächlichen
Fehler der berechneten Finite Element Lösung. Zudem will man i.a.
eine bestimmte Genauigkeit mit minimalem Aufwand, d.h. möglichst
wenigen Elementen erreichen. Diese Fragen werden durch a posterio-
ri Fehlerabschätzungen, die wir in diesem Abschnitt betrachten, und
adaptive Gitterverfeinerungstechniken, die wir im nächsten Abschnitt
behandeln, gelöst.

Wir betrachten zunächst die Reaktions-Diffusionsgleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen (II.3.1) (S. 52) und ihre Diskre-
tisierung (II.3.2) (S. 52). Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen
wir zudem an, dass die Koeffizienten A und α konstant sind. In Be-
merkung III.3.11 am Ende dieses Abschnittes gehen wir auf variable
Koeffizienten und Konvektions-Diffusionsgleichungen ein.

Zunächst müssen wir einige zusätzliche Notationen einführen. Jede
Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3) E ∈ EΩ im Innern von Ω ist die
gemeinsame Grenzfläche von genau zwei Elementen, die wir mit KE1

und KE2 bezeichnen. Jedem E ∈ EΩ ordnen wir einen Einheitsvektor
nE zu, der senkrecht auf E steht und von KE1 nach KE2 zeigt. Für jede
stückweise stetige Funktionen ϕ bezeichnen wir mit JE(ϕ) den Sprung
von ϕ über E in Richtung nE, d.h.

JE(ϕ)(x) = lim
t→0+

ϕ(x+ tnE)− lim
t→0+

ϕ(x− tnE) ∀x ∈ E.

Der Sprung JE(ϕ) hängt von der Orientierung von nE ab. Größen der
Form JE(nE · ∇ϕ) sind aber von der Orientierung von nE unabhängig.
Für E ∈ E bezeichnet hE den Durchmesser von E. Wegen der Regu-
laritätsbedingung von §II.1 (S. 35) können Größen der Form hK

hK′
und

hK
hE

mit K ∩ K ′ 6= ∅ und E ∩ K 6= ∅ nach oben und unten durch die

Konstante CT = maxK
hK
ρK

abgeschätzt werden.
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Schließlich benötigen wir verschiedene Umgebungen von Elementeck-
punkten z ∈ N , Kanten bzw. Seitenflächen E ∈ EΩ und Elementen
K ∈ T (vgl. Abbildung III.3.1):

ωK =
⋃

K∩K′∈E

K ′, ω̃K =
⋃

K∩K′ 6=∅

K ′,

ωE =
⋃

E⊂∂K′
K ′, ω̃E =

⋃
E∩K′ 6=∅

K ′,

ωz = suppλz =
⋃
z∈K′

K ′,

Dabei ist λz ∈ S1,0(T ) die nodale Basisfunktion zu z, und K ∩ K ′ ∈
E bedeutet, dass K und K ′ eine Kante bzw. Seitenfläche gemeinsam
haben.
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Abbildung III.3.1. Gebiete ωK , ω̃K , ωE, ω̃E und ωz

Im Folgenden bezeichnen u ∈ H1
0 (Ω) und uT ∈ Sk,00 (T ) die schwa-

che Lösung der Reaktions-Diffusionsgleichung (II.3.1) (S. 52) und die
Lösung des diskreten Problems (II.3.2) (S. 52). Die Abbildung

R : v 7→ `(v)−B(uT , v)

definiert ein stetiges lineares Funktional auf H1
0 (Ω), das sog. Residu-

um. Zwischen dem Fehler und dem Residuum besteht offensichtlich die
Beziehung

(III.3.1) R(v) = B(u− uT , v) ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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Während der Fehler nicht berechenbar ist, ist das Residuum für jedes
v ∈ H1

0 (Ω) berechenbar.
Wegen der Koerzivität und Stetigkeit der Bilinearform B gilt für jedes
v ∈ H1

0 (Ω)

β ‖u− uT ‖2
1 ≤ B(u− uT , u− uT ), B(u− uT , v) ≤ B ‖u− uT ‖1 ‖v‖1 .

Hieraus folgt die Äquivalenz von Fehler und Residuum

(III.3.2) β ‖u− uT ‖1 ≤ sup
v∈H1

0 (Ω)\{0}

R(v)

‖v‖1

≤ B ‖u− uT ‖1 .

Obwohl das Residuum berechenbar ist, ist seine Dualnorm supv
R(v)
‖v‖1

nicht berechenbar, da dies die Lösung eines unendlich dimensiona-
len Variationsproblems erfordern würde und damit genauso aufwändig
wäre wie die Lösung der Reaktions-Diffusionsgleichung. Alle a poste-
riori Fehlerschätzer ersetzen diese Dualnorm durch leicht berechenbare
untere und obere Schranken.

Bevor wir derartige Schranken herleiten, halten wir noch einige
wichtige strukturelle Eigenschaften des Residuums fest.
Aus (III.3.1), der Definition von B und der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung folgt für jedes v ∈ H1

0 (Ω)

(III.3.3) |R(v)| ≤ B ‖u− uT ‖1;supp v ‖v‖1;supp v .

Da Sk,00 (T ) ⊂ H1
0 (Ω) ist, haben wir die Galerkin-Orthogonalität des

Fehlers

(III.3.4) R(vT ) = B(u− uT , vT ) = 0 ∀vT ∈ Sk,00 (T ).

Schließlich wollen wir eine Darstellung des Residuums angeben, die
praktisch handhabbar ist. Sei dazu v ∈ H1

0 (Ω) beliebig. Anwenden des
Gaußschen Integralsatzes auf jedem Element K ∈ T liefert mit der
äußeren Normalen nK zu K

R(v) = `(v)−B(uT , v)

=

∫
Ω

fv −
∫

Ω

{∇uT · A∇v + αuT v}

=
∑
K∈T

{∫
K

fv −
∫
K

∇uT · A∇v −
∫
K

αuT v

}
=
∑
K∈T

{∫
K

fv +

∫
K

∇ · (A∇uT )v −
∫
∂K

nK · A∇uT v −
∫
K

αuT v

}
=
∑
K∈T

∫
K

{f +∇ · (A∇uT )− αuT } v −
∑
E∈EΩ

∫
E

JE(nE · A∇uT )v.

Dies liefert die sog. L2-Darstellung des Residuums

(III.3.5a) R(v) =
∑
K∈T

∫
K

rKv +
∑
E∈EΩ

∫
E

jEv ∀v ∈ H1
0 (Ω)
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mit

rK = f +∇ · (A∇uT )− αuT ,(III.3.5b)

jE = −JE(nE · A∇uT ).(III.3.5c)

Im folgenden sei v ∈ H1
0 (Ω) mit ‖v‖1 = 1 beliebig, aber fest. Wegen

der Galerkin Orthogonalität (III.3.4) können wir auf der rechten Seite

von (III.3.5a) ein beliebiges Element vT ∈ Sk,00 (T ) von v subtrahieren.
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung für Integrale folgt dann

(III.3.6) R(v) ≤
∑
K∈T

‖rk‖K ‖v − vT ‖K +
∑
E∈E

‖jE‖E ‖v − vT ‖E .

Als nächstes müssen wir vT ∈ Sk,00 (T ) geschickt wählen, so dass die
Normen ‖v − vT ‖K und ‖v − vT ‖E möglichst klein werden. Wegen der
Ergebnisse von §II.2 (S. 40) sind wir versucht, vT = IT v zu wählen.
Dies ist aber nicht möglich, da v nur aus H1

0 (Ω) ist und damit IT v
gar nicht definiert ist. Stattdessen konstruieren wir einen sog. Quasi-
Interpolationsoperator.

Definition III.3.1 (Quasi-Interpolationsoperator). Für jedes z ∈
N sei ϕz = 1

|ωz |

∫
ωz
ϕ der Mittelwert von ϕ auf ωz, wobei |ωz| das

d-dimensionale Lebesgue-Maß von ωz ist. Dann ist der Quasi-Interpo-
lationsoperator JT : H1

0 (Ω)→ S1,0
0 (T ) definiert durch

JT ϕ =
∑
z∈NΩ

ϕzλz.

Man beachte, dass JT ϕ für alle ϕ ∈ L1(Ω) definiert ist und dass
nur über die Elementeckpunkte im Innern von Ω summiert wird.

Wir wollen lokale Fehlerabschätzungen für JT beweisen. Dazu benö-
tigen wir die folgenden beiden Hilfsergebnisse, die von eigenständigem
Interesse sind.

Lemma III.3.2 (Poincarésche Ungleichung). Es gibt eine von CT =
maxK

hK
ρK

abhängige Konstante cP , so dass für alle Elementeckpunkte

z, alle Elemente K in ωz und alle ϕ ∈ H1(ωz) gilt

‖ϕ− ϕz‖ωz ≤ cPhK ‖ϕ‖1;ωz
.

Beweis. Aus der Poincaréschen Ungleichung, Satz I.2.21 (S. 28),
und Bemerkung I.2.22(2) (S. 28) folgt für jedes z ∈ N und jedes ϕ ∈
H1(ωz)

‖ϕ− ϕz‖ωz ≤ cz1 diam(ωz) ‖ϕ‖1;ωz
.

Falls ωz konvex ist, ist cz1 = 1
π

[13, Proposition 3.10], andernfalls hängt
cz1 von CT ab [13, Proposition 3.21]. Wegen der Regularitätsannahme
an T gibt es weiter eine Konstante cz2 mit

diam(ωz) ≤ cz2hK ∀K ⊂ ωz. �
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Lemma III.3.3 (Spurungleichung). Es gibt eine von CT = maxK
hK
ρK

abhängige Konstante ctr, so dass für alle Elemente K, alle Kanten
(d = 2) bzw. Seitenflächen (d = 3) E von K und alle ϕ ∈ H1(K) gilt

‖ϕ‖E ≤ ctr

{
h
− 1

2
K ‖ϕ‖K + h

1
2
K ‖ϕ‖1;K

}
.

Beweis. Bezeichne mit Ê die Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche

(d = 3) des Referenz-Elementes K̂ in der Hyperebene {xd = 0}. Dann

ist Ê das Referenzelement in Rd−1. Wegen des Spursatzes I.2.12 (S. 25)

gibt es eine Konstante ĉ, so dass für alle ϕ ∈ H1(K̂) gilt

‖ϕ‖Ê ≤ ĉ ‖ϕ‖1;K̂ .

Wähle die affine Transformation FK : K̂ → K so, dass Ê auf E abge-

bildet wird. Bezeichne mit FE die Restriktion von FK auf Ê und setze
ϕ̂ = ϕ ◦ FK ∈ H1(K̂). Dann folgt aus Lemma II.2.5 (S. 50)

‖ϕ‖E = |DFE|
1
2 ‖ϕ̂‖Ê ≤ ĉ |DFE|

1
2 ‖ϕ̂‖1;K̂

und

‖ϕ̂‖1;K̂ =
{
‖ϕ̂‖2

K̂ + |ϕ̂|21;K̂

} 1
2 ≤ |DFK |−

1
2

{
‖ϕ‖2

K + ‖DFK‖2
L |ϕ|

2
1;K

} 1
2
.

Wegen der Regularitätsannahme an T ist
|DFE |
|DFK |

=
|E||K̂|
|Ê||K| ≤ ch−1

K mit

einer von CT abhängigen Konstanten. Hieraus folgt die Behauptung
mit Lemma II.2.6 (S. 50). �

Satz III.3.4 (Fehlerabschätzung für den Quasi-Interpolationsope-
rator). Es gibt zwei Konstanten c1, c2 die nur von CT = maxK

hK
ρK

abhängen, so dass für alle v ∈ H1
0 (Ω), K ∈ T und E ∈ EΩ gilt

‖v − JT v‖K ≤ c1hK ‖v‖1;ω̃K
,

‖v − JT v‖E ≤ c2h
1
2
E ‖v‖1;ω̃E

.

Beweis. 1. Schritt: Sei K ∈ T ein Element, das keinen Eckpunkt
auf dem Rand Γ hat. Dann ist

∑
z∈NK λz = 1 auf K. Hieraus folgt

‖v − JT v‖K =

∥∥∥∥∥∑
z∈NK

λz(v − vz)

∥∥∥∥∥
K

≤
∑
z∈NK

‖λz(v − vz)‖K .

Wegen ‖λz‖∞;K ≤ 1 und Lemma III.3.2 ist für jedes z ∈ NK
‖λz(v − vz)‖K ≤ ‖v − vz‖K ≤ ‖v − vz‖ωz ≤ cPhK ‖v‖1;ωz

.

Damit folgt insgesamt

‖v − JT v‖K ≤
∑
z∈NK

cPhK ‖v‖1;ωz
≤ chK ‖v‖1;ω̃K

.
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2. Schritt: Betrachte nun ein Element K, das mindestens einen Eck-
punkt auf dem Rand Γ hat. Dann gilt auf K

v − JT v =
∑
z∈NK

λzv −
∑

z∈NK∩NΩ

λzvz

=
∑
z∈NK

λz(v − vz) +
∑

z∈NK\NΩ

λzvz

und somit

‖v − JT v‖K ≤
∑
z∈NK

‖λz(v − vz)‖K +
∑

z∈NK\NΩ

‖λzvz‖K .

Der erste Summand wurde bereits in Schritt 1 abgeschätzt. Sei also
z ∈ NK \NΩ ein Eckpunkt von K, der auf Γ liegt. Wegen ‖λz‖∞;K ≤ 1
ist

‖λzvz‖K ≤ |K|
1
2 |vz| .

Da z ∈ Γ ist, gibt es ein Element K ′ ∈ T und eine Kante bzw. Seiten-
fläche E ′ von K ′, so dass z ein Endpunkt von E ′ und E ′ ⊂ Γ ist. Da v
auf E ′ verschwindet, ist

|vz| = |E ′|−
1
2 ‖vz‖E′ = |E ′|−

1
2 ‖v − vz‖E′ .

Da vz konstant ist, folgt aus Lemma III.3.3

‖v − vz‖E′ ≤ ctr

{
h
− 1

2

K′ ‖v − vz‖K′ + h
1
2

K′ |v − vz|1;K′

}
= ctr

{
h
− 1

2

K′ ‖v − vz‖K′ + h
1
2

K′ |v|1;K′

}
.

Wegen der Regularität ist
|K|
|E′| ≤ chK mit einer von CT abhängigen

Konstanten. Zusammen mit Schritt 1 folgt aus diesen Abschätzungen
die Behauptung für K.
3. Schritt: Sei E ∈ E eine Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3), die
keinen Eckpunkt auf dem Rand Γ hat. Dann ist

∑
z∈NE λz = 1 auf E.

Hieraus folgt wie in Schritt 1

‖v − JT v‖E =

∥∥∥∥∥∑
z∈NE

λz(v − vz)

∥∥∥∥∥
E

≤
∑
z∈NE

‖λz(v − vz)‖E

≤
∑
z∈NE

‖v − vz‖E .

Bezeichnet KE ein Element, das E als Kante bzw. Seitenfläche hat,
folgt aus Lemmata III.3.2 und III.3.3

‖v − vz‖E ≤ ctr

{
h
− 1

2
KE
‖v − vz‖KE + h

1
2
KE
|v − vz|1;KE

}
≤ cP ctrh

1
2
KE
‖v‖1;ωz

≤ ch
1
2
E ‖v‖1;ω̃E

.
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Aus diesen Abschätzungen folgt die Behauptung für E.
4. Schritt: Betrachte abschließend eine Kante bzw. Seitenfläche E, die
einen Endpunkt auf dem Rand Γ hat. Dann ist auf E

v − JT v =
∑
z∈NE

λz(v − vz) +
∑

z∈NE\NΩ

λzvz.

Der erste Summand wird wie in Schritt 3 abgeschätzt. Der zweite Sum-
mand wird mit den gleichen Methoden wie in Schritt 2 behandelt.
Hieraus folgt dann die Behauptung für E. �

Wir greifen nun die Abschätzung (III.3.6) wieder auf. Wir setzen
vT = JT v, benutzen Satz III.3.4 und wenden die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung für endliche Summen an:

R(v) ≤ c1

∑
K∈T

hK ‖rK‖K ‖v‖1;ω̃K
+ c2

∑
E∈EΩ

h
1
2
E ‖jE‖E ‖v‖1;ω̃E

≤ c1

{∑
K∈T

h2
K ‖rK‖

2
K

} 1
2
{∑
K∈T

‖v‖2
1;ω̃K

} 1
2

+ c2

{∑
E∈EΩ

hE ‖jE‖2
E

} 1
2
{∑
E∈EΩ

‖v‖2
1;ω̃E

} 1
2

≤ c′ ‖v‖1

{∑
K∈T

h2
K ‖rK‖

2
K +

∑
E∈EΩ

hE ‖jE‖2
E

} 1
2

.

Dabei haben wir im letzten Schritt die Regularitätsbedingung an T
ausgenutzt. Hieraus und aus (III.3.3) folgt insgesamt

(III.3.7a) ‖u− uT ‖1 ≤ cη

mit

η =

{∑
K∈T

η2
K

} 1
2

,(III.3.7b)

ηK =

h2
K ‖rK‖

2
K +

1

2

∑
E⊂∂K\Γ

hE ‖jE‖2
E


1
2

(III.3.7c)

und rK , jE wie in (III.3.5b) und (III.3.5c). Der Faktor 1
2

vor der zweiten
Summe in ηK berücksichtigt, dass bei Summation über alle Elemente
jede innere Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3) doppelt gezählt
wird.

Ungleichung (III.3.7a) ist eine a posteriori Fehlerabschätzung. Die
Größen η und ηK in (III.3.7b) und (III.3.7c) können aus den gegebenen
Daten f , A, α und der berechneten numerischen Lösung uT a posterio-
ri berechnet werden. Sie heißen daher auch a posteriori Fehlerschätzer.
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Ungleichung (III.3.7a) zeigt, dass der Fehlerschätzer zuverlässig ist,
d.h., ist η ≤ ε, so ist der Fehler ebenfalls (bis auf einen Faktor) nicht
größer als ε. Die Kontrolle von η erlaubt also, eine vorgegebene Tole-
ranz zu erreichen. Um dies mit einem minimalen Aufwand zu erreichen,
reicht die obere Schranke (III.3.7) nicht aus. Wir müssen zusätzlich ga-
rantieren, dass η den Fehler nicht überschätzt und die räumliche Vertei-
lung des Fehlers auch richtig widerspiegelt. Dies nennt man Effizienz.
Sie ist gegeben, wenn es gelingt, den Fehler auch nach unten durch η
abzuschätzen.

Für den Beweis der unteren Schranken, benötigen wir sog. Blasen-
funktionen.

Definition III.3.5 (Blasenfunktionen). Für jedes Element K ∈ T
und jede Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3) E ∈ E bezeichne mit
NK und NE die Menge der Eckpunkte von K bzw. E und setze

ψK = αK
∏
z∈NK

λz, ψE = αE
∏
z∈NE

λz

mit

αK =

{
(d+ 1)d+1 falls K ein d-Simplex,(
2d
)2d

falls K ein d-Parallelepiped,

αE =


22 falls E eine Kante,

dd falls E ein (d− 1)-Simplex,(
2d−1

)2d−1

falls E ein (d− 1)-Parallelepiped,

Die folgenden beiden Lemmata geben einige Eigenschaften der Bla-
senfunktionen an.

Lemma III.3.6 (Eigenschaften der Blasenfunktionen). Für alle K ∈
T und alle E ∈ E gilt

ψK ∈ C0(K), ψE ∈ C0(ωE),

ψK ∈ Rd+1(K), ψE|K ∈ Rd(K), ∀K ⊂ ωE,

ψK ≥ 0 auf K, ψE ≥ 0 auf ωE,

ψK = 0 auf ∂K, ψE = 0 auf ∂ωE,

max
x∈K

ψK(x) = 1, max
x∈E

ψE(x) = 1.

Beweis. Die ersten vier Eigenschaften von ψK und ψE folgen aus
den Eigenschaften der nodalen Basisfunktionen λz. Die Aussagen über
den Maximalwert der Blasenfunktionen folgt aus der Beobachtung, dass
diese aus Symmetriegründen ihr Maximum im Schwerpunkt von K
bzw. E annehmen, dass dort die beteiligten Basisfunktionen λz alle
den Wert (#{z ∈ NK})−1 bzw. (#{z ∈ NE})−1 haben und dass ein
d-Simplex und ein d-Parallelepiped d+ 1 bzw. 2d Eckpunkte hat. �
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Lemma III.3.7 (Inverse Abschätzungen). Für jedes Element K ∈
T , jede Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3) E ∈ E, jedes k ∈ N,
jedes v ∈ Rk(K) und jedes σ ∈ Rk(E) gilt

c3 ‖v‖K ≤
{∫

K

ψKv
2

} 1
2

≤ ‖v‖K ,

c4h
−1
K ‖ψKv‖K ≤ |ψKv|1;K ≤ c5h

−1
K ‖ψKv‖K ,

c6 ‖σ‖E ≤
{∫

E

ψEσ
2

} 1
2

≤ ‖σ‖E ,

c7h
−1
E ‖ψEσ‖ωE ≤ |ψEσ|1;ωE

≤ c8h
−1
E ‖ψEσ‖ωE ,

‖ψEσ‖ωE ≤ c9h
1
2
E ‖σ‖E .

Die Konstanten c3, . . ., c9 hängen nur von k und CT = maxK
hK
ρK

ab.

Beweis. Die obere Schranke in der ersten Abschätzung folgt aus
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

Wie man leicht nachrechnet, definiert w 7→
{∫

K̂
ψK ◦ FKw2

} 1
2 eine

Norm auf R̂k. Da auf endlich dimensionalen Räumen alle Normen äqui-
valent sind, gibt es eine Konstante ĉ mit

ĉ ‖w‖K̂ ≤
{∫

K̂

ψK ◦ FKw2

} 1
2

∀w ∈ R̂k.

Diese Abschätzung und Lemma II.2.5 (S. 50) beweisen die untere
Schranke der ersten Abschätzung.

Da ψK ◦ FK in den Eckpunkten von K̂ verschwindet, wird durch w 7→
|ψK ◦ FKw|1;K̂ eine Norm auf R̂k definiert. Mithin gibt es zwei Kon-
stanten ĉ1 und ĉ2 mit

ĉ1 ‖ψK ◦ FKw‖K̂ ≤ |ψK ◦ FKw|1;K̂ ≤ ĉ2 ‖ψK ◦ FKw‖K̂ ∀w ∈ R̂k.

Hieraus und Lemmata II.2.5 (S. 50) und II.2.6 (S. 50) folgt die zweite
Abschätzung.
Die Abschätzungen für σ folgen mit den gleichen Argumenten wie die-
jenigen für v. �

Bezeichne mit fT irgendeine, im Folgenden feste Finite Element Ap-
proximation an f , z.B. die L2-Projektion auf die stückweise konstanten
Funktionen S0,−1(T ). Sei K ∈ T beliebig. Setze

wK = ψK(fT +∇ · (A∇uT )− αuT ).

Wegen Lemma III.3.7 ist

c2
3 ‖fT +∇ · (A∇uT )− αuT ‖2

K ≤
∫
K

wK(fT +∇ · (A∇uT )− αuT ).
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Setzen wir wK als Testfunktion v in (III.3.5a) ein und berücksichtigen,
dass wK auf ∂K und außerhalb von K verschwindet, so erhalten wir
wegen (III.3.5b), (III.3.1) und (III.3.3)∫

K

wK(fT +∇ · (A∇uT )− αuT )

=

∫
K

wKrK +

∫
K

wK(fT − f)

= B(u− uT , wK) +

∫
K

wK(fT − f)

≤ B ‖u− uT ‖1;K ‖wK‖1;K + ‖fT − f‖K ‖wK‖K .

Offensichtlich ist

‖wK‖K ≤ ‖fT +∇ · (A∇uT )− αuT ‖K .

Aus Lemma III.3.7 folgt weiter

‖wK‖1;K =
{
‖wK‖2

K + |wK |21;K

} 1
2 ≤

{
1 + c2

5h
−2
K

} 1
2 ‖wK‖K

≤ ch−1
K ‖fT +∇ · (A∇uT )− αuT ‖K .

Aus diesen Abschätzungen und der Dreiecksungleichung ergibt sich

(III.3.8) hK ‖rK‖K ≤ c
{
‖u− uT ‖1;K + hK ‖f − fT ‖K

}
.

Sei nun E ∈ EΩ eine Kante (d = 2) bzw. Seitenfläche (d = 3). Setze

wE = ψEjE.

Wegen Lemma III.3.7 ist

c2
6 ‖jE‖

2
E ≤

∫
E

wEjE.

Setzen wir wE als Testfunktion v in (III.3.5a) ein und berücksichti-
gen, dass wE auf ∂ωE und außerhalb ωE verschwindet, so folgt wegen
(III.3.1) und (III.3.3) mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung∫

E

wEjE =
∑
K⊂ωE

∫
K

rKwE −B(u− uT , wE)

≤

{ ∑
K⊂ωE

‖rK‖2
K

} 1
2

‖wE‖ωE + B ‖u− uT ‖1;ωE
‖wE‖1;ωE

Wegen Lemma III.3.7 ist

‖wE‖ωE ≤ c9h
1
2
E ‖wE‖E ≤ c9h

1
2
E ‖jE‖E

und

‖wE‖1;ωE
≤ ch−1

E ‖wE‖ωE ≤ c′h
− 1

2
E ‖jE‖E .
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Aus diesen Abschätzungen und (III.3.8) ergibt sich insgesamt

(III.3.9) h
1
2
E ‖jE‖E ≤ c

{
‖u− uT ‖1;ωE

+ hE ‖f − fT ‖ωE
}
.

Aus den Abschätzungen (III.3.8), (III.3.9) und der Definition (III.3.7c)
erhalten wir folgende lokale untere Fehlerschranke

(III.3.10) ηK ≤ c
{
‖u− uT ‖1;ωK

+ hK ‖f − fT ‖ωK
}
.

Summation über alle Dreiecke liefert zudem die globale untere Fehler-
schranke

(III.3.11) η ≤ c

‖u− uT ‖1 +

{∑
K∈T

h2
K ‖f − fT ‖

2
K

} 1
2

 .

In beiden Abschätzungen sind die f − fT -Terme Störterme, die unter
zusätzlichen Regularitätsannahmen an f von höherer Ordnung sind
und die zudem a priori allein aus der Kenntnis der Daten kontrolliert
werden können, ohne eine Differentialgleichung oder ein diskretes Pro-
blem zu lösen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Satz III.3.8 (A posteriori Fehlerabschätzung). Bezeichne mit u ∈
H1

0 (Ω) und uT ∈ Sk,00 (T ) die schwache Lösung der Reaktions-Diffu-
sionsgleichung (II.3.1) (S. 52) und ihre Finite Element Approximation
(II.3.2) (S. 52). Die Koeffizienten A und α seien konstant und fT ∈
Sk−1(T ) sei irgendeine Finite Element Approximation an f . Für jedes
Element K ∈ T definiere den Fehlerschätzer ηK durch

ηK =

h2
K ‖f +∇ · (A∇uT )− αuT ‖2

K

+
1

2

∑
E⊂∂K\Γ

hE ‖JE(nE · A∇uT )‖2
E


1
2

.

(III.3.12)

Dann gibt es drei Konstanten C1, C2 und C3, die nur von k und
CT = maxK

hK
ρK

abhängen, so dass die folgenden a posteriori Fehler-

abschätzungen gelten

‖u− uT ‖1 ≤ C1

{∑
K∈T

η2
K

} 1
2

,

ηK ≤ C2

{
‖u− uT ‖1;ωK

+ hK ‖f − fT ‖ωK
}
,{∑

K∈T

η2
K

} 1
2

≤ C3

‖u− uT ‖1 +

{∑
K∈T

h2
K ‖f − fT ‖

2
K

} 1
2

 .
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Bemerkung III.3.9 (Struktur der Abschätzungen). (1) Die Größen
rK und jE aus (III.3.5b) und (III.3.5c) heißen das Elementresiduum
und das Kantenresiduum. Das Elementresiduum ist elementweise das
Residuum der Finite Element Lösung bzgl. der starken Form der Diffe-
rentialgleichung. Diese Größe ist global nicht definiert, da die diskrete
Lösung nicht inH2(Ω) enthalten ist, wohl aber elementweise, da auf den
einzelnen Elementen die diskrete Lösung als Polynom beliebig oft diffe-
renzierbar ist. Das Kantenresiduum ist der Sprung des Spuroperators,
der beim Übergang von der starken zur schwachen Form der Differen-
tialgleichung mittels partieller Integration auftritt. Diese Struktur der
Residuen überträgt sich auf allgemeine elliptische Differentialgleichun-
gen.
(2) Die Äquivalenz (III.3.2) von Fehler und Residuum ist eine struktu-
relle Eigenschaft des Variationsproblems und völlig unabhängig von der
speziellen Diskretisierung. Dementsprechend können die Konstanten in
dieser Ungleichung nicht durch die Wahl der Diskretisierung beeinflusst
werden. Physikalisch beschreiben sie, wie empfindlich die Lösung der
Differentialgleichung auf Störungen der Daten reagiert.
(3) Die L2-Darstellung (III.3.5) des Residuums ist ebenfalls eine struk-
turelle Eigenschaft der Differentialgleichung. Sie gilt für alle Systeme
in Divergenzform.
(4) Die Galerkin-Orthogonalität ist nur eine technische Eigenschaft,
die die Herleitung der oberen Fehlerschranken wesentlich vereinfacht.
Für die SUPG-Diskretisierung (II.3.4) (S. 54) der Konvektions-Diffu-
sionsgleichung z.B. ist sie verletzt. Dennoch kann man für diese Diskre-
tisierung und Differentialgleichung Abschätzungen wie in Satz III.3.8
beweisen [13, §4.4].
(5) Die obere Schranke (III.3.7) ist global, da sie den inversen Dif-
ferentialoperator, der ein globaler Operator ist, benötigt. Die untere
Schranke (III.3.10) dagegen ist lokal, da sie nur den Differentialopera-
tor benutzt, der ein lokaler Operator ist.

Bemerkung III.3.10 (Zuverlässigkeit, Effizienz, Robustheit). Die
obere Schranke (III.3.7) beweist die Zuverlässigkeit des Fehlerschätzers;
ist der Schätzer unterhalb einer Toleranz, gilt dies auch für den Fehler.
Die untere Schranke (III.3.10) beweist die Effizienz des Fehlerschätzers;
ist der Schätzer oberhalb einer Toleranz, gilt dies auch für den Fehler.
Beide Schranken und die lokale Natur der unteren Schranke zusammen
garantieren, dass der adaptive Gitterverfeinerungs-Prozess III.4.1 eine
Näherungslösung der Differentialgleichung mit vorgegebener Toleranz
und minimalem Aufwand liefert. Das Produkt C1C3 der Konstanten
aus Satz III.3.8 ist ein Maß für die Güte des Fehlerschätzers ähnlich
zur Kondition einer Matrix. Wegen (III.3.2) ist diese Größe proportio-
nal zu β−1B. Falls die Differentialgleichung und damit β und B von
Parametern abhängen, sollte C1C3 gleichmäßig beschränkt sein bzgl.
dieser Parameter. Das ist die sog. Robustheit. Die Robustheit ist eine
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nicht triviale Bedingung. Um dies einzusehen, betrachte die Reaktions-
Diffusionsgleichung (II.3.1) (S. 52) mit A = εI, α = 1 und 0 < ε� 1.
Versieht man H1

0 (Ω) mit der üblichen Norm ‖·‖1 ist dann β ≈ ε, B ≈ 1
und C1C3 ≈ ε−1. Damit ist die a posteriori Fehlerabschätzung von
Satz III.3.8 unbrauchbar. Um diesen unerwünschten Effekt zu vermei-
den, muss man H1

0 (Ω) mit einer geeigneteren Norm versehen und Satz
III.3.4 und Lemma III.3.7 verfeinern [13, §4.3].

Bemerkung III.3.11 (Neumann Randbedingungen, variable Koef-
fizienten, Konvektions-Diffusionsgleichungen). (1) Bei Neumann Rand-
bedingungen n ·A∇u = g auf einem Teil ΓN des Randes muss man bei
der Definition (III.3.12) von ηK noch die Terme∑

E⊂∂K∩ΓN

hE ‖g − n · A∇uT ‖2
E

hinzufügen [13, §1.4].
(2) Bei variablen Koeffizienten A und α muss man wegen Lemma III.3.7
beim Beweis der unteren Schranken A und α durch diskrete Approxi-
mationen AT und αT ersetzen. Dies führt in den unteren Schranken
von Satz III.3.8 zu zusätzlichen Termen der Form

hK ‖− div((A− AT )∇uT + (α− αT )uT ‖K
[13, Theorem 4.19].
(3) Satz III.3.8 kann auf Konvektions-Diffusionsgleichungen übertra-
gen werden unabhängig davon, ob die Standard-Diskretisierung (II.3.2)
(S. 52) oder die SUPG-Diskretisierung (II.3.4) (S. 54) verwendet wird.
Die Struktur des Fehlerschätzers bleibt erhalten. Allerdings muss man
die Skalierungsfaktoren hK und hE modifizieren, um Abschätzungen
zu erhalten, die robust sind bzgl. der relativen Größe der Diffusion,
Konvektion und Reaktion zueinander [13, §4.4].

Bemerkung III.3.12 (Andere Fehlerschätzer). Es gibt einen gan-
zen Zoo von Fehlerschätzern [13, §§1.5-1.12], die alle zu dem hier be-
trachteten in dem Sinne äquivalent sind, dass die verschiedenen Schät-
zer bis auf multiplikative Faktoren nach oben und unten gegeneinan-
der abgeschätzt werden können. So kann man z.B. bei Verwendung von
S1,0

0 (T ) auf die Elementresiduen verzichten [13, §1.6] oder den element-
weise konstanten Gradienten ∇uT mitteln und den Fehler der Finite
Element Lösung uT durch die Differenz der Mittelung zum ursprüngli-
chen Gradienten abschätzen [13, §1.9].

III.4. Adaptivität

Wir wenden uns nun dem Problem der adaptiven Gitterverfeinerung
basierend auf einer posteriori Fehlerabschätzung zu und betrachten da-
zu Algorithmus III.4.1.

Die praktische Durchführung von Algorithmus III.4.1 erfordert in
den Schritten 11 und 12 zwei Komponenten:
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Algorithmus III.4.1 Adaptive Gitterverfeinerung

Gegeben: Daten der Differentialgleichung, Toleranz ε.
Gesucht: Näherungslösung mit gegebener Toleranz ε.

1: Bestimme eine grobe Unterteilung T0 von Ω.
2: for k = 0, 1, . . . do
3: Löse das diskrete Problem zur Unterteilung Tk.
4: for K ∈ Tk do
5: Berechne einen a posteriori Fehlerschätzer ηK .
6: end for
7: η ← max

K∈Tk
ηK

8: if η ≤ ε then
9: stop . Toleranz erreicht

10: end if
11: Bestimme aus (ηK)K eine Menge T̃k von zu verfeinernden Ele-

menten.
12: Bestimme aus T̃k eine zulässige Verfeinerung Tk+1 von Tk.
13: end for

• einen Algorithmus, der die zu unterteilenden Elemente be-
stimmt, und
• eine Vorschrift wie Elemente unterteilt werden.

Wir wenden uns zunächst dem ersten Problem zu. Man könnte ver-
suchen, den geschätzten Fehler η über alle Unterteilungen T mit einer
gegebenen Elementzahl zu minimieren. Dies ist jedoch ein hochgra-
dig nichtlineares, extrem aufwändiges Optimierungsproblem. Einfache
heuristische Argumente zeigen andererseits, dass bei einer optimalen
Unterteilung alle Elemente etwa den gleichen Beitrag zu η liefern. Dies
legt es nahe, Elemente, die einen zu großen Beitrag ηK liefern, zu un-
terteilen, und führt auf die Algorithmen III.4.2 und III.4.3.

Algorithmus III.4.2 Maximum Strategie

Gegeben: Unterteilung T , Fehlerschätzer (ηK)K∈T , Parameter θ ∈
(0, 1).

Gesucht: Teilmenge T̃ markierter Elemente, die verfeinert werden sol-
len.

1: T̃ ← ∅
2: η ← maxK∈T ηK
3: for K ∈ T do
4: if ηK ≥ θη then

5: T̃ ← T̃ ∪ {K}
6: end if
7: end for



III.4. ADAPTIVITÄT 93

Algorithmus III.4.3 Ausgleichsstrategie; Dörfler Strategie

Gegeben: Unterteilung T , Fehlerschätzer (ηK)K∈T , Parameter θ ∈
(0, 1).

Gesucht: Teilmenge T̃ markierter Elemente, die verfeinert werden sol-
len.

1: T̃ ← ∅, Σ← 0, Θ←
∑

K∈T η
2
K

2: while Σ < θΘ do
3: η ← maxK∈T \T̃ ηK

4: for K ∈ T \ T̃ do
5: if ηK = η then

6: T̃ ← T̃ ∪ {K}, Σ← Σ + η2
K

7: end if
8: end for
9: end while

Am Ende von Algorithmus III.4.3 ist∑
K∈T̃

η2
K ≥ θ

∑
K∈T

η2
K .

Beide Markierungsstrategien liefern vergleichbare Ergebnisse. Die Ma-
ximum Strategie ist offensichtlich billiger als die Ausgleichsstrategie.
Bei der Maximum Strategie führt ein großer Wert von θ zu einer klei-

nen Menge T̃ , d.h., nur wenige Elemente werden für die Verfeinerung

markiert; ein kleiner Wert von θ dagegen liefert eine große Menge T̃ ,
d.h., nahezu alle Elemente werden markiert. Bei der Ausgleichsstra-
tegie ist der Effekt umgekehrt: ein kleiner Wert von θ führt zu einer

kleinen Menge T̃ , ein großer Wert von θ liefert eine große Menge T̃ .
Bei beiden Strategien hat sich die Wahl θ ≈ 0.5 bewährt.

Die Algorithmen III.4.2 und III.4.3 können auch ggf. durch eine
Vergröberungsstrategie ergänzt werden. Dies ist für zeitabhängige Pro-
bleme wichtig.

Als nächstes beschreiben wir, wie Elemente verfeinert werden und
wie die Zulässigkeit der verfeinerten Unterteilung gesichert wird. Dabei
müssen wir beachten, dass alle Unterteilungen die Regularitätsbedin-
gung erfüllen sollen, d.h., die Elementswinkel sollen nicht zu klein oder
zu groß werden. Dazu führen wir folgende Sprechweise ein (vgl. Abbil-
dung III.4.1 und III.4.2):

• Ein Dreieck wird rot unterteilt, wenn seine Kantelmittelpunkte
miteinander verbunden werden.
• Ein Dreieck wird blau unterteilt, wenn der Mittelpunkt der

längsten Kante mit dem gegenüberliegenden Eckpunkt und
dem Mittelpunkt einer weiteren Kante verbunden wird.
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• Ein Dreieck wird grün unterteilt, wenn der Mittelpunkt der
längsten Kante mit dem gegenüberliegenden Eckpunkt ver-
bunden wird.
• Ein Dreieck hat einen (oder mehrere) hängenden Knoten, wenn
K nicht unterteilt wurde, aber eines (oder mehrere) der an-
grenzenden Dreiecke unterteilt wurde.

Dabei bedeutet
”
angrenzend“, dass die betreffenden Dreiecke eine Kan-

te gemeinsam haben.
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Abbildung III.4.1. Rote, grüne und blaue Untertei-
lung eines Dreieckes
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Abbildung III.4.2. Beispiel für einen hängenden Kno-
ten •

Eine rote Unterteilung erzeugt offensichtlich ähnliche Dreiecke und
verändert somit die Winkel nicht. Die Vorgabe, primär die längste Kan-
te zu unterteilen, sichert bei der grünen und blauen Unterteilung, dass
der kleinste Winkel nicht verkleinert wird. Offensichtlich ist eine Un-
terteilung genau dann zulässig, wenn kein Dreieck hängende Knoten
hat.
In Schritt (4) von Algorithmus III.4.1 werden nun markierte Elemente
rot unterteilt. Nicht markierte Elemente K werden gemäß folgender
Regeln behandelt:

• Hat K drei hängende Knoten, unterteile K rot.
• Hat K zwei hängende Knoten, von denen keiner auf der längs-

ten Kante liegt, unterteile K rot.
• HatK zwei hängende Knoten, von denen einer auf der längsten

Kante liegt, unterteile K blau.
• Hat K einen hängenden Knoten, unterteile K blau, wenn der

hängende Knoten nicht auf der längsten Kante liegt, sonst
unterteile K grün.

Man kann zeigen, dass diese Regeln in endlich vielen Schritten eine
verfeinerte Unterteilung erzeugen, die den oben diskutierten Vorgaben
genügt.
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Die bisherigen Ergebnisse können direkt auf Unterteilungen in Par-
allelogramme übertragen werden. Dabei können (und müssen bei loka-
ler Unterteilung) Dreiecke und Parallelogramme gemischt werden. Bei
der Unterteilung der Parallelogramme muss man offensichtlich neben
der roten Unterteilung in vier neue ähnliche Parallelogramme zusätz-
liche Unterteilungen für Elemente mit 1, 2 und 3 hängenden Knoten
vorsehen. Diese Regeln sind in Abbildung III.4.3 veranschaulicht.
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Abbildung III.4.3. Rote, grüne und blaue Untertei-
lung eines Parallelogramms

Eine interessante Alternative zu der beschriebenen roten Untertei-
lung ist die Bisektion markierter Kanten. Diese erfordert keine Zusatz-
regeln für die Behandlung hängender Knoten und erleichert nötigenfalls
die Vergröberung einer Unterteilung. Die Bisektion markierter Kanten
erfolgt auf Basis folgender Regeln (vgl. Abbildung III.4.4):

• Die gröbste Unterteilung T0 wird so konstruiert, dass die längs-
te Kante eines jeden Elementes entweder eine Randkante oder
die längste Kante des angrenzenden Elementes ist.
• Die längsten Kanten der Elemente in T0 werden markiert.
• Ein Element wird unterteilt, indem der Mittelpunkt seiner

markierten Kante mit dem gegenüberliegenden Eckpunkt ver-
bunden wird.
• Wird ein Element durch Bisektion unterteilt, werden seine

nicht unterteilten Kanten die markierten Kanten der beiden
neuen Dreiecke.
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Abbildung III.4.4. Sukzessive Bisektion markierter
Kanten; markierte Kanten sind durch • gekennzeichnet
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Wir wollen nun zeigen, dass Algorithmus III.4.1 konvergiert, wenn
in Schritt (4) die Ausgleichsstrategie für die Markierung gewählt wird.
Zur Vereinfachung der Darstellung betrachten wir die zweidimensiona-
le Poissongleichung mit Dirichletrandbedingungen, d.h. (II.3.1) (S. 52)
mit A = I, α = 0 und Ω ⊂ R2, lineare Dreieckselemente, d.h. (II.3.2)
(S. 52) mit k = 1 und T aus Dreiecken bestehend, und den residuel-
len Fehlerschätzer ηK aus Satz III.3.8 (S. 89). Die Ergebnisse können
mit einigem technischen Mehraufwand auf allgemeinere Differential-
gleichungen, Diskretisierungen und Fehlerschätzer übertragen werden
[13, §4.13].

In einem ersten Schritt nehmen wir an, dass die rechte Seite f stück-
weise konstant ist, so dass die Terme ‖f − fT ‖ verschwinden. Diese
Einschränkung werden wir dann in einem zweiten Schritt überwinden.

Betrachte eine Unterteilung T1 von Ω und eine Verfeinerung T2 von
T1, d.h., jedes Element in T1 ist die Vereinigung von Elementen in T2.
Die zugehörigen Finite Element Räume S1,0

0 (T1) und S1,0
0 (T2) sind dann

geschachtelt, d.h.

(III.4.1) S1,0
0 (T1) ⊂ S1,0

0 (T2).

Bezeichne mit u die schwache Lösung der Poissongleichung und mit
u1 und u2 die zugehörigen Finite Element Lösungen. Aus Beziehung
(III.4.1) und der Galerkin-Orthogonalität (III.3.4) (S. 81) folgt

(III.4.2) ‖∇(u− u2)‖2 = ‖∇(u− u1)‖2 − ‖∇(u1 − u2)‖2 .

Da f stückweise konstant ist, folgt aus Satz III.3.8

(III.4.3) ‖∇(u− u1)‖2 ≤ C2
1

∑
K∈T1

η2
K .

Wir wählen nun einen Parameter θ ∈ (0, 1) und bestimmen mit Algo-

rithmus III.4.3 eine Teilmenge T̃1 von T1, so dass

(III.4.4)
∑
K∈T̃1

η2
K ≥ θ

∑
K∈T1

η2
K

ist. Aus den Abschätzungen (III.4.3) und (III.4.4) ergibt sich dann

(III.4.5) ‖∇(u− u1)‖2 ≤ C2
1

θ

∑
K∈T̃1

η2
K .

Wir nehmen nun zusätzlich an, dass die verfeinerte Unterteilung T2

folgende Bedingungen erfüllt:

• Der Mittelpunkt jeder Kante in T̃1 ist ein Elementeckpunkt
von T2.
• Zu jedem Element in T̃1 gibt es einen Punkt in seinem Inneren,

der ein Elementeckpunkt von T2 ist.
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Diese Bedingungen können z.B. durch zwei Schritte der roten Unter-
teilung oder durch drei Schritte der Bisektion markierter Kanten der

Elemente in T̃1 erfüllt werden.
Wegen dieser Annahmen können wir für jedes Element K und jede

Kante E in T̃1 die Blasenfunktionen ψK und ψE durch die nodalen Ba-
sisfunktionen von S1,0

0 (T2) ersetzen, die dem inneren Elementeckpunkt
in K und dem Mittelpunkt von E entsprechen. Man überzeugt sich
leicht, dass Lemma III.3.7 (S. 87) auch für diese Funktionen gilt. Da-
her bleibt der obige Beweis der unteren Fehlerschranke gültig. Da f
stückweise konstant ist, erhalten wir somit die Abschätzung

(III.4.6)
∑
K∈T̃1

η2
K ≤ C2

2 ‖∇(u2 − u1)‖2 .

Aus den Abschätzungen (III.4.5) und (III.4.6) folgt

−‖∇(u2 − u1)‖2 ≤ − 1

C2
2

∑
K∈T̃1

η2
K ≤ −

θ

C2
2C

2
1

‖∇(u− u1)‖2 .

Setzen wir dies in Ungleichung (III.4.2) ein, erhalten wir schließlich

‖∇(u− u2)‖2 ≤
(

1− θ

C2
2C

2
1

)
‖∇(u− u1)‖2 .

Dies beweist die Konvergenz von Algorithmus III.4.1, sofern die rechte
Seite f auf der gröbsten Unterteilung T0 stückweise konstant ist. Jede
Iteration von Algorithmus III.4.1 reduziert dann den Fehler der Finite

Element Approximation um den Faktor
√

1− θ
C2

2C
2
1
, der nur von dem

Parameter θ und dem Formparameter CT = maxK
hK
ρK

(d.h. kleinste

Winkel) von T0 abhängt.
Nun wollen wir die Annahme einer stückweise konstanten rechten

Seite f überwinden. Betrachte dazu eine beliebige Funktion f ∈ L2(Ω),
eine beliebige Unterteilung T und die L2-Projektion fT von f auf
S0,−1(T ). Bezeichne mit u die schwache Lösung der Poissongleichung
mit rechter Seite f , mit ũ die schwache Lösung der Poissongleichung
mit rechter Seite fT , mit uT die Lösung des diskreten Problems mit
rechter Seite f , und mit ũT die Lösung des diskreten Problems mit
rechter Seite fT . Da uT die beste Approximation an u in S1,0

0 (T ) bzgl.
der Norm |·|1 = ‖∇·‖ ist, folgt

‖∇(u− uT )‖ ≤ ‖∇(u− ũT )‖

Weiter folgt aus der Dreiecksungleichung

‖∇(u− ũT )‖ ≤ ‖∇(u− ũ)‖+ ‖∇(ũ− ũT )‖ .

Der Term ‖∇(ũ− ũT )‖ kann mit obigen Techniken für stückweise kon-
stante rechte Seiten behandelt werden. Daher müssen wir nur noch den
Term ‖∇(u− ũ)‖ kontrollieren.
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Um dies zu erreichen, beachten wir, dass

‖∇(u− ũ)‖ = sup
w∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
∇(u− ũ) · ∇w
‖∇w‖

ist. Da u und ũ die Poissongleichung zu den rechten Seiten f und fT
lösen, gilt für jedes w ∈ H1

0 (Ω)∫
Ω

∇(u− ũ) · ∇w =

∫
Ω

(f − fT )w.

Da aber fT die L2-Projektion von f auf den Raum der stückweise
konstanten Funktionen ist, gilt∫

Ω

(f − fT )w =

∫
Ω

(f − fT )(w − wT )

=
∑
K∈T

∫
K

(f − fK)(w − wK),

wobei wT die L2-Projektion von w auf S0,−1(T ) ist und fK und wK
die Mittelwerte von f und w auf K bezeichnen. Aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung folgt somit∫

Ω

∇(u− ũ) · ∇w ≤
∑
K∈T

∥∥f − fK∥∥K ‖w − wK‖K .
Da jedes Element K konvex ist, folgt aus der Poincaréschen Unglei-
chung, Satz I.2.21 (S. 28), und Bemerkung I.2.22(2) (S. 28) für jedes
Element

‖w − wK‖K ≤
hK
π
‖∇w‖K .

Mit Hilfe einer gewichteten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten
wir somit die Abschätzung

‖∇(u− ũ)‖ ≤ 1

π

{∑
K∈T

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K

} 1
2

.

Also müssen wir für allgemeine Daten f die rechte Seite dieser Ab-
schätzung, die häufig als Datenoszillation bezeichnet wird, kontrollie-
ren. Dies kann mit folgender Abwandlung von Algorithmus III.4.1 ge-
schehen.

Wir betrachten wieder eine Unterteilung T1 und eine Verfeinerung
T2 von T1. Dann wenden wir Algorithmus III.4.3 auf T1 mit η2

K ersetzt

durch h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
an und bestimmen so eine Teilmenge T̃1 von T1

mit ∑
K∈T̃1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
≥ θ

∑
K∈T1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2
.
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Wir nehmen nun an, dass T2 folgende Bedingung erfüllt: Jedes Element

K in T̃1 ist die Vereinigung von Elementen in T2, derart dass jedes die-
ser Elemente höchstens den Durchmesser 1

2
hK hat.

Diese Bedingung kann wieder durch zwei Schritte der roten Untertei-
lung oder drei Schritte der Bisektion markierter Kanten erfüllt werden.

Wir spalten nun T2 so in zwei disjunkte Teilmengen T2,R and T2,U

auf, dass
⋃
K∈T2,R K ⊃

⋃
K∈T̃1 K ist. Dann gilt∑

K∈T2,U

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
≤

∑
K∈T1\T̃1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K

=
∑
K∈T1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
−
∑
K∈T̃1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K

und ∑
K∈T2,R

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
≤ 1

4

∑
K∈T̃1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
.

Hieraus folgt∑
K∈T2

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
=
∑

K∈T2,R

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
+
∑

K∈T2,U

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K

≤
∑
K∈T1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
− 3

4

∑
K∈T̃1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K

≤
(

1− 3θ

4

) ∑
K∈T1

h2
K

∥∥f − fK∥∥2

K
.

Algorithmus III.4.1 mit hK
∥∥f − fK∥∥K an Stelle von ηK reduziert dann

mit jeder Iteration die Größe ‖∇(u− ũ)‖ mindestens um den Faktor√
1− 3θ

4
. Für jede Toleranz ε erhalten wir daher nach endlich vie-

len Schritten eine Unterteilung T0 mit ‖∇(u− ũ)‖ ≤ ε
2
. Diese bildet

dann den Ausgangspunkt für den adaptiven Algorithmus für stückwei-
se konstante rechte Seiten f . So erhalten wir dann nach einer weite-
ren endlichen Zahl von Schritten eine verfeinerte Unterteilung T1 with
‖∇(ũ− u1)‖ ≤ ε

2
und ‖∇(u− u1)‖ ≤ ε.

Zum Abschluss geben wir zwei Beispiele, die die Vorteile der ad-
aptiven Gitterverfeinerung basierend auf a posteriori Fehlerschätzern
illustrieren.

Beispiel III.4.1 (Einspringende Ecke). Wir betrachten wie in Bei-
spiel III.2.2 (S. 65) die Poissongleichung mit inhomogenen Dirichlet-
Randbedingungen in dem L-förmigen Gebiet (−1, 1)2 \ [(0, 1)× (−1, 1)]

mit exakter Lösung u = r
2
3 sin

(
2
3
ϕ
)
. Als gröbstes Gitter verwenden wir

eine Unterteilung mit 6 gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit
Hypotenusen in Richtung (1,−1). Wir lösen die Differentialgleichung
näherungsweise einmal mit einer uniformen Verfeinerung und einmal
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mit einer adaptiven Verfeinerung gemäß Algorithmus III.4.1 und der
Maximum Strategie III.4.2 basierend auf dem Fehlerschätzer aus Satz
III.3.8 (S. 89) und der Bisektion markierter Kanten. Dabei wird die
uniforme Verfeinerung so lange durchgeführt, bis die Speicherkapazität
erschöpft ist. Der adaptive Algorithmus wird so lange durchgeführt, bis
er eine Näherungslösung liefert, die etwa die gleiche Genauigkeit hat
wie die Finite Element Lösung auf dem feinsten uniformen Gitter. In
Tabelle III.4.1 geben wir jeweils die Zahl L der Gitter, die Zahl NT der
Elemente, die Zahl NV der Eckpunkte, die Zahl NN der Unbekannten
auf dem feinsten Gitter und den relativen Fehler ε gemessen in der
H1-Norm in Prozent auf dem feinsten Gitter. Abbildung III.4.5 zeigt
das feinste bei der adaptiven Verfeinerung erzeugte Gitter.

Tabelle III.4.1. Vergleich uniformer und adaptiver
Verfeinerung für das Problem aus Beispiel III.4.1

uniform adaptiv
L 12 17
NT 12288 784
NV 6273 499
NN 6017 365
ε(%) 0.13 0.2
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mesh of level 17 with 784 elements and 499 nodes

Abbildung III.4.5. Feinstes adaptives Dreiecksgitter
für das Problem aus Beispiel III.4.1

Beispiel III.4.2 (Innere Grenzschicht). Wir betrachten die Reak-
tions-Diffusionsgleichung mit inhomogenen Diricht-Randbedingungen
auf dem Quadrat (−1, 1)2. Die Randfunktion uD, die rechte Seite f
und der Reaktionsterm α sind so gewählt, dass die exakte Lösung ge-
geben ist durch u = tanh

(
100

(
x2 + y2 − 1

4

))
− 1. Die exakte Lösung
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hat eine scharfe innere Grenzschicht entlang des Randes des Kreises um
Null mit Radius 1

2
. Als gröbstes Gitter verwenden wir eine Untertei-

lung mit 8 gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Hypotenusen
in Richtung (1,−1). Ansonsten gehen wir wie in Beispiel III.4.1 vor.
Die Ergebnisse sind in Tabelle III.4.2 wiedergegeben. Abbildung III.4.6
zeigt das feinste bei der adaptiven Verfeinerung erzeugte Gitter.

Tabelle III.4.2. Vergleich uniformer und adaptiver
Verfeinerung für das Problem aus Beispiel III.4.2

uniform adaptiv
L 11 11
NT 8192 1000
NV 4225 701
NN 3969 493
ε(%) 2.13 2.05

- 1.0

- 0.8

- 0.6

- 0.4

- 0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

- 1.0 - 0.8 - 0.6 - 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

mesh of level 11 with 1000 elements and 701 nodes

Abbildung III.4.6. Feinstes adaptives Dreiecksgitter
für das Problem aus Beispiel III.4.2

III.5. Implementierung

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Implementierung der
Methoden der letzten Paragraphen und die dafür benötigten Daten-
strukturen ein. Um die Notationen und den technischen Aufwand ge-
ring zu halten, beschränken wir uns auf zweidimensionale Probleme
und lineare Dreiecks- und bilineare affine Viereckselemente.

Die Klasse node realisiert das Konzept eines Knotens, d.h. eines
Elementeckpunktes. Sie hat folgende Mitglieder:
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• c: Dies ist ein zweidimensionales Feld vom Typ double und
speichert die euklidischen Koordinaten des betreffenden Kno-
tens.
• t: Diese Größe vom Typ integer beschreibt den Typ des Kno-

tens. Es ist

t =



0 falls der Knoten im Innern des

Gebietes liegt,

k k > 0, falls der Knoten auf dem

k-ten Dirichletrand liegt,

−k k > 0, falls der Knoten auf dem

k-ten Neumannrand liegt.

• d: Diese Größe vom Typ integer gibt die Nummer des Frei-
heitsgrades des betreffenden Knotens an. Sie ist gleich −1, falls
der Knoten kein Freiheitsgrad ist.

Das Attribut d berücksichtigt, dass nicht jeder Knoten ein Freiheits-
grad ist, z.B. weil er auf einem Dirichletrand liegt. Für die Effizienz der
Lösungsalgorithmen ist es aber wichtig, Freiheitsgrade fortlaufend zu
nummerieren, damit z.B. Vektoradditionen und Skalarprodukte durch
einfache Schleifen realisiert werden können. Durch das Attribut d wird
eine einfache Verbindung zwischen der Menge der Knoten und der Teil-
menge der Freiheitsgrade hergestellt.

Die Klasse element realisiert das Konzept eines Elementes. Sie hat
folgende Mitglieder:

• nv: Diese Größe vom Typ integer gibt die Zahl der Element-
eckpunkte an und legt damit den Elementtyp, d.h. Dreieck
oder Viereck, fest.
• v: Dies ist ein Feld der Länge 4 vom Typ integer. Es gibt

die globalen Nummern der Elementeckpunkte an. Lokal, d.h.
innerhalb des Elementes, werden die Eckpunkte fortlaufend
beginnend mit 0 im mathematisch positiven Sinn durchnum-
meriert. Falls das Element ein Dreieck ist, ist v[3] = −1.
• e: Dies ist ein Feld der Länge 4 vom Typ integer. Es be-

schreibt die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Elemen-
ten. Es gilt

e[i] =



j falls die i-te Kante des Elementes an

das Element mit der Nummer j grenzt,

−1 falls die i-te Kante des Elementes Teil ei-

nes geraden Randstückes des Gebietes ist,

−k − 2 k > 0, falls die i-te Kante des Elementes

Teil des k-ten gekrümmten Randstückes

des Gebietes ist.
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Dabei werden die Kanten so nummeriert, dass die Kante mit
Nummer i die Eckpunkte i + 1 und i + 2 als Endpunkte hat
(vgl. Abbildungen III.5.1 und III.5.2), wobei Ausdrücke der
Form i+ 1, i+ 2 usw. immer modulo der Größe nv zu nehmen
sind.
• p: Diese Größe vom Typ integer gibt die Nummer des Eltern-

elementes des betreffenden Elementes an.
• t: Diese Größe vom Typ integer beschreibt den Verfeine-

rungstyp des Elementes. Es ist (vgl. Abbildungen III.5.1 und
III.5.2)

t =



0 falls das Element nicht unterteilt wird,

5 falls das Element rot unterteilt wird,

i+ 1 falls die i-te Kante unterteilt wird,

i+ 1 + 5j falls die Kanten i und i+ j, j > 0,

unterteilt werden,

i+ 35 falls die Kanten i, i+ 1 und i+ 2

unterteilt werden,

• c: Diese Größe vom Typ integer gibt die Nummer des ersten
Kindes des Elementes an. Die weiteren Kinder werden wie in
Abbildungen III.5.1 und III.5.2 angegeben fortlaufend num-
meriert.
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Abbildung III.5.1. Nummerierung der Eckpunkte und
Kanten eines Dreieckes und seiner Nachfahren. Die Zah-
len i, . . ., i+2 sind modulo 3 zu nehmen. Fehlende Num-
mern von Eckpunkten innerhalb eines Elementes sind
durch fortlaufende Nummerierung im mathematisch po-
sitiven Sinn zu ergänzen. Ein Elementeintrag +(k) be-
deutet, dass das Element die Nummer j+k erhält, wenn
j der Wert des Attributes c des Elternelementes ist.
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Abbildung III.5.2. Nummerierung der Eckpunkte und
Kanten eines Viereckes und seiner Nachfahren. Die Zah-
len i, . . ., i+3 sind modulo 4 zu nehmen. Fehlende Num-
mern von Eckpunkten innerhalb eines Elementes sind
durch fortlaufende Nummerierung im mathematisch po-
sitiven Sinn zu ergänzen. Ein Elementeintrag +(k) be-
deutet, dass das Element die Nummer j+k erhält, wenn
j der Wert des Attributes c des Elternelementes ist.

Auf den ersten Blick mag es ungewöhnlich erscheinen, die Informa-
tionen über Knoten und Elemente in verschiedenen Klassen zu halten.
Dieser Ansatz bietet aber einige Vorteile:
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• Er reduziert den Speicherbedarf. Die Koordinaten eines Kno-
tens müssen so nur einmal gespeichert werden. Wenn Knoten
und Elemente in einer gemeinsamen Klasse gehalten werden,
müssen die Knotenkoordinaten etwa 4 bis 6 mal gespeichert
werden.
• Die Elemente repräsentieren die Topologie des Gitters, die un-

abhängig ist von der aktuellen Positionierung der Knoten. Die-
se ändert sich z.B. nicht, wenn Knoten verschoben werden.
Daher ist es bei dem bestehenden Ansatz wesentlich einfacher,
sogenannte Gitterglättungsalgorithmen (mesh smoothing al-
gorithms), die nur die Position der Knoten nicht aber die Git-
tertopologie beeinflussen, zu implementieren.

Bei der Gitterverfeinerung sind die Knoten komplett hierarchisch,
d.h., ein Knoten der Unterteilung Ti ist auch Knoten jeder Untertei-
lung Tj mit j > i. Daher können alle Knoten in einem Feld vom Typ
node konsekutiv gespeichert werden. Ein Knoten wird zu dem Feld
hinzugefügt, sobald er bei einer Elementunterteilung erzeugt wird.

Da die Gitter i.a. nur teilweise verfeinert werden, sind die Elemen-
te nicht komplett hierarchisch. Daher wird die Information über alle
Elemente aller Unterteilungen gespeichert. Dies geschieht mittels eines
Feldes vom Typ level. Seine Länge ist die maximal mögliche Zahl von
Verfeinerungsstufen. Die Klasse level hat folgende Mitglieder:

• nn: die Zahl der Knoten des aktuellen Gitters,
• cn: die kumulative Zahl der Knoten des aktuellen und aller

gröberen Gitter,
• first: die Adresse des ersten Elementes des aktuellen Gitters,
• last: die Zahl der Elemente des aktuellen Gitters,
• nt: die Zahl der Dreiecke des aktuellen Gitters,
• nq: die Zahl der Vierecke des aktuellen Gitters,
• ne: die Zahl der Kanten des aktuellen Gitters,
• dof: die Zahl der Freiheitsgrade des aktuellen Gitter.

Alle Größen haben den Typ integer.
Bezeichnet ll das Feld vom Typ level, das die Gitterinformation

speichert, hat daher eine Schleife über alle Knoten des Gitters k die
Form

for(i = 0; i < ll[k].nn; i++){. . .}.
Eine Schleife über alle Elemente des Gitters k dagegen hat die Form

for(i = ll[[k].first; i < ll[k].last; i++){. . .}.
Für das Aufstellen des diskreten Problems muss man die Größen

bi = `(vi) und aij = B(vi, vj)

berechnen. Dabei ist vi die nodale Basisfunktion zum i-ten Knoten. Die
Berechnung geschieht elementweise. Außerdem ist zu beachten, dass
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Knoten auf dem Dirichletrand, die kein Freiheitsgrad sind, ausgeblen-
det werden. Bezeichne für ein Element K mit `K bzw. BK die Ein-
schränkung von ` bzw. B auf das Element K, d.h. die Integrale werden
nur bzgl. K genommen, und mit vertices das Feld vom Typ node

das die Knoteninformation enthält. Dann erfolgt die Berechnung der
rechten Seite und der Steifigkeitsmatrix nach folgendem Schema:

für alle Elemente K des aktuellen Gitters
für alle Knotennummern i von K

j = vertices[K.v[i]].d
bj = bj + `K(vi)
für alle Knotennummern l ≥ i von K

m = vertices[K.v[l]].d
amj = amj +BK(vl, vi)

Dabei wird `K(vi) mit einer Quadraturformel berechnet. Für ein
Dreieck und die Formel aus Beispiel III.1.1(2) (S. 62) ergibt sich z.B.

`K(vi) =
1

12
D

{
f

(
1

2
(zi + zi+1)

)
+ f

(
1

2
(zi + zi+2)

)}
.

Dabei sind z1, z2, z3 die Eckpunkte von K und

D = det(z2 − z1, z3 − z1).

Außerdem sind die Indizes i + 1 und i + 2 modulo 3 zu verstehen.
Ähnliche Formeln ergeben für Vierecke.

Ganz analog geht man bei der Berechnung der Größen BK(vl, vi)
vor. Dabei sind zusätzlich folgende Punkte zu beachten:

• Bei Dreieckselementen sind die Ableitungen der Basisfunktio-
nen stückweise konstant.
• Bei Viereckselementen ist die partielle Ableitung nach x bzw.
y einer Basisfunktion eine lineare Funktion nur der Variablen
y bzw. x.
• Die Steifigkeitsmatrix ist dünn besetzt; das Element i, j ist

höchstens dann von Null verschieden, wenn die entsprechenden
Eckpunkte auf einer gemeinsamen Elementkante liegen.

Damit ergibt sich für den Gradienten ∇Kvi der Basisfunktion vi
eingeschränkt auf das Element K die Formel

∇Kvi =
1

D

(
zi+2,1 − zi,1 − (zi+2,2 − zi,2)
zi+1,2 − zi,2 − (zi+1,1 − zi,1)

)
.

Eine analoge Formel gilt für ∇Kvl. Da die Ableitungen konstant sind
können die Integrale mit der Mittelpunktsregel aus Beispiel III.1.1(1)
(S. 62) berechnet werden.
Bei Viereckselementen geht man analog vor. Da die Ableitungen linear
sind, können sie wieder durch Differenzenquotienten und die Integrale
durch die Simpsonregel aus Beispiel III.1.1(7) (S. 62) berechnet werden.
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Die dünne Besetzung der Steifigkeitsmatrix wird durch folgende
spezielle Speichertechnik berücksichtigt:

• Es werden nur die von Null verschiedenen Matrixelemente ge-
speichert.
• Die relevanten Matrixelemente werden hintereinander in einem

Feld m vom Typ double abgelegt.
• Ein zusätzliches Feld c vom Typ integer speichert den Spal-

tenindex des entsprechenden Eintrages in m, d.h., m[i] steht
in der Spalte c[i].
• Ein zusätzliches Feld r vom Typ integer speichert den Beginn

der Zeilen, d.h., alle Einträge m[i] mit r[k] ≤ i < r[k+1] stehen
in der k-ten Zeile.
• Ein zusätzliches Feld d vom Typ integer speichert die Adres-

sen der Diagonalelemente, d.h., m[d[k]] ist das k-te Diagonal-
element akk.

Dabei ist berücksichtigt, dass die Steifigkeitsmatrix wegen des Konvek-
tionstermes i.a. nicht symmetrisch ist. Wenn man sich auf Reaktions-
Diffusionsgleichungen beschränkt, erhält man symmetrische Matrizen
und kann sich auf die Speicherung der Matrixelemente oberhalb der
Diagonalen einschließlich der Diagonalen beschränken.
Mit der beschriebenen Datenstruktur hat eine Matrix-Vektor-Multipli-
kation z.B. folgende Form:

for(i = 0; i < nn; i++)

y[i] = 0;

for(j = r[i]; j < r[i+1]; j++)

y[i] += m[j]*x[c[j]];

Dabei ist nn die Zahl der Unbekannten.





KAPITEL IV

Ergänzungen

Als Ergänzung der bisherigen Ergebnisse betrachten wir in diesem
Kapitel nicht-konforme und gemischte Finite Elemente, sowie Discon-
tinuous Galerkin und Finite Volumen Methoden. Bei ersteren ist der
Finite Element Raum nicht mehr in dem Raum, in dem das zugrunde-
liegende Variationsproblem formuliert ist, enthalten. Dies gibt mehr
Flexibilität für die Diskretisierung, führt aber auch zu zusätzlichen
Konsistenzfehlern, die sorgfältig kontrolliert werden müssen. Die ge-
mischten Finite Element Methoden sind zugeschnitten auf sog. Sattel-
punktsprobleme. Bei diesen wird ein geeignetes Funktional bzgl. eines
Anteils der gesuchten Lösung minimiert und bzgl. eines anderen Anteils
maximiert. Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Satelpunktsfor-
mulierung der Poissongleichung. Hier sind die erwähnten Lösungskom-
ponenten die Funktion u und ihr Gradient ∇u. Discontinuous Galer-
kin Methoden sind spezielle nicht-konforme Methoden. Bei ihnen ist
die diskrete Lösung komplett unstetig und verletzt in der Regel auch
eventuelle Dirichlet Randbedingungen. Die Lösbarkeit des diskreten
Problems wird durch geschickte Stabilisierungsterme erreicht, die zu-
dem so gewählt werden, dass keine Konsistenzfehler auftreten. Finite
Volumen Methoden sind auf sogenannte Systeme in Divergenzform zu-
geschnitten. Sie fallen konzeptionell zunächst völlig aus dem bisheri-
gen Rahmen, haben aber dennoch strukturelle Beziehungen zu Finite
Element Methoden. Geeignete Discontinuous Galerkin Methoden für
Systeme in Divergenzform stellen zudem einen gemeinsamen Rahmen
für Finite Element und Finite Volumen Methoden her.

IV.1. Nicht-konforme Finite Elemente

Bisher haben wir stets konforme Finite Element Methoden betrach-
tet, bei denen der diskrete RaumXT im unendlich dimensionalen Raum
X des Variationsproblems enthalten ist. Nun wollen wir sog. nicht-
konforme Methoden betrachten, bei denen diese Inklusion nicht mehr
gilt.

Zunächst betrachten wir wie in §I.1 eine abstrakte Situation. Sei
dazu (X, ‖·‖X) ein Banach-Raum, ` ∈ L(X,R) und B ∈ L2(X,R)
symmetrisch und koerziv. Zu lösen ist das Variationsproblem

(IV.1.1) B(u, v) = `(v) ∀v ∈ X.
109
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Weiter seien (XT , ‖·‖XT ) ein endlich dimensionaler Banach-Raum, `T ∈
L(XT ,R) und BT ∈ L2(XT ,R) symmetrisch und koerziv. Die Nor-
men von `T und BT sowie die Koerzivitätskonstante βT von BT seien
gleichmäßig bzgl. T nach oben bzw. für βT nach unten weg von 0 be-
schränkt. Die diskrete Approximation von (IV.1.1) lautet

(IV.1.2) BT (uT , vT ) = `T (vT ) ∀vT ∈ XT .
Wegen Satz I.1.1 (S. 15) haben (IV.1.1) und (IV.1.2) jeweils eine ein-
deutige Lösung u bzw. uT . Man beachte, dass hierfür die gleichmäßige
Beschränktheit von ‖`T ‖L, ‖BT ‖L2 und βT nicht benötigt wird. Da
wir an der nicht-konformen Situation interessiert sind, ist XT 6⊂ X.
Allerdings setzen wir voraus, dass BT , `T und ‖·‖XT auch für Elemen-
te von X einen Sinn machen und für solche Elemente mit B, ` bzw.
‖·‖X übereinstimmen. Der folgende Satz ist unter diesen Annahmen
das nicht-konforme Analogon zum Céa-Lemma, Satz I.1.2 (S. 17). Sein
Beweis ist analog zu dem von Satz II.3.4 (S. 55).

Satz IV.1.1 (Zweites Strang-Lemma). Unter den obigen Voraus-
setzungen gilt die Fehlerabschätzung

‖u− uT ‖XT ≤
(

1 +
BT
βT

)
inf

vT ∈XT
‖u− vT ‖XT

+
1

βT
sup

wT ∈XT ; ‖wT ‖XT =1

|BT (u,wT )− `T (wT )| .

Dabei ist BT = ‖BT ‖L2 und βT die Koerzivitätskonstante von BT .

Beweis. Sei vT ∈ XT beliebig und wT = uT − vT . Aus der Koer-
zivität von BT folgt dann

βT ‖wT ‖2
XT
≤ BT (wT , wT ) = BT (uT − vT , wT )

= BT (u− vT , wT ) +BT (uT , wT )−BT (u,wT )

= BT (u− vT , wT ) + `T (wT )−BT (u,wT )

≤ BT ‖u− vT ‖XT ‖wT ‖XT + |`T (wT )−BT (u,wT )| .
Hieraus folgt die Behauptung mit der Dreiecksungleichung

‖u− uT ‖XT ≤ ‖u− vT ‖XT + ‖wT ‖XT . �

Der folgende Satz ist die nicht-konforme Variante des Dualitätsar-
gumentes von Aubin-Nitsche, Satz I.1.5 (S. 18).

Satz IV.1.2 (Satz von Aubin-Nitsche für nicht-konforme Diskreti-
sierungen). Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz
IV.1.1. Zusätzlich sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (· , ·)H
und Norm ‖·‖H , so dass X ↪→ H dicht und XT ⊂ H ist. Für jedes
ϕ ∈ H seien uϕ ∈ X die eindeutige Lösung von

B(v, uϕ) = (ϕ , v)H ∀v ∈ X
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und uϕ,T ∈ XT die eindeutige Lösung von

BT (vT , uϕ,T ) = (ϕ , vT )H ∀vT ∈ XT .
Dann gilt die Fehlerabschätzung

‖u− uT ‖H ≤ sup
ϕ∈H; ‖ϕ‖H=1

{
BT ‖u− uT ‖XT ‖uϕ − uϕ,T ‖XT

+ |BT (u− uT , uϕ)− (ϕ , u− uT )H |

+ |BT (u, uϕ − uϕ,T )− `T (uϕ − uϕ,T )|
}
.

Beweis. Da X ↪→ H dicht und XT ⊂ H ist, ist

(IV.1.3) ‖u− uT ‖H = sup
ϕ∈H; ‖ϕ‖H=1

(ϕ , u− uT )H .

Sei nun ϕ ∈ H mit ‖ϕ‖H = 1 beliebig. Dann folgt

(ϕ , u− uT )H
= B(u, uϕ)−BT (uT , uϕ,T ) = BT (u, uϕ)−BT (uT , uϕ,T )

= BT (u− uT , uϕ − uϕ,T ) +BT (uT , uϕ − uϕ,T ) +BT (u− uT , uϕ,T ).

Wegen

BT (u, uϕ) = (ϕ , u)H und BT (uT , uϕ,T ) = (ϕ , uT )H

folgt für den zweiten und dritten Summanden dieser Gleichung

BT (uT , uϕ − uϕ,T )

= BT (uT , uϕ)−BT (u, uϕ) +BT (u, uϕ)−BT (uT , uϕ,T )

= −BT (u− uT , uϕ) + (ϕ , u− uT )H

und

BT (u− uT , uϕ,T )

= BT (u, uϕ,T )−BT (u, uϕ) +BT (u, uϕ)︸ ︷︷ ︸
=`(uϕ)

−BT (uT , uϕ,T )︸ ︷︷ ︸
=`T (uϕ,T )

= −BT (u, uϕ − uϕ,T ) + `T (uϕ − uϕ,T ).

Also ist

(ϕ , u− uT )H = BT (u− uT , uϕ − uϕ,T )

− {BT (u− uT , uϕ)− (ϕ , u− uT )H}
− {BT (u, uϕ − uϕ,T )− `T (uϕ − uϕ,T )}.

Hieraus und aus (IV.1.3) folgt die Behauptung. �

Wir wenden diese abstrakten Ergebnisse auf ein einfaches, aber
typisches Modellproblem an: die Crouzeix-Raviart Diskretisierung der
zwei-dimensionalen Poissongleichung mit homogenen Dirichlet Rand-
bedingungen. Dabei ist Ω ⊂ R2 ein beschränktes, zusammenhängendes
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Gebiet mit stückweise geradem Rand Γ, X = H1
0 (Ω), H = L2(Ω),

`(v) =
∫

Ω
fv und B(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v.

Wie in §II.3 (S. 52) bezeichnet T = {Ki : 1 ≤ i ≤ mT } eine
zulässige und reguläre Unterteilung von Ω in Dreiecke. Wir bezeichnen
die Dreieckskanten in T mit E und die inneren Kanten mit EΩ. Für
E ∈ E ist mE der Kantenmittelpunkt. Da jede Ebene durch drei nicht
ko-lineare Punkte eindeutig bestimmt ist, ist für jedes K ∈ T jedes
lineare Polynom p ∈ P1 eindeutig bestimmt durch seine Werte in den
Kantenmittelpunkten von K. Daher ist folgende Definition sinnvoll

XT = CR(T ) =
{
ϕ ∈ L2(Ω) : ϕ|K ∈ P1 ∀K ∈ T ,

ϕ ist stetig in mE,∀E ∈ EΩ,

ϕ(mE) = 0 ∀E ∈ E \ EΩ} .
CR(T ) heißt der Finite Element Raum von Crouzeix-Raviart.

Jedes uT ∈ CR(T ) ist eindeutig bestimmt durch seine Werte in
den Kantenmittelpunkten mE, E ∈ EΩ. Bezeichnen z0, z1, z2 die Eck-
punkte von K und λ0, λ1, λ2 die zugehörigen nodalen Basisfunktio-
nen in S1,0(T ) aus §II.3 (S. 52), so folgt mit einer leichten Rechnung
uT |K =

∑2
i=0 uT (mi)wi, wobei mi der Mittelpunkt der i-ten Kante

von K und wi = λi+1 + λi+2 − λi ist. Dabei liegt wie in §III.5 (S. 101)
die i-te Kante vereinbarungsgemäß dem i-ten Eckpunkt gegenüber und
Knotennummern werden modulo 3 genommen.

Die Funktionen in CR(T ) sind nicht stetig und verschwinden nicht
identisch auf Γ. Daher ist XT 6⊂ X. Es ist aber XT ⊂ H = L2(Ω).
Außerdem ist offensichtlich S1,0

0 (T ) ⊂ CR(T ). Die Norm ‖·‖XT , die
Linearform `T und die Bilinearform BT werden definiert durch

‖uT ‖XT =

{∑
K∈T

|uT |21;K

} 1
2

,

`T (uT ) =
∑
K∈T

∫
K

fuT ,

BT (uT , vT ) =
∑
K∈T

∫
K

∇uT · ∇vT .

Offensichtlich sind die Voraussetzungen der Sätze IV.1.1 und IV.1.2
erfüllt. Insbesondere ist BT = βT = 1.

Satz IV.1.3 (Abschätzung des Konsistenzfehlers). Sei u ∈ H1
0 (Ω)∩

H2(Ω) die Lösung von (IV.1.1) und

Lu(w) = BT (u,w)− `T (w) ∀w ∈ H1
0 (Ω)⊕ CR(T ).

Dann gilt für alle w ∈ H1
0 (Ω) ⊕ CR(T ) mit einer nur von CT =

maxK
hK
ρK

abhängigen Konstanten

|Lu(w)| ≤ chT ‖u‖2 ‖w‖XT .
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Beweis. Sei w ∈ H1
0 (Ω) ⊕ CR(T ) beliebig. Durch elementweise

partielle Integration folgt mit den gleichen Notationen wie in §III.3
(S. 79)

Lu(w) =
∑
K∈T

∫
K

∇u · ∇w −
∑
K∈T

∫
K

fw

=
∑
K∈T

∫
K

∇u · ∇w +
∑
K∈T

∫
K

∆uw

=
∑
K∈T

∫
∂K

(nK · ∇u)w

=
∑
E∈EΩ

∫
E

JE((nE · ∇u)w) +
∑

E∈E\EΩ

∫
E

(n · ∇u)w.

Da u ∈ H2(Ω) ist, gilt für jede innere Kante E ∈ EΩ∫
E

JE(nE · ∇u) = 0.

Ist dagegen E ∈ E \ EΩ eine Randkante, so ist entweder w = 0 auf E,
falls w ∈ X ist, oder ∫

E

w = hEw(mE) = 0,

falls w ∈ CR(T ) ist. Definieren wir daher für jede Kante E ∈ E den
Mittelwert von w auf E durch

wE = h−1
E

∫
E

w,

so folgt

Lu(w) =
∑
E∈EΩ

∫
E

JE((nE · ∇u)(w−wE)) +
∑

E∈E\EΩ

∫
E

(n · ∇u)(w−wE).

Bezeichne mit IT : X ∩ H2(Ω) → S1,0
0 (T ) ⊂ CR(T ) den nodalen

Interpolationsoperator aus §II.3 (S. 52). Da für jede Kante E∫
E

(w − wE) = 0

und (nE · ∇(IT u))|E konstant ist, folgt

Lu(w) =
∑
E∈EΩ

∫
E

JE((nE · ∇(u− IT u))(w − wE))

+
∑

E∈E\EΩ

∫
E

(n · ∇(u− IT u))(w − wE).
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Wegen |n| = |nE| = 1 folgt hieraus mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

|Lu(w)| ≤ 2
∑
E∈E

‖∇(u− IT u)‖E ‖w − wE‖E .

Betrachte nun eine beliebige Kante E ∈ E und ein Dreieck K ∈ T ,

das E als Kante hat. Bezeichne mit Ê die horizontale Kathete des
Referenz-Dreieckes K̂ und mit FK : K̂ → K eine affine Transformation
von K̂ auf K, die Ê auf E abbildet. Setze ŵ = w ◦ FK . Aus dem
Transformationssatz folgt

wE = h−1
E

∫
E

w =

∫
Ê

ŵ und daher

∫
Ê

(ŵ − wE) = 0.

Wie im Beweis der Poincaréschen Ungleichung, Satz I.2.21 (S. 28),
folgt, dass es eine Konstante ĉ gibt mit ‖ϕ‖K̂ ≤ ĉ |ϕ|1;K̂ für alle ϕ ∈
H1(K̂) mit

∫
Ê
ϕ = 0. Hieraus folgt mit dem Spursatz, Satz I.2.12

(S. 25), und Lemmata II.2.5 (S. 50) und II.2.6 (S. 50)

‖w − wE‖E = h
1
2
E ‖ŵ − wE‖Ê

≤ h
1
2
Ec
{
‖ŵ − wE‖2

K̂ + |ŵ − wE|21;K̂

} 1
2

≤ h
1
2
Ec(1 + ĉ 2)

1
2 |ŵ − wE|1;K̂

= h
1
2
Ec(1 + ĉ 2)

1
2 |ŵ|1;K̂

≤ c′h
1
2
E |w|1;K .

Mit den gleichen Argumenten folgt aus dem Spursatz I.2.12 (S. 25),
Satz II.2.2 (S. 42) und Satz II.2.7 (S. 51) durch Transformation auf das
Referenzelement mit û = u ◦ FK

‖∇(u− IT u)‖E = h
− 1

2
E ‖∇(û− π̂û)‖Ê

≤ ch
− 1

2
E ‖û− π̂û‖2;K̂

= ch
− 1

2
E

{
‖û− π̂û‖2

K̂ + |û− π̂û|21;K̂ + |û|22;K̂

} 1
2

≤ c′h
− 1

2
E |û|2;K̂

≤ c′′h
1
2
E |u|2;K .

Aus diesen Abschätzungen und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
für Summen folgt

|Lu(u)| ≤ c
∑
E∈E

hE |w|1;K |u|2;K ≤ c′h ‖w‖XT |u|2 . �

Nach diesen Vorbereitungen können wir eine Fehlerabschätzung für
die Crouzeix-Raviart Diskretisierung beweisen.
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Satz IV.1.4 (A priori Fehlerabschätzung). Seien Ω konvex, u ∈
H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω) die schwache Lösung der Poissongleichung und uT ∈
CR(T ) die Lösung der Crouzeix-Raviart Diskretisierung. Dann gelten
die Fehlerabschätzungen

‖u− uT ‖XT ≤ c1hT |u|2 , ‖u− uT ‖ ≤ c2h
2
T |u|2 .

Die Konstanten c1, c2 hängen von Ω und CT = maxK
hK
ρK

ab.

Beweis. Da S1,0
0 (T ) ⊂ CR(T ) ist, folgt aus Satz II.2.7 (S. 51)

inf
vT ∈CR(T )

‖u− vT ‖XT ≤ inf
wT ∈S1,0

0 (T )
‖u− wT ‖XT = inf

wT ∈S1,0
0 (T )

|u− wT |1

≤ |u− IT u|1
≤ chT |u|2 .

Damit folgt die erste Fehlerabschätzung aus den Sätzen IV.1.1 und
IV.1.3.
Satz IV.1.3 mit w = u− uT liefert andererseits

|BT (u− uT , uϕ)− (ϕ , u− uT )| ≤ chT |uϕ|2 ‖u− uT ‖XT
≤ c′hT ‖ϕ‖ ‖u− uT ‖XT .

Satz IV.1.3 mit w = uϕ− uϕ,T und der erste Teil des Beweises ergeben
weiter

|BT (u, uϕ − uϕ,T )− `T (uϕ − uϕ,T )| ≤ chT ‖uϕ − uϕ,T ‖XT |u|2
≤ c′h2

T |uϕ|2 |u|2
≤ c′′h2

T ‖ϕ‖ |u|2 .
Damit folgt die zweite Fehlerabschätzung des Satzes aus der ersten
Abschätzung und Satz IV.1.2. �

Bemerkung IV.1.5. (1) Sei J(u) = 1
2
BT (u, u) − `T (u). Wegen

S1,0
0 (T ) ⊂ X ist

inf
u∈X

J(u) ≤ inf
uT ∈S1,0

0 (T )
J(uT ).

Wegen S1,0
0 (T ) ⊂ CR(T ) ist ebenso

inf
uT ∈CR(T )

J(uT ) ≤ inf
uT ∈S1,0

0 (T )
J(uT ).

Daher ist das Minimum von J bei nicht-konformen Methoden kleiner
als bei konformen Methoden und häufig dichter am kontinuierlichen
Minimum.
(2) Satz IV.1.4 benötigt im Gegensatz zu Satz II.3.1 (S. 53) nicht nur
die H2-Regularität der aktuellen Lösung u sondern die H2-Regularität
für jede rechte Seite in L2(Ω). Daher muss Ω als konvex vorausge-
setzt werden. Diese zusätzliche Einschränkung ist nicht Beweistechnik.
Nicht-konforme Methoden reagieren häufig empfindlicher als konforme
Methoden auf mangelnde H2-Regularität z.B. aufgrund einspringender
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Ecken.
(3) Konstruktionsgemäß gilt Lu(w) = 0 für alle w ∈ H1

0 (Ω). Dies gilt
aber nicht für L2-Funktionen, da Lu auf L2(Ω) nicht stetig fortsetzbar
ist.
(4) Aus der Eulerschen Polyederformel ]T − ]E + ]N = 1 und der
Identität 3]T = 2]E − ]EΓ folgt ]T ≈ 2]N und ]E ≈ 3]N . Daher ist
dimCR(T ) ≈ 3 dimS1,0

0 (T ).

IV.2. Discontinuous Galerkin Methoden

In diesem Abschnitt betrachten wir wie im vorigen die Poissonglei-
chung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen. Im abstrakten Rah-
men von §IV.1 ist wieder Ω ⊂ R2 ein beschränktes, zusammenhängen-
des Gebiet mit stückweise geradem Rand Γ, X = H1

0 (Ω), H = L2(Ω),
`(v) =

∫
Ω
fv und B(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v.

Wir wollen jetzt für das diskrete Problem (IV.1.2) (S. 110) den
diskreten Raum XT und die diskreten Bilinear- und Linearformen BT
und `T so konstruieren, dass folgende Wünsche erfüllt sind:

• Unstetigkeit: Die Ansatz- und Testfunktionen sind komplett
unstetig und müssen die Dirichlet Randbedingung nicht erfül-
len, d.h. Sk,−1(T ) ⊂ XT ⊂ L2(Ω),
• Konsistenz: Für die schwache Lösung u der Poissongleichung

und jede Funktion v ∈ L2(Ω), die elementweise in H1(K) ist,
gilt BT (u, v) = `T (v).
• Symmetrie: BT ist symmetrisch.
• Beschränktheit: Die Bilinearform BT ist stetig und die Norm
BT von BT ist bezüglich T und eventueller weiterer Parameter
der Diskretisierung gleichmäßig nach oben beschränkt.
• Koerzivität: Die Bilinearform BT ist koerziv und die entspre-

chende Größe βT ist bezüglich T und eventueller weiterer Pa-
rameter der Diskretisierung gleichmäßig positiv.

Bevor wir BT und `T konstruieren, erinnern wir an den Sprung
JE(·) über eine innere Kante E in Richtung eines Einheitsnormalen-
vektors nE. Das Vorzeichen von JE(·) hängt von der Orientierung von
nE ab. Dies ist aber für die folgenden Argumente unerheblich. Zusätz-
lich definieren wir für eine innere Kante E den Mittelwert AE(·) durch

AE(ϕ)(x) =
1

2

(
lim
t→0+

ϕ(x+ tnE) + lim
t→0+

ϕ(x− tnE)

)
∀x ∈ E.

Dann gilt für alle inneren Kanten und alle Funktionen ϕ, ψ

JE(ϕψ) = JE(ϕ)AE(ψ) + AE(ϕ)JE(ψ).

Für Randkanten E ⊂ Γ setzen wir zudem

JE(ϕ)(x) = AE(ϕ)(x) = lim
t→0+

ϕ(x− tnE) ∀x ∈ E,

wobei jetzt nE die äußere Normale zu Γ ist.
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Im Folgenden nehmen wir an, dass die rechte Seite f in L2(Ω) und
die schwache Lösung u der Poissongleichung in H2(Ω) ist. Wegen der
Dirichlet Randbedingung gilt dann für jede Kante JE(u) = 0. Außer-
dem ist ∇u ∈ H(div; Ω), so dass für jede innere Kante JE(nE ·∇u) = 0
ist.

Seien nun v und w beliebige Funktionen in L2(Ω), die für jedes
Element K in H1(K) sind. Wir multiplizieren die Poissongleichung auf
einem beliebigen Element K mit w, integrieren über K und integrieren
die Ableitungsterme partiell. Dies liefert mit der äußeren Normalen nK
zu ∂K ∫

K

fw =

∫
K

(−∆u)w =

∫
K

∇u · ∇w −
∫
∂K

nK · ∇uw

Summation über alle Elemente K ergibt∑
K∈T

∫
K

fw =
∑
K∈T

∫
K

∇u · ∇w

−
∑
E∈EΩ

∫
E

JE(nE · ∇uw)−
∑
E∈EΓ

∫
E

nE · ∇uw.

Für jede innere Kante ist wegen JE(nE · ∇u) = 0∫
E

JE(nE · ∇uw) =

∫
E

JE(nE · ∇u)AE(w) +

∫
E

AE(nE · ∇u)JE(w)

=

∫
E

AE(nE · ∇u)JE(w),

und für jede Randkante ist wegen der Definition von Sprung und Mit-
telwert ∫

E

nE · ∇uw =

∫
E

AE(nE · ∇u)JE(w).

Insgesamt erhalten wir somit∑
K∈T

∫
K

fw =
∑
K∈T

∫
K

∇u · ∇w −
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · ∇u)JE(w).

Daher sind

w 7→
∑
K∈T

∫
K

fw,

v, w 7→
∑
K∈T

∫
K

∇v · ∇w −
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · ∇v)JE(w)

Kandidaten für `T und BT , die die Konsistenzbedingung erfüllen. Of-
fensichtlich ist dieser Kandidat für BT aber nicht symmetrisch. Die
Symmetrie erhalten wir, indem wir −

∑
E∈E

∫
E
AE(nE · ∇w)JE(v) zu

unserem Kandidaten hinzufügen. Wegen JE(u) = 0 für alle Kanten
zerstört dies nicht die Konsistenz.
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Als nächstes untersuchen wir die Beschränktheit dieses Kandidaten
für BT , da dies die Wahl von ‖·‖XT beeinflusst. Dazu setzen wir von

nun an voraus, dass v und w in Sk,−1(T ) sind und überlegen uns mit
einem Skalierungsargument (d.h. Transformation auf das Referenzele-
ment, Äquivalenz von Normen auf endlich dimensionalen Räumen dort
und Rücktransformation), dass es eine Konstante ctr gibt, die nur von
dem Polynomgrad k und dem Formparameter CT abhängt, so dass für
alle Elemente K, alle Kanten E von K und alle Polynome ϕ ∈ Rk(K)
gilt

‖ϕ‖E ≤ ctrh
− 1

2
E ‖ϕ‖K .

Dann erhalten wir mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung∣∣∣∣∣∑
K∈T

∫
K

∇v · ∇w −
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · ∇v)JE(w)

−
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · ∇w)JE(v)

∣∣∣∣∣
≤
∑
K∈T

|v|1;K |w|1;K +
∑
E∈E

ctrh
− 1

2
E |v|1;K ‖JE(w)‖E

+
∑
E∈E

ctrh
− 1

2
E |w|1;K ‖JE(v)‖E

≤ ctr

{∑
K∈T

|v|21;K +
∑
E∈E

h−1
E ‖JE(v)‖2

E

} 1
2

·

·

{∑
K∈T

|w|21;K +
∑
E∈E

h−1
E ‖JE(w)‖2

E

} 1
2

.

Also ist unser Kandidat für BT bezüglich

‖v‖XT =

{∑
K∈T

|v|21;K +
∑
E∈E

h−1
E ‖JE(v)‖2

E

} 1
2

gleichmäßig beschränkt.
Bevor wir uns der Koerzivität zuwenden, müssen wir noch nach-

prüfen, dass ‖·‖XT tatsächlich eine Norm ist. Die Homogenität und die
Dreiecksungleichung sind klar. Wir müssen nur nachprüfen, dass aus
‖v‖XT = 0 auch v = 0 folgt. Aus ‖v‖XT = 0 folgt |v|1;K = 0 für jedes

Element K. Also ist v elementweise konstant. Aus ‖v‖XT = 0 folgt
‖JE(v)‖E = 0 für jede innere Kante E. Also ist v global konstant. Da
aber ‖v‖XT mindestens einen Beitrag ‖JE(v)‖E = ‖v‖E einer Rand-
kante enthält, folgt wie gewünscht v = 0.
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Setzen wir in unseren Kandidaten für BT zweimal das gleiche Ar-
gument v ∈ Sk,−1(T ) ein, erhalten wir mit obiger Spurungleichung∑

K∈T

|v|21;K − 2
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · v)JE(v)

≥
∑
K∈T

|v|21;K − 2
∑
K∈T

∑
E∈EK

ctr |v|1;K h
− 1

2
E ‖JE(v)‖E

≥ 1

2

∑
K∈T

|v|21;K − 4c2
tr

∑
E∈E

h−1
E ‖JE(v)‖2

E .

Dies zeigt, dass wir Koerzivität erhalten, wenn wir zu unserem Kandi-
daten für BT noch die Terme δ

∑
E∈E h

−1
E

∫
E
JE(v)JE(w) mit δ > 4c2

tr

hinzufügen. Solange δ ≈ 4c2
tr ist, bleibt die Beschränktheit bestehen.

Die Symmetrie wird offensichtlich auch nicht zerstört. Da JE(u) = 0
ist für jede Kante E, bleibt auch die Konsistenz erhalten.

Diese Überlegungen führen auf die folgenden Daten für die discon-
tinuous Galerkin Methode:

XT = Sk,−1(T ),

‖v‖XT =

{∑
K∈T

|v|21;K +
∑
E∈E

h−1
E ‖JE(v)‖2

E

} 1
2

,

`T (w) =
∑
K∈T

∫
K

fw,

BT (v, w) =
∑
K∈T

∫
K

∇v · ∇w −
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · ∇v)JE(w)

−
∑
E∈E

∫
E

AE(nE · ∇w)JE(v) + δ
∑
E∈E

h−1
E

∫
E

JE(v)JE(w).

Die discontinuous Galerkin Methode passt in den abstrakten Rah-
men von §IV.1. Daher liefern die Sätze IV.1.1 (S. 110) und IV.1.2
(S. 110) Fehlerabschätzungen für ‖u− uT ‖XT und ‖u− uT ‖. Wegen
der Konsistenz fallen in diesen Sätzen die Konsistenzfehler weg. Insbe-
sondere folgt

‖u− uT ‖XT ≤
(

1 +
BT
βT

)
inf

vT ∈Sk,−1(T )
‖u− vT ‖XT .

Für k ≥ 1 ist S1,0
0 (T ) ⊂ Sk,00 (T ) ⊂ Sk,−1(T ). Da zudem ‖·‖XT auf

H1(Ω) mit |·|1 übereinstimmt, folgt für u ∈ H2(Ω)

‖u− uT ‖XT ≤ c inf
vT ∈S1,0

0 (T )
|u− vT |1 ≤ chT ‖u‖2

und für u ∈ Hk+1(Ω)

‖u− uT ‖XT ≤ c inf
vT ∈Sk,00 (T )

|u− vT |1 ≤ chkT ‖u‖k+1 .
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Damit folgt aus den Sätzen IV.1.1 und IV.1.2:

Satz IV.2.1 (A priori Fehlerabschätzung). Seien k ≥ 1, uT ∈
Sk,−1(T ) die Lösung der discontinuous Galerkin Diskretisierung und
u ∈ H1

0 (Ω)∩Hk+1(Ω) die schwache Lösung der Poissongleichung. Dann
ist

‖u− uT ‖XT ≤ c1h
k
T |u|k+1 .

Ist zusätzlich Ω konvex, gilt

‖u− uT ‖ ≤ c2h
k+1
T |u|k+1 .

Die Konstanten c1, c2 hängen von Ω, k und CT = maxK
hK
ρK

ab.

Bemerkung IV.2.2. (1) Man kann auch k = 0 für die discon-
tinuous Galerkin Diskretisierung wählen. Dann enthält BT nur die
Sprungterme δ

∑
E∈E h

−1
E

∫
E
JE(v)JE(w). Der obige Beweis der a priori

Fehlerabschätzung funktioniert dann nicht mehr, da wir nicht mehr
auf die Inklusion S1,0

0 (T ) ⊂ Sk,−1(T ) zurückgreifen können. Tech-
nisch aufwändigere, verfeinerte Methoden liefern aber noch eine Feh-

lerabschätzung der Form ‖u− uT ‖XT ≤ ch
1
2
T |u|2.

(2) Die discontinuous Galerkin Methode ist bei Problemen mit domi-
nanter Konvektion besonders beliebt, da sie besonders flexible upwind-
oder SDFEM-artige Approximationen des Konvektionstermes erlaubt
[8].
(3) Wie in Bemerkung IV.1.5(4) (S. 115) folgt dimS1,−1(T ) = 3]T ≈
6]N ≈ 6 dimS1,0

0 (T ) und dimS2,−1(T ) = 6]T ≈ 12]N ≈ 3(]N+]E) ≈
3 dimS2,0

0 (T ). Für k ≥ 3 können bei der konformen Finite Element
Methode und bei der discontinuous Galerkin Methode die inneren Frei-
heitsgrade eliminiert werden, sog. statische Kondensation, so dass der
Aufwand der discontinuous Galerkin Methode asymptotisch etwa dop-
pelt so groß ist wie derjenige der konformen Methode gleichen Poly-
nomgrads.

IV.3. Gemischte Finite Elemente

Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden und die wesentlichen
Aspekte besser herauszuarbeiten, beschränken wir uns im Folgenden
auf ein einfaches Modellbeispiel: die Poissongleichung in einem zwei-
dimensionalen, beschränkten, konvexen Polygon Ω mit homogenen Di-
richlet-Randbedingungen

−∆u = f in Ω

u = 0 auf Γ.
(IV.3.1)

Dies ist ein extrem einfaches Modell für die vertikale Auslenkung u einer
ebenen, dünnen, eingespannten Membran unter Einfluss einer vertika-
len Last f . Die bisher betrachteten Methoden liefern Approximatio-
nen der Auslenkung. Unter mechanischen Gesichtspunkten sind aber
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häufig die aus der Belastung resultierenden inneren Spannungskräfte
viel wichtiger. Im Rahmen dieses einfachen Modells ist dies der Gradi-
ent ∇u der Auslenkung. Diese Größe muss bei den bisher betrachteten
Methoden durch Differentiation aus der Auslenkung u berechnet wer-
den und wird i.a. um eine h-Potenz schlechter approximiert als die
Auslenkung. Wegen der Bedeutung dieser Größe sucht man nach Ver-
fahren, die sie direkt und genauer approximieren.

Dies leisten sog. gemischte Finite Element Methoden. Dazu führen
wir σ = ∇u als zusätzliche Variable ein. Damit geht (IV.3.1) über in
das folgende Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

σ −∇u = 0 in Ω

− div σ = f in Ω

u = 0 auf Γ.

(IV.3.2)

Multiplizieren wir die erste Gleichung von (IV.3.2) mit einem hinrei-
chend glatten Vektorfeld τ , integrieren über Ω, wenden den Gaußschen
Integralsatz an und nutzen die Randbedingungen für u aus, erhalten
wir

0 =

∫
Ω

σ · τ −
∫

Ω

τ · ∇u =

∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

u div τ −
∫

Γ

uτ · n

=

∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

u div τ.

Offensichtlich ist die zweite Gleichung von (IV.3.2) äquivalent zu

−
∫

Ω

v div σ =

∫
Ω

fv ∀v ∈ L2(Ω).

Diese Beobachtung führt auf folgende schwache Formulierung von Pro-
blem (IV.3.1): Finde [σ, u] ∈ X = M ×Q, so dass

(IV.3.3)

∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

u div τ = 0 ∀τ ∈M

−
∫

Ω

v div σ =

∫
Ω

fv ∀v ∈ Q.

Dabei ist

M = H(div,Ω) = {σ ∈ L2(Ω;R2) : div σ ∈ L2(Ω;R)},
Q = L2(Ω).

M wird versehen mit der Norm

‖σ‖H(div;Ω) =
{
‖σ‖2 + ‖div σ‖2} 1

2 .

Wie in Satz I.2.6 (S. 23) kann man zeigen, dass M mit dieser Norm ein
Banach-Raum ist.

Die Herleitung von (IV.3.3) zeigt, dass dieses Problem im üblichen
Sinne zu (IV.3.2) äquivalent ist: Jede klassische Lösung von (IV.3.2)
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löst auch (IV.3.3) und jede hinreichend glatte Lösung von (IV.3.3) ist
auch eine klassische Lösung von (IV.3.2).

Problem (IV.3.3) ist ein sogenanntes gemischtes oder Sattelpunkts-
problem. Es stellt die Euler-Lagrange Gleichungen des folgenden Opti-
mierungsproblems mit Nebenbedingungen dar:

J(σ) =
1

2

∫
Ω

σ · σ → min in Mf = {σ ∈M : − div σ = f}.

Für die Analyse von (IV.3.3) führen wir folgende Abkürzungen ein:

‖[σ, u]‖X =
{
‖σ‖2 + ‖div σ‖2 + ‖u‖2} 1

2 ,

B([σ, u], [τ, v]) =

∫
Ω

σ · τ +

∫
Ω

u div τ −
∫

Ω

v div σ,

`([τ, v]) =

∫
Ω

fv.

Dann ist (IV.3.3) offensichtlich äquivalent zu

(IV.3.4) B([σ, u], [τ, v]) = `([τ, v]) ∀[τ, v] ∈ X.

Auf den ersten Blick scheint Problem (IV.3.4) in den abstrakten Rah-
men von §I.1 (S. 15) zu passen. Aber die Bilinearform B ist nicht koer-
ziv. Dies spiegelt die Sattelpunktsstruktur von (IV.3.3) wider. Statt der
Koerzivität erfüllt B allerdings eine sog. inf-sup Bedingung.

Lemma IV.3.1 (inf-sup Bedingung). Es gibt eine Konstante β > 0,
die nur von Ω abhängt, mit

inf
[σ,u]∈X\{0}

sup
[τ,v]∈X\{0}

B([σ, u], [τ, v])

‖[σ, u]‖X ‖[τ, v]‖X
≥ β.

Beweis. Sei [σ, u] ∈ X \ {0} beliebig, aber fest. Dann gilt

B([σ, u], [σ, u]) = ‖σ‖2

und wegen div σ ∈ L2(Ω)

B([σ, u], [0,− div σ]) = ‖div σ‖2 .

Da Ω beschränkt ist, gibt es ein R > 0 mit Ω ⊂ (−R,R)2. Setze u
durch 0 auf ganz R2 fort und definiere

τu(x) = e1

∫ x1

−R
u(s, x2)ds ∀x = (x1, x2) ∈ Ω.

Dabei ist e1 der erste Einheitsvektor in R2. Offensichtlich ist τu ∈ M
und erfüllt

div τu = u, ‖τu‖ ≤ c0 ‖u‖ .
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Dabei hängt die Konstante c0 nur vom Durchmesser von Ω ab. O.E.
ist c0 ≥ 1. Hieraus folgt

B([σ, u], [τu, 0])

=

∫
Ω

σ · τu + ‖u‖2 ≥ −‖σ‖ ‖τu‖+ ‖u‖2 ≥ −‖σ‖ c0 ‖u‖+ ‖u‖2

≥ 1

2
‖u‖2 − 1

2
c2

0 ‖σ‖
2 .

Setze

ρ = c2
0σ + τu, w = c2

0u−
1

2
div σ.

Dann folgt

B([σ, u], [ρ, w])

= c2
0B([σ, u], [σ, u]) +B([σ, u], [τu, 0]) +

1

2
B([σ, u], [0,− div σ])

≥ c2
0 ‖σ‖

2 +
1

2
‖u‖2 − 1

2
c2

0 ‖σ‖
2 +

1

2
‖div σ‖2

≥ 1

2
‖[σ, u]‖2

X

und wegen ‖τu‖2 ≤ c2
0 ‖u‖

2

‖[ρ, w]‖X ≤ c2
0 ‖[σ, u]‖X + ‖[τu, 0]‖X +

1

2
‖[0,− div σ]‖X

= c2
0 ‖[σ, u]‖X +

{
‖u‖2 + ‖τu‖2} 1

2 +
1

2
‖div σ‖

≤
{
c4

0 + c2
0 + 1 +

1

4

} 1
2

‖[σ, u]‖X

≤ 2c2
0 ‖[σ, u]‖X .

Aus diesen Abschätzungen folgt die Behauptung mit β = 1
4c20

. �

Aus Lemma IV.3.1 folgt:

Satz IV.3.2 (Eindeutige Lösbarkeit des Sattelpunktproblems). Das
Problem (IV.3.3) besitzt eine eindeutige Lösung.

Beweis. Sei u ∈ H1
0 (Ω) die schwache Lösung von (IV.3.1) im Sinne

von Definition I.3.1 (S. 30). Da Ω konvex ist, folgt aus Satz I.3.6 (S. 33)
u ∈ H2(Ω). Also ist σ = ∇u ∈ H(div,Ω). Aus der Herleitung von
(IV.3.3) folgt, dass [σ, u] eine Lösung von (IV.3.3) ist. Wir müssen
also noch die Eindeutigkeit zeigen. Dazu reicht es, zu zeigen, dass das
homogene Problem, d.h. (IV.3.3) mit f = 0 bzw. (IV.3.4) mit ` = 0,
nur die triviale Lösung hat. Ist aber [σ, u] eine Lösung des homogenen
Problems (IV.3.4), so folgt aus Lemma IV.3.1

β ‖[σ, u]‖X ≤ sup
[τ,v]∈X\{0}

B([σ, u], [τ, v])

‖[τ, v]‖X
= 0.
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Also ist σ = u = 0. �

Für die Diskretisierung von (IV.3.3) betrachten wir nur das ein-
fachste Beispiel, das sog. Raviart-Thomas Element niedrigster Ord-
nung. Dazu bezeichnet T eine Familie zulässiger und regulärer Trian-
gulierungen von Ω und E die Menge der Dreieckskanten in T . Für ein
Dreieck K sei

RT (K) =

{(
p
q

)
+ r

(
x1

x2

)
: p, q, r ∈ R

}
.

Lemma IV.3.3 (Eigenschaften der Raviart-Thomas Elemente). Sei
K ein Dreieck und nK das äußere Einheitsnormalenfeld zu ∂K. Dann
gilt für jedes σ ∈ RT (K):

(1) σ · nK ist konstant auf den Kanten von K.
(2) σ ist eindeutig bestimmt durch die Werte von σ · nK auf den

Kanten von K.

Beweis. ad (1): Die Funktion x 7→ x · nK ist konstant auf den
Kanten von K.
ad (2): Wegen dimRT (K) = 3 müssen wir nur zeigen, dass 0 die
einzige Funktion σ ∈ RT (K) ist, für die σ · nK auf allen Kanten von
K verschwindet. Sei σ = ( pq ) + r ( x1

x2 ) eine solche Funktion. Dann folgt
aus dem Gaußschen Integralsatz

0 =

∫
∂K

σ · nK =

∫
K

div σ =

∫
K

2r =⇒ r = 0.

Also steht der Vektor ( pq ) senkrecht auf dem zweidimensionalen Raum,
der von den Richtungsvektoren der drei Kanten von K aufgespannt
wird. Also ist auch p = q = 0. �

Wegen Lemma IV.3.3 ist folgende Definition sinnvoll:

RT−1(T ) =
{
σ : Ω −→ R2 : σ|K ∈ RT (K)∀K ∈ T

}
,

RT (T ) = RT−1(T ) ∩H(div,Ω).

Wie im Beweis von Satz I.2.7 (S. 24) folgt, dass σ ∈ RT−1(T ) genau
dann in RT (T ) liegt, wenn σ · nK stetig ist über alle Dreieckskanten,
die in Ω liegen. Wegen Lemma IV.3.3 ist daher RT (T ) 6= {0}. Die
Freiheitsgrade der Funktionen σT ∈ RT (T ) sind genau die Werte von
σT · nK auf den Kanten in E . Insbesondere ist dimRT (T ) = #E . Wir
setzen nun

MT = RT (T ), QT = S0,−1(T ), XT = MT ×QT
und approximieren Problem (IV.3.4) durch: Finde [σT , uT ] ∈ XT , so
dass

(IV.3.5) B([σT , uT ], [τT , vT ]) = `([τT , vT ]) ∀[τT , vT ] ∈ XT
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oder in anderer Schreibweise: Finde [σT , uT ] ∈ XT , so dass

(IV.3.6)

∫
Ω

σT · τT +

∫
Ω

uT div τT = 0 ∀τT ∈MT

−
∫

Ω

vT div σT =

∫
Ω

fvT ∀vT ∈ QT .

Satz IV.3.4 (Eindeutige Lösbarkeit des diskreten Problems). (1)
Es ist divMT = QT . Zu jedem uT ∈ QT gibt es ein τuT ,T ∈MT mit

div τuT ,T = uT , ‖τuT ,T ‖ ≤ c1 ‖uT ‖ .
Die Konstante c1 hängt nur vom Durchmesser von Ω und dem Form-
parameter CT = maxK

hK
ρK

ab.

(2) Es gibt eine Konstante β > 0, die nur von der Konstanten c1 aus
Teil (1) abhängt, so dass die diskrete inf-sup Bedingung gilt

inf
[σT ,uT ]∈XT \{0}

sup
[τT ,vT ]∈XT \{0}

B([σT , uT ], [τT , vT ])

‖[σT , uT ]‖X ‖[τT , vT ]‖X
≥ β.

(3) Problem (IV.3.5) bzw. (IV.3.6) besitzt eine eindeutige Lösung.

Beweis. ad (1): Aus der Definition von RT (T ) folgt sofort divMT
⊂ QT . Sei nun uT ∈ QT beliebig und

τuT = e1

∫ x1

−R
uT (s, x2)ds ∀x = (x1, x2) ∈ Ω

wie im Beweis von Lemma IV.3.1. Wir definieren einen Operator JT :
H(div,Ω)→MT durch

(IV.3.7) (JT τ) · nK = h−1
E

∫
E

τ · nK ∀K ∈ T , E ∈ E , E ⊂ ∂K.

Dabei ist hE die Länge von E. Wegen Lemma IV.3.3 ist diese Definition
sinnvoll. Für jedes K ∈ T folgt mit dem Gaußschen Integralsatz∫

K

div(JT τuT ) =
∑
E⊂∂K

∫
E

(JT τuT ) · nK =
∑
E⊂∂K

∫
E

τuT · nK

=

∫
K

div τuT =

∫
K

uT .

Da uT und div(JT τuT ) auf K konstant sind, bedeutet dies

div(JT τuT ) = uT .

Mit dem üblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das
Referenzelement und Äquivalenz von Normen auf endlich dimensiona-
len Räumen, zeigt man, dass

‖JT τuT ‖ ≤ c2 ‖τuT ‖H(div;Ω)

ist mit einer Konstanten c2, die nur von CT abhängt. Also leistet τuT ,T
= JT τuT das Gewünschte mit c1 = c2(1 + c2

0)
1
2 und c0 wie im Beweis

von Lemma IV.3.1.
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ad (2): Wegen Teil (1) können wir den Beweis von Lemma IV.3.1 ko-
pieren. Dabei übernimmt τuT ,T aus Teil (1) die Rolle von τu aus dem
Beweis von Lemma IV.3.1.
ad (3): Wie im Beweis von Satz IV.3.2 folgt aus Teil (2), dass das
homogene Problem (IV.3.5), d.h. (IV.3.5) mit ` = 0, nur die triviale
Lösung besitzt. Da (IV.3.5) ein lineares Gleichungssystem mit der glei-
chen Anzahl von Gleichungen und Unbekannten ist, folgt hieraus die
Behauptung. �

Satz IV.3.5 (A priori Fehlerabschätzung). Sei [σ, u] ∈ X die ein-
deutige Lösung von Problem (IV.3.4) und [σT , uT ] ∈ XT die eindeu-
tige Lösung von (IV.3.5). Es sei σ ∈ H1(Ω)2, div σ ∈ H1(Ω) und
u ∈ H1(Ω). Dann gilt die Fehlerabschätzung

‖σ − σT ‖+ ‖div(σ − σT )‖+ ‖u− uT ‖
≤ chT {|σ|1 + |div σ|1 + |u|1} .

Die Konstante c hängt nur von Ω und CT = maxK
hK
ρK

ab.

Beweis. Sei [τT , vT ] ∈ XT beliebig. Mit der Dreiecksungleichung
folgt

‖[σ − σT , u− uT ]‖X ≤ ‖[σ − τT , u− vT ]‖X + ‖[τT − σT , vT − uT ]‖X .

Wegen XT ⊂ X folgt aus (IV.3.4) und (IV.3.5) die Galerkin-Orthogo-
nalität

B([σ − σT , u− uT ], [ρT , wT ]) = 0 ∀[ρT , wT ] ∈ XT .

Hieraus und aus Satz IV.3.4 (3) folgt

β ‖[τT − σT , vT − uT ]‖X

≤ sup
[ρT ,wT ]∈XT \{0}

B([τT − σT , vT − uT ], [ρT , wT ])

‖[ρT , wT ]‖X

= sup
[ρT ,wT ]∈XT \{0}

B([τT − σ, vT − u], [ρT , wT ])

‖[ρT , wT ]‖X
≤ ‖[τT − σ, vT − u]‖X .

Hierbei haben wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung für Integrale und Summen und die Definition von ‖·‖X ausge-
nutzt. Da [τT , vT ] ∈ XT beliebig war, beweisen diese Abschätzungen
das folgende Analogon zum Céa-Lemma, Satz I.1.2 (S. 17),

‖[σ − σT , u− uT ]‖X ≤
(

1 +
1

β

)
inf

[τT ,vT ]∈XT
‖[σ − τT , u− vT ]‖X .
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Bezeichne mit πT : L2(Ω) −→ QT die L2-Projektion. Dann folgt aus
obiger Abschätzung mit dem Interpolationsoperator JT aus (IV.3.7){
‖σ − σT ‖2 + ‖div(σ − σT )‖2 + ‖u− uT ‖2} 1

2

≤
(

1 +
1

β

)
‖[σ − JT σ, u− πT u]‖X

=

(
1 +

1

β

){
‖σ − JT σ‖2 + ‖div(σ − JT σ)‖2 + ‖u− πT u‖2} 1

2 .

Aus der Poincaréschen Ungleichung, Satz I.2.21 (S. 28), folgt

‖u− πT u‖ =

{∑
K∈T

‖u− πT u‖2
K

} 1
2

=

{∑
K∈T

∥∥∥∥u− 1

|K|

∫
K

u

∥∥∥∥2

K

} 1
2

≤

{∑
K∈T

c2h2
K |u|

2
1;K

} 1
2

≤ chT |u|1 .
Durch Transformation auf das Referenzdreieck folgt wie im Beweis von
Satz II.2.7 (S. 51) für jedes K ∈ T

‖σ − JT σ‖K ≤ c inf
τK∈RT (K)

‖σ − τK‖K ≤ c inf
ρK∈R2

‖σ − ρK‖K

≤ c′hK |σ|1;K .

Dabei haben wir wieder im letzten Schritt die Poincarésche Unglei-
chung, Satz I.2.21 (S. 28), ausgenutzt. Quadrieren dieser Abschätzung
und Summieren über alle Dreiecke liefert

‖σ − JT σ‖ ≤ chT |σ|1 .
Sei nun v ∈ L2(Ω) beliebig. Dann ist∫

Ω

div(σ − JT σ)v =

∫
Ω

div(σ − JT σ)(v − πT v)

+

∫
Ω

div(σ − JT σ)πT v.

Wegen (IV.3.7) erhalten wir für den zweiten Summanden∫
Ω

div(σ − JT σ)πT v =
∑
K∈T

∫
K

div(σ − JT σ)πT v

=
∑
K∈T

∫
∂K

nK · (σ − JT σ)πT v

=
∑
K∈T

∑
E⊂∂K

{∫
E

nK · σ −
∫
E

nK · (JT σ)

}
πT v

= 0.
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Für den ersten Summanden folgt aus der Cauchy-Schwarzschen und
der Poincaréschen Ungleichung∫

Ω

div(σ − JT σ)(v − πT v) ≤ ‖div(σ − JT σ)‖

{∑
K∈T

‖v − πT v‖2
K

} 1
2

≤ c ‖div(σ − JT σ)‖

{∑
K∈T

h2
K |v|

2
1;K

} 1
2

.

Wählen wir speziell v = div(σ − JT σ) und beachten, dass div JT σ
elementweise konstant ist, erhalten wir aus obiger Abschätzung

‖div(σ − JT σ)‖2 ≤ c ‖div(σ − JT σ)‖

{∑
K∈T

h2
K |div σ|21;K

} 1
2

≤ chT ‖div(σ − JT σ)‖ |div σ|1
und damit

‖div(σ − JT σ)‖ ≤ chT |div σ|1 .
Hieraus folgt die Fehlerabschätzung des Satzes. �

Bemerkung IV.3.6 (Regularitätsannahmen). Da Ω konvex ist, ist
u ∈ H2(Ω) und σ = ∇u ∈ H1(Ω). Wegen div σ = −f sind daher die
Regularitätsannahmen von Satz IV.3.5 erfüllt, wenn f ∈ H1(Ω) ist.

Das lineare Gleichungssystem (IV.3.6) hat folgende Struktur(
A BT

B 0

)(
σT
uT

)
=

(
0
−bT

)
.

Die Koeffizientenmatrix dieses LGS ist symmetrisch, aber indefinit.
Dies spiegelt die Sattelpunktsstruktur von (IV.3.3) wider. Die Matrix
A ist symmetrisch, positiv definit, und die Matrix B hat wegen Satz
IV.3.4 (1) maximalen Rang. Die Größe des LGS (IV.3.6) ist #E + #T .
Wegen der Indefinitheit kann es nicht mit einem CG-Verfahren gelöst
werden. Wir wollen nun ein äquivalentes diskretes Problem herleiten,
das auf ein kleineres, symmetrisches, positiv definites LGS führt.

Bezeichne dazu wie in §IV.1 mit EΩ die Menge aller Kanten im In-
nern von Ω. Jedem E ∈ EΩ ordnen wir wieder einen dazu orthogonalen
Einheitsvektor nE zu und bezeichnen mit JE(ϕ) den Sprung von ϕ über
E in Richtung nE. Setze

Σ =
⋃
E∈EΩ

E

und bezeichne mit

S0,−1(Σ) = {λ : Σ −→ R : λ|E ∈ R ∀E ∈ EΩ}

die stückweise konstanten Funktionen auf Σ.



IV.3. GEMISCHTE FINITE ELEMENTE 129

Lemma IV.3.7 (Weitere Eigenschaften der Raviart-Thomas Ele-
mente). (1) Es ist

RT (T ) =

{
σ ∈ RT−1(T ) :

∑
E∈EΩ

∫
E

JE(σ · nE)λ = 0 ∀λ ∈ S0,−1(Σ)

}
.

(2) Sei ϕ ∈ L(RT−1(T ),R) mit ϕ(σ) = 0 für alle σ ∈ RT (T ). Dann
gibt es genau ein λϕ ∈ S0,−1(Σ) mit

ϕ(σ) =
∑
E∈EΩ

∫
E

JE(σ · nE)λϕ ∀σ ∈ RT−1(T ).

Beweis. ad (1): Wie im Beweis von Satz I.2.7 (S. 24) folgt, dass
σ ∈ RT−1(T ) genau dann in RT (T ) liegt, wenn σ · nK stetig ist über
alle inneren Kanten, d.h., wenn JE(σ ·nE) für alle E ∈ EΩ verschwindet.
Wegen Lemma IV.3.3 (1) ist dies genau dann der Fall, wenn gilt

∑
E∈EΩ

∫
E

JE(σ · nE)λ = 0 ∀λ ∈ S0,−1(Σ).

ad (2): Sei ϕ ∈ L(RT−1(T ),R) eine lineare Abbildung, die auf RT (T )
verschwindet. Wegen des Rangsatzes gibt es ein λϕ ∈ S0,−1(Σ) mit der
gewünschten Eigenschaft. Wir müssen also nur noch die Eindeutigkeit
von λϕ zeigen. Sei dazu µ ∈ S0,−1(Σ) mit

∑
E∈EΩ

∫
E

JE(σ · nE)µ = 0 ∀σ ∈ RT−1(T ).

Dann müssen wir µ = 0 zeigen. Sei dazu E∗ ∈ EΩ beliebig und K∗ ∈ T
ein Dreieck, das E∗ als Kante hat. Wegen Lemma IV.3.3 gibt es ein
σ∗ ∈ RT−1(T ) mit

σ∗|K = 0 für alle K ∈ T \ {K∗}
σ∗ · nE = 0 für alle Kanten E von K∗ mit E 6= E∗

σ∗ · nE∗ = 1.

Damit folgt

0 =
∑
E∈EΩ

∫
E

JE(σ∗ · nE)µ =

∫
E∗

JE(σ∗ · nE∗)µ = ± |E∗| µ|E∗ .

Da E∗ beliebig war, folgt µ = 0. �
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Wir betrachten nun das folgende Problem: Finde σ̃T ∈ RT−1(T ),
ũT ∈ S0,−1(T ), µ̃T ∈ S0,−1(Σ), so dass

(IV.3.8)

∫
Ω

σ̃T · τT +

∫
Ω

ũT div τT

+
∑
E∈EΩ

∫
E

JE(τT · nE)µ̃T = 0 ∀τT ∈ RT−1(T )

−
∫

Ω

vT div σ̃T =

∫
Ω

fvT ∀vT ∈ S0,−1(T )∑
E∈EΩ

∫
E

JE(σ̃T · nE)λT = 0 ∀λT ∈ S0,−1(Σ).

Satz IV.3.8 (Äquivalenz der diskreten Probleme). Die diskreten
Probleme (IV.3.6) und (IV.3.8) sind äquivalent.

Beweis. Sei σ̃T , ũT , µ̃T eine beliebige Lösung von (IV.3.8). Aus
der dritten Gleichung von (IV.3.8) und Lemma IV.3.7 (1) folgt σ̃T ∈
RT (T ) = MT . Indem wir in der ersten Gleichung von (IV.3.8) nur
Vektorfelder τT ∈ RT (T ) als Testfunktionen betrachten, sehen wir,
dass σ̃T , ũT eine Lösung von (IV.3.6) ist.
Betrachte nun umgekehrt die Lösung σT , uT von (IV.3.6). Diese erfüllt
wegen (IV.3.6) und Lemma IV.3.7 (1) die zweite und dritte Gleichung
von (IV.3.8). Wegen (IV.3.6) verschwindet zudem die lineare Abbildung
τ 7→

∫
Ω
σT · τ +

∫
Ω
uT div τ auf RT (T ). Wegen Lemma IV.3.7 (2) gibt

es daher genau ein µT ∈ S0,−1(Σ) mit∫
Ω

σT ·τT +

∫
Ω

uT div τT +
∑
E∈EΩ

∫
E

JE(τT ·nE)µT = 0 ∀τT ∈ RT−1(T ).

Also ist σT , uT , µT eine Lösung von (IV.3.8). �

Problem (IV.3.8) ist ein LGS der FormÃ BT CT

B 0 0
C 0 0

σTuT
µT

 =

 0
−bT

0

 .

Da es die Größe #E+#T +#EΩ hat, haben wir auf den ersten Blick im
Vergleich zu (IV.3.6) nichts gewonnen. Dieser Eindruck täuscht aber.

Da die Funktionen in RT−1(T ) keine globalen Stetigkeitsbedingun-
gen erfüllen müssen, gibt es eine Basis von RT−1(T ) aus Funktionen,
deren Träger jeweils auf ein einziges Dreieck konzentriert ist. Daher

ist Ã eine blockdiagonale Matrix; die Zahl der Blöcke ist #T . Wegen
Lemma IV.3.3 (2) ist jeder Block eine 3 × 3 Matrix. Wir können da-
her die Unbekannte σT elementweise durch uT und µT ausdrücken und
erhalten

σT = −Ã−1{BTuT + CTµT }.
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Einsetzen in die Gleichung für uT liefert

−bT = BσT = −BÃ−1BTuT −BÃ−1CTµT .

Da die Funktionen uT elementweise konstant sind, ist die Matrix

BÃ−1BT diagonal. Wir können daher uT durch µT ausdrücken und
erhalten

uT = {BÃ−1BT}−1{bT −BÃ−1CTµT }.
Setzen wir dies in die Gleichung für µT ein, erhalten wir

0 = CσT

= −CÃ−1BTuT − CÃ−1CTµT

= −CÃ−1BT
{
BÃ−1BT

}−1 {
bT −BÃ−1CTµT

}
− CÃ−1CTµT

=

[
CÃ−1BT

{
BÃ−1BT

}−1

BÃ−1CT − CÃ−1CT

]
µT

− CÃ−1BT
{
BÃ−1BT

}−1

bT .

Wir können also die Unbekannten σT und uT elementweise eliminieren
und erhalten ein LGS der Form

(IV.3.9) HµT = gT

für µT . Es hat nur noch die Größe #EΩ. Die Matrix

H = CÃ−1BT
{
BÃ−1BT

}−1

BÃ−1CT − CÃ−1CT

ist offensichtlich symmetrisch. Da die Matrix des LGS (IV.3.8) we-
gen Satz IV.3.4 (3) und Satz IV.3.8 regulär ist, ist H auch regulär.
Man kann zeigen, dass H sogar positiv definit ist. Daher kann Problem
(IV.3.9) z.B. mit einem CG- oder PCG-Verfahren gelöst werden.

Die Freiheitsgrade von µT sind die Werte in den Mittelpunkten der
inneren Kanten. Gleiches gilt für die nicht-konforme Crouzeix-Raviart
Diskretisierung aus §IV.1. In der Tat sind das Problem (IV.3.9) und
die Crouzeix-Raviart Diskretisierung eng verwandt. Aufgrund dieser
Verwandschaft kann man zudem die Unbekannte µT benutzen, um eine
Approximation der Ordnung O(h2

T ) für die Verschiebung zu erhalten.

Satz IV.3.9 (Verbesserte a priori Fehlerabschätzung). Seien [σ, u]
∈ X und [σT , uT , µT ] ∈ RT−1(T )×S0,−1(T )×S0,−1(Σ) die eindeutigen
Lösungen der Probleme (IV.3.3) und (IV.3.8). Bezeichne mit CR(T )
den Raum der Crouzeix-Raviart Elemente aus §IV.1 und definiere ûT ∈
CR(T ) durch

ûT (mE) = −µT |E ∀E ∈ EΩ.

Dabei ist mE der Mittelpunkt der Kante E. Dann gilt

‖u− ûT ‖ ≤ ch2
T {|f |1 + ‖u‖2} .
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Beweis. Da die Mittelpunktsregel für lineare Funktionen exakt ist,
folgt aus der Definition von ûT∫

E

(ûT + µT ) = 0 ∀E ∈ EΩ.

Definiere analog u∗T ∈ CR(T ) durch∫
E

(u∗T − u) = 0 ∀E ∈ EΩ.

Dann ist
‖u− ûT ‖ ≤ ‖u− u∗T ‖+ ‖u∗T − ûT ‖

und gemäß §IV.1
‖u− u∗T ‖ ≤ ch2

T ‖u‖2 .

Daher müssen wir nur noch ‖u∗T − ûT ‖ passend abschätzen. Dazu be-
nötigen wir die L2-Projektion uT = πT u von u auf S0,−1(T ).
Sei τT ∈ RT−1(T ) beliebig. Da div τT ∈ S0,−1(T ) ist, folgt∫

Ω

uT div τT =

∫
Ω

u div τT .

Elementweise partielle Integration ergibt∫
Ω

u div τT =
∑
K∈T

{
−
∫
K

∇u · τT +

∫
∂K

unK · τT
}
.

Wegen σ = ∇u folgt aus diesen beiden Gleichungen∫
Ω

σ · τT +

∫
Ω

uT div τT =
∑
K∈T

∫
∂K

unK · τT

=
∑
E∈EΩ

∫
E

uJE(nE · τT )

=
∑
E∈EΩ

∫
E

u∗T JE(nE · τT ).

Da JE(nE · τT ) auf den inneren Kanten konstant ist, gilt∫
E

ûT JE(nE · τT ) = −
∫
E

µT JE(nE · τT ) ∀E ∈ EΩ.

Aus diesen beiden Beziehungen und der ersten Gleichung von (IV.3.8)
erhalten wir∑

E∈EΩ

∫
E

(ûT − u∗T )JE(nE · τT )

=
∑
E∈EΩ

{
−
∫
E

µT JE(nE · τT )−
∫
E

u∗T JE(nE · τT )

}
=

∫
Ω

(σT − σ) · τT +

∫
Ω

(uT − uT ) div τT .
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Mit dem üblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das
Referenzelement und Äquivalenz von Normen auf endlich dimensiona-
len Räumen, folgt andererseits, dass es eine Konstante c gibt, die nur
von CT abhängt, mit

‖ûT − u∗T ‖ ≤ c sup
τT ∈RT−1(T )

{∑
E∈EΩ

∫
E

(ûT − u∗T )JE(nE · τT )

}
{∑
K∈T

[
h−2
K ‖τT ‖

2
K + ‖div τT ‖2

K

]} 1
2

.

Damit folgt aus obiger Identität

‖ûT − u∗T ‖ ≤ c

{∑
K∈T

[
h2
K ‖σ − σT ‖

2
K + ‖uT − uT ‖2

K

]} 1
2

≤ c′ {hT ‖σ − σT ‖+ ‖uT − uT ‖} .

Gemäß Satz IV.3.5 und Bemerkung IV.3.6 ist

hT ‖σ − σT ‖ ≤ ch2
T {|f |1 + ‖u‖2} .

Wir müssen also noch zeigen, dass gleiches für ‖uT − uT ‖ gilt. Dazu
benutzen wir ein Dualitätsargument und bezeichnen mit z die schwache
Lösung von

∆z = uT − uT in Ω

z = 0 auf Γ

und setzen ϕ = ∇z. Mit dem Interpolationsoperator JT aus (IV.3.7)
folgt dann wegen divϕ = ∆z = uT − uT und div(JT ϕ) ∈ S0,−1(T )

‖uT − uT ‖2 =

∫
Ω

(uT − uT ) divϕ =

∫
Ω

(uT − uT ) div(JT ϕ)

=

∫
Ω

(u− uT ) div(JT ϕ)

=

∫
Ω

(σT − σ)JT ϕ.

Weiter ist∫
Ω

(σT − σ)JT ϕ =

∫
Ω

(σT − σ)(JT ϕ− ϕ) +

∫
Ω

(σT − σ)ϕ

und ∫
Ω

(σT − σ)ϕ =

∫
Ω

(σT − σ) · ∇z = −
∫

Ω

div(σT − σ)z

= −
∫

Ω

div(σT − σ)(z − πT z).
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Hieraus folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung∫
Ω

(σT − σ)JT ϕ

≤ ‖σ − σT ‖ ‖ϕ− JT ϕ‖+ ‖div(σ − σT )‖ ‖z − πT z‖
≤ chT {‖σ − σT ‖ |ϕ|1 + ‖div(σ − σT )‖ |z|1} .

Da Ω konvex ist, folgt aus dem Regularitätssatz, Satz I.3.6 (S. 33)

|z|1 + |ϕ|1 ≤ c ‖z‖2 ≤ c′ ‖uT − uT ‖ .

Aus diesen beiden Abschätzungen und Satz IV.3.5 folgt schließlich

‖uT − uT ‖ ≤ chT {‖σ − σT ‖+ ‖div(σ − σT )‖}
≤ c′h2

T {|f |1 + ‖u‖2} . �

IV.4. Finite Volumen Methoden

In diesem Abschnitt betrachten wir sogenannte Systeme in Diver-
genzform. Gegeben sind dabei ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ Rn mit
üblicherweise n = 2 oder n = 3, eine Zahl m ≥ 1 und Funktionen
g : Rm × Ω × (0,∞) → Rm, M : Rm → Rm, F : Rm → Rm×n und
U0 : Ω→ Rm, gesucht wird eine Funktion U : Ω× (0,∞)→ Rm mit

(IV.4.1)

∂M(U)

∂t
+ divF(U) = g(U, x, t) in Ω× (0,∞)

U(·, 0) = U0 in Ω.

Für ein wohlgestelltes Problem müssen zu dieser Gleichung noch ge-
eignete Randbedingungen gestellt werden. Diese vernachlässigen wir
aber im Folgenden durchweg, um die Darstellung möglichst einfach zu
gestalten.

Man beachte, dass die Divergenz in Gleichung (IV.4.1) zeilenweise
zu verstehen ist, d.h.

divF(U) =

(
n∑
j=1

∂F(U)i,j
∂xj

)
1≤i≤m

.

Die Funktion F heißt der Fluss des Systems. Er wird im allge-
meinen additiv in einen sogenannten advektiven Fluss Fadv, der keine
Ableitungen enthält, und einen sogenannten viskosen Fluss Fvisc, der
Ortsableitungen enthält, zerlegt d.h. F = F adv + F visc.

Beispiel IV.4.1 (Zeitabhängige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung). Die zeitabhängige Diffusions-Konvektions-Reaktions Glei-
chung ∂u

∂t
− div(A∇u) + a · ∇u+ αu = f ist wegen div(au) = u div a+

a · ∇u ein System in Divergenzform mit m = 1, U = u, M(U) = u,
g(U, x, t) = f − (α− div a)u, Fvisc(U) = −A∇u und Fadv(U) = au.
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Beispiel IV.4.2 (Burgers Gleichung). Die Burgers Gleichung ∂u
∂t

+

u∂u
∂x

= 0 ist wegen u∂u
∂x

= ∂
∂x

(
1
2
u2
)

ein System in Divergenzform mit
n = m = 1, U = u, M(U) = u, g(U, x, t) = 0, Fvisc(U) = 0 und
Fadv(U) = 1

2
u2.

Beispiel IV.4.3 (Euler und Navier-Stokes Gleichungen). Die rei-
bungsfreie bzw. reibungsbehaftete Strömung einer kompressiblen Flüs-
sigkeit mit Dichte ρ, Geschwindigkeit v und interner Energie e, die
häufig mit der Temperatur identifiziert wird, wird durch die Euler bzw.
Navier-Stokes Gleichungen beschrieben. Beide sind Systeme in Diver-

genzform mit m = n + 2, U =
(
ρ
v
e

)
, M(U) =

(
ρ
ρv
e

)
, g =

(
0
ρf
f ·v

)
und

Fadv(U) =
( ρv
ρv⊗v+pI
ev+pv

)
. Für die Euler Gleichungen ist Fvisc(U) = 0

und für die Navier-Stokes Gleichungen Fvisc(U) =
( 0

T+pI
(T+pI)·v+σ

)
mit

T = 1
2

(
∇u+∇uT

)
, p = p(ρ, e) und σ = α∇e.

Zur Beschreibung der grundlegenden Ideen vom Finite Volumen
Verfahren wählen wir eine Zeitschrittweite τ > 0 und eine feste Un-
terteilung T von Ω. Man beachte, dass T aus beliebigen Polyedern
bestehen darf, die aber nicht einander überlappen dürfen.

In einem ersten Schritt wählen wir eine Zahl i und ein Element
K ∈ T . Dann integrieren wir das System (IV.4.1) über den Raum-
Zeit-Zylinder K × [(i− 1)τ, iτ ]. Dies liefert∫ iτ

(i−1)τ

∫
K

∂M(U)

∂t
dxdt+

∫ iτ

(i−1)τ

∫
K

divF(U)dxdt

=

∫ iτ

(i−1)τ

∫
K

g(U, x, t)dxdt.

Partielle Integration liefert mit der äußeren Normalen nK von K für
die linke Seite∫ iτ

(i−1)τ

∫
K

∂M(U)

∂t
dxdt =

∫
K

M(U(x, iτ))dx

−
∫
K

M(U(x, (i− 1)τ))dx∫ iτ

(i−1)τ

∫
K

divF(U)dxdt =

∫ iτ

(i−1)τ

∫
∂K

F(U) · nKdSdt.

Im Folgenden nehmen wir an, dass U bezüglich Ort und Zeit stückweise
konstant ist und bezeichnen mit Ui

K und Ui−1
K die Werte von U auf K

zu den Zeiten iτ und (i− 1)τ . Dann ist∫
K

M(U(x, iτ))dx ≈ |K|M(Ui
K)∫

K

M(U(x, (i− 1)τ))dx ≈ |K|M(Ui−1
K ),
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wobei |K| das n-dimensionale Lebesgue-Maß von K bezeichnet.
Als nächstes approximieren wir den Fluss-Term durch∫ iτ

(i−1)τ

∫
∂K

F(U) · nKdSdt ≈ τ

∫
∂K

F(Ui−1
K ) · nKdS.

Die rechte Seite dagegen approximieren wir durch∫ iτ

(i−1)τ

∫
K

g(U, x, t)dxdt ≈ τ |K| g(Ui−1
K , xK , (i− 1)τ),

wobei xK ein fester Punkt in K ist, z.B. der Schwerpunkt.
Im letzten Schritt ersetzen wir das Randintegral des Flusses durch einen
numerischen Fluss

τ

∫
∂K

F(Ui−1
K ) · nKdS ≈ τ

∑
K′∈T

∂K∩∂K′∈E

|∂K ∩ ∂K ′|FT (Ui−1
K ,Ui−1

K′ ).

Dabei bezeichnet wie üblich E die Menge aller n − 1-dimensionalen
Elementflächen.

Damit lautet die einfachste Finite Volumen Diskretisierung von
Gleichung (IV.4.1).

Berechne für jedes Element K ∈ T

U0
K =

1

|K|

∫
K

U0(x)dx.

Und für i = 1, 2, . . . berechne sukzessive für jedes Ele-
ment k ∈ T
M(Ui

K) = M(Ui−1
K )

− τ
∑
K′∈T

∂K∩∂K′∈ET

|∂K ∩ ∂K ′|
|K|

FT (Ui−1
K ,Ui−1

K′ )

+ τg(Ui−1
K , xK , (i− 1)τ).

Bemerkung IV.4.4. Wegen der Flussterme hängt Ui
K von Ui−1

K

und allen Ui−1
K′ der an K grenzenden Elemente K ′ ab. Der Zeitschritt

i − 1 7→ i ist explizit. Daher ist eine CFL-artige Koppelung der Zeit-
schrittweite τ an eine geeignete Gitterweite von T zu erwarten. In der
Praxis arbeitet man mit variablen Zeitschrittweiten und Unterteilun-
gen. Dazu wählt man eine streng monoton wachsende Folge 0 = t0 <
t1 < t2 < . . . von Zeiten und ordnet jeder Zeit ti eine Zerlegung Ti von
Ω zu. Dann muss man natürlich τ durch τi = ti− ti−1 ersetzen, und K
und K ′ sind Elemente in Ti−1 oder Ti. Zusätzlich benötigt man einen
Interpolationsoperator, der stückweise konstante Funktionen bezüglich
einer Unterteilung in stückweise konstante Funktionen bezüglich einer
anderen Unterteilung abbildet.
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Für eine konkrete Realisierung des Finite Volumen Verfahrens müs-
sen wir im Folgenden noch die Zerlegung T und den numerischen Fluss
FT bestimmen.

Zuerst beschreiben wir die Konstruktion der Unterteilung T . Selbst-
verständlich kann man hierzu wie bei Finite Element Unterteilungen
vorgehen. In der Praxis aber bevorzugt man sogenannte duale Gitter.
Zur Beschreibung der grundlegenden Idee betrachten wir den Fall n =
2. Wir beginnen mit einer sogenannten primalen Finite Element Un-

terteilung T̃ , die die Voraussetzungen von §II.1 (S. 35) erfüllt. Dann

unterteilen wir jedes Element K̃ ∈ T̃ in kleinere Elemente, indem wir
entweder

• die Mittelsenkrechten von K̃ ziehen (siehe Abbildung IV.4.1)
oder
• die Kantenmittelpunkte von K̃ mit seinem Schwerpunkt ver-

binden (siehe Abbildung IV.4.2).

Die Element von T bestehen dann aus der Vereinigung der kleinen

Elemente, die einen Eckpunkt von T̃ gemeinsam haben.
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Abbildung IV.4.1. Duales Gitter (fette Linien) mittels
Mittelsenkrechten eines primalen Gitters (dünne Linien)

Bei beiden Konstruktionen kann man jedem Element in T eindeutig

einen Eckpunkt eines Elementes in T̃ zuordnen und zu jeder Kante
eines Elementes in T gibt es genau zwei Eckpunkte von Elementen in

T̃ , so dass deren Verbindungslinie die gegebene Kante schneidet (siehe
Abbildung IV.4.3). Die erste Konstruktion hat den Vorteil, dass dieser
Schnitt orthogonal ist. Allerdings hat sie einige gravierende Nachteile,
die die zweite Konstruktion nicht hat:

• Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreieckes kann
außerhalb des Dreieckes liegen. Er liegt genau dann innerhalb
des Dreieckes oder auf seinem Rand, wenn der größte Winkel
höchstens ein rechter ist.
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Abbildung IV.4.2. Duales Gitter (fette Linien) mittels
der Schwerpunkte eines primalen Gitters (dünne Linien)

• Die Mittelsenkrechten eines Vierecks schneiden sich genau
dann, wenn das Viereck ein Rechteck ist.
• Es gibt kein dreidimensionales Gegenstück der ersten Kon-

struktion.
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Abbildung IV.4.3. Beispiele für gemeinsame Kanten
E (fette Linien) zweier Elemente eines dualen Gitters
und zugehörige Elementeckpunkte x1 und x2 des ent-
sprechenden primalen Gitters mit ihrer Verbindungslinie
(dünne Linien)

Als nächstes beschreiben wir die Konstruktion des numerischen
Flusses FT (Ui−1

K ,Ui−1
K′ ). Dazu betrachten wir zwei aneinandergrenzen-

de Elemente K und K ′ und spalten ∂K ∩ ∂K ′ in gerade Kanten, falls
n = 2 ist, oder Flächen, falls n = 3 ist, auf. Betrachte eine derartige
Kante oder Fläche E. Bezeichne die angrenzenden Elemente mit K1

und K2 und schreibe U1 und U2 statt Ui−1
K1

und Ui−1
K2

. Wir nehmen
zudem an, dass T das duale Gitter zu einer primalen Finite Element

Unterteilung T̃ ist und bezeichnen mit x1 und x2 die Elementeckpunkte

in T̃ , deren Verbindungslinie E schneidet (siehe Abbildung IV.4.3).
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Für die Konstruktion des zu E gehörenden Flusses FT (U1,U2)
spalten wir diesen wie den analytischen Fluss F additiv in einen advek-
tiven Anteil FT ,adv(U1,U2) und einen viskosen Anteil FT ,visc(U1,U2)
auf.

Für die Konstruktion des viskosen Flusses führen wir ein lokales
Koordinatensystem η1, . . . , ηn derart ein, dass die Richtung η1 parallel
ist zu der Richtung x1x2 und die anderen Richtungen tangential sind zu
E. Im allgemeinen sind diese Koordinatenrichtungen nicht paarweise
orthogonal. Wir drücken nun alle Ableitungen in Fviscin dem neuen
Koordinatensystem aus und vernachlässigen alle Ableitungen, die nicht
η1 enthalten. Die Ableitungen bezüglich η1 dagegen approximieren wir
durch Differenzenquotienten der Form ϕ1−ϕ2

|x1−x2| .

Beispiel IV.4.5 (Zeitabhängige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung). Mit ∇xu = B∇ηu, dem äußeren Einheitsnormalenvek-
tor nK1 zu K1 und dem ersten Einheitsvektor e1 ergibt sich für die
zeitabhängige Diffusions-Konvektions-Reaktions Gleichung aus Beispiel
IV.4.1 FT ,visc(U1,U2) = nK1 · AB · e1

u1−u2

|x1−x2| .

Für den advektiven Teil des numerischen Flusses bezeichnen wir
für einen beliebigen Vektor V ∈ Rm mit D(Fadv(V) ·nK1) ∈ Rm×m die
Ableitung von Fadv(V) ·nK1 nach V. Für die zeitabhängige Diffusions-
Konvektions-Reaktions Gleichung aus Beispiel IV.4.1 und die Burgers
Gleichung aus Beispiel IV.4.2 ist dies wegen m = 1 eine Zahl. Man kann
zeigen, dass für viele Systeme mit m > 1, insbesondere die Euler- und
Navier-Stokes Gleichungen aus Beispiel IV.4.3, die Matrix D(Fadv(V) ·
nK1) diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine invertierbare Matrix Q(V) ∈
Rm×m und eine Diagonalmatrix ∆(V) ∈ Rm×m mit

Q(V)−1D(Fadv(V) · nK1)Q(V) = ∆(V).

Die Diagonalelemente von ∆(V) sind naürlich die Eigenwerte von
D(Fadv(V) · nK1). Für reelle Zahlen z definieren wir wie üblich

z+ = max{z, 0} , z− = min{z, 0}

und setzen

∆(V)± =


∆(V)±11 0 . . . 0

0 ∆(V)±22 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . ∆(V)±mm


sowie

C(V)± = Q(V)∆(V)±Q(V)−1.

Mit diesen Notationen lautet die Steger-Warming Approximation des
advektiven Flusses

FT ,adv(U1,U2) = C(U1)+U1 + C(U2)−U2.
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Ein anderer weit verbreiteter advektiver numerischer Fluss ist die van
Leer Approximation

FT ,adv(U1,U2)

=

[
1

2
C(U1) + C

(
1

2
(U1 + U2)

)+

− C
(

1

2
(U1 + U2)

)−]
U1

+

[
1

2
C(U2)− C

(
1

2
(U1 + U2)

)+

+ C

(
1

2
(U1 + U2)

)−]
U2.

Bei beiden Approximationen muss man für jede gemeinsame Kan-
te oder Seitenfläche von zwei benachbarten Elementen die Ableitung
DFadv(V) · nK1 und ihre Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen.

Beispiel IV.4.6 (Zeitabhängige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung). Für die zeitabhängige Diffusions-Konvektions-Reaktions
Gleichung aus Beispiel IV.4.1 ist D(Fadv(V) · nK1) = nK1 · a. Damit
ergibt sich für die Steger-Warming Approximation

FT ,adv(U1,U2) =

{
nK1 · au1 falls nK1 · a ≥ 0

nK1 · au2 falls nK1 · a ≤ 0

und für die van Leer Approximation

FT ,adv(U1,U2) =

{
3
2
nK1 · au1 − 1

2
nK1 · au2 falls nK1 · a ≥ 0

3
2
nK1 · au2 − 1

2
nK1 · au1 falls nK1 · a ≤ 0

= FSW
T ,adv(U1,U2) +

1

2
|nK1 · a| (u1 − u2),

wenn FSW
T ,adv(U1,U2) die Steger-Warming Approximation bezeichnet.

Beispiel IV.4.7 (Burgers Gleichung). Für die Burgers Gleichung
aus Beispiel IV.4.2 ist D(Fadv(V) ·nK1) = V. Damit ergibt sich für die
Steger-Warming Approximation

FT ,adv(U1,U2) =


u2

1 falls u1 ≥ 0, u2 ≥ 0

u2
1 + u2

2 falls u1 ≥ 0, u2 ≤ 0

u2
2 falls u1 ≤ 0, u2 ≤ 0

0 falls u1 ≤ 0, u2 ≥ 0

und für die van Leer Approximation

FT ,adv(U1,U2) =

{
u2

1 falls u1 ≥ −u2

u2
2 falls u1 ≤ −u2.

Die Tatsache, dass die Elemente eines dualen Gitters mit den Ele-
menteckpunkten eines primalen Finite Element Gitters assoziiert wer-
den können, gibt eine einfache und sehr nützliche Brücke zwischen Fi-
nite Volumen und Finite Element Verfahren.
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Betrachte dazu eine stückweise konstante Funktion ϕ ∈ S0,−1(T ) auf

einem dualen Gitter T zu einem primalen Gitter T̃ . Der Funktion ϕ
können wir dann ein-eindeutig die stetige stückweise lineare Funkti-

on Φ ∈ S1,0(T̃ ) zuordnen, die im Elementeckpunkt xK von T̃ , der in
K ∈ T liegt, den Wert ϕK annimmt, d.h. Φ(xK) = ϕK .
Diese Beziehung erleichtert manchmal die Analyse von Finite Volumen
Methoden ganz erheblich. So kann man mit ihrer Hilfe ganz einfach a
posteriori Fehlerschätzer und adaptive Gitterverfeinerungen für Finite
Volumen Methoden wie folgt erzeugen:

• Gegeben sei die Lösung ϕ der Finite Volumen Diskretisierung.
Berechne die Finite Element Funktion Φ.
• Wende einen üblichen a posteriori Fehlerschätzer auf Φ und

die Differentialgleichung an.
• Basierend auf diesem Fehlerschätzer führe eine übliche adap-

tive Verfeinerung von T̃ aus und bestimme so eine verfeinerte

primale Finite Element Unterteilung T̂ .

• Bestimme das zu T̂ gehörige duale Gitter T ′. Dies ist die ad-
aptive Verfeinerung von T .

Eine weitere Brücke zwischen Finite Element und Finite Volumen
Verfahren bilden die discontinuous Galerkin Methoden. Im einfachsten
Fall geht man ähnlich wie in §IV.2 vor:

• Approximiere U durch unstetige Funktionen, die bezüglich Ort
und Zeit Polynome auf Orts-Zeit-Zylindern K × [(n− 1)τ, nτ ]
mit K ∈ T sind.
• Für jeden Orts-Zeit-Zylinder multipliziere die Differentialglei-

chung mit einem Testpolynom und integriere das Ergebnis
über den Zylinder.
• Führe partielle Integration für die Flussterme aus.
• Akkumuliere die Beiträge aller Elemente in T .
• Kompensiere die unzulässige partielle Integration durch geeig-

nete Sprungterme über die Elementgrenzen.
• Stabilisiere die Diskretisierung durch geeignete Elementresidu-

en wie bei den Petrov-Galerkin Methoden.

In der einfachsten Form führt dies auf das folgende diskrete Problem:

Berechne die L2-Projektion U0
T von U0 auf Sk,−1(T ).

Berechne für n = 1, 2, . . . sukzessive Un
T ∈ Sk,−1(T ) so,
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dass für alle VT ∈ Sk,−1(T ) gilt∑
K∈T

1

τ

∫
K

M(Un
T ) ·VT −

∑
K∈T

∫
K

F(Un
T ) : ∇VT

+
∑
E∈E

δE

∫
E

JE(nE · F(Un
T )VT )

+
∑
K∈T

δK

∫
K

divF(Un
T ) · divF(VT )

+
∑
E∈E

ϑE

∫
E

JE(Un
T )JE(VT )

=
∑
K∈T

1

τ

∫
K

M(Un−1
T ) ·VT +

∑
K∈T

∫
K

g(·, nτ) ·VT

+
∑
K∈T

δK

∫
K

g(·, nτ) · divF(VT )

Dieser Ansatz kann wie folgt ausgebaut werden:

• Die Sprung- und Stabilisierungsterme können verfeinert wer-
den.
• Der Zeitschritt kann variabel sein.
• Das Ortsgitter kann für jede Zwischenzeit unterschiedlich ge-

wählt werden.
• Die Funktionen UT und VT können auch bezüglich der Zeit

Polynome höheren Grades sein. Dann müssen Terme der Form∑
K∈T

∫ nτ

(n−1)τ

∫
K

∂M(UT )

∂t
·VT

auf der linken Seite obiger Gleichung und Terme der Form

∂M(UT )

∂t
·VT

zu den Elementresiduen hinzugefügt werden.
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Fadv, 134
Fvisc, 134
|α| Summe der Einträge eines

Multiindexes, 20
Dα α-te Ableitung, 20
E Kanten oder Seitenflächen, 36,

112, 124
EΩ innere Kanten oder Seitenflächen,

36, 112, 128
G Gitterpunkte, 36
GΩ innere Gitterpunkte, 36
H1

0 (a, b) Sobolev-Raum, 6
H(div,Ω) Sobolev-Raum, 121
H1
D(Ω) Sobolev-Raum, 30

Hk(Ω) Sobolev-Raum, 22
Hk

0 (Ω) Sobolev-Raum, 25
Hm(a, b) Sobolev-Raum, 6
hE Länge einer Kante oder

Durchmesser einer Seitenfläche,
79

hK Elementdurchmesser, 36
IT Interpolationsoperator, 41
JT Quasi-Interpolationsoperator, 82
mE Mittelpunkt der Kante E, 112
N Elementeckpunkte, 36
NΩ innere Elementeckpunkte, 36

nE Normale zu Kante oder
Seitenfläche, 79, 128

Π̂k lokaler Interpolationsoperator, 41
Qk Polynomraum, 36
Qm Ritz-Projektion, 69
Rk Polynomraum, 37
RT (T ) Raviart-Thomas Raum, 124
RT−1(T ) gebrochener

Raviart-Thomas Raum, 124
RT (K) Raviart-Thomas Raum auf

Element K, 124
ρK Durchmesser des größten Balles

in einem Element, 36
Σ Skelett einer Unterteilung, 128
Σk Knotenmenge eines allgemeinen

Elementes, 36

Σ̂k Knotenmenge des Referenz
Elementes, 36

Sk,−1(T ) Raum unstetiger Finite
Elementfunktionen vom Grad k,
40

S0,−1(Σ) stückweise konstante
Funktionen auf dem Skelett
einer Unterteilung, 128

Sk,0(T ) Raum stetiger Finite
Elementfunktionen vom Grad k,
40

Sk,00 (T ) Raum stetiger Finite
Elementfunktionen vom Grad k,
die auf Γ verschwinden, 40

Sk,0D (T ) Raum stetiger Finite
Elementfunktionen vom Grad k,
die auf ΓD verschwinden, 40

T Unterteilung, 36, 124
vz nodale Basisfunktion, 40
W k,p(Ω) Sobolev-Raum, 22

W k,p
0 (Ω) Sobolev-Raum, 25

a posteriori Fehlerabschätzung, 12,
79, 85, 89

a posteriori Fehlerschätzer, 85
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a priori Fehlerabschätzung, 11, 53,
55, 79, 115, 120, 126, 131

Abschätzung des Konsistenzfehlers,
112

absolut stetig, 6
adaptive Gitterverfeinerung, 79, 92
advektiver Fluss, 134
Äquivalenz von Fehler und

Residuum, 81
affin äquivalent, 35
affine Äquivalenz, 36
allgemeine Diskretisierungsverfahren,

20
Approximationseigenschaft, 70
Approximationsfehler, 11
asymptotisch, 79
Ausgleichsstrategie, 93

BiCG-Stab-Verfahren, 78
bilineare Elemente, 44
Bisektion markierter Kanten, 95
Blasenfunktion, 86
blaue Unterteilung, 93
Burgers Gleichung, 135

Céa-Lemma, 17
Courant-Triangulierung, 66
Crouzeix-Raviart Diskretisierung,

111
Crouzeix-Raviart Raum, 112

Datenoszillation, 98
Dirichlet-Randbedingungen, 29
discontinuous Galerkin Methode, 119
discontinuous Galerkin Methoden,

141
diskrete inf-sup Bedingung, 125
Dörfler Strategie, 93
duales Gitter, 137

Effizienz, 86, 90
Eigenschaften der Blasenfunktionen,

86
Eigenschaften der Finite Element

Räume, 40
Eigenschaften der Raviart-Thomas

Elemente, 124, 129
Eigenschaften der Sobolev-Räume,

23
Eigenschaften kompakter

Einbettungen, 27
einspringende Ecke, 33, 99
Elementresiduum, 90
Euler Gleichungen, 135

Euler-Lagrange Gleichung, 122
Eulerschen Polyederformel, 116
Existenz- und Eindeutigkeitssatz für

schwache Lösungen, 31

Fehlerabschätzung für den
Quasi-Interpolationsoperator, 83

Finite Element Raum, 8, 40
Finite Elemente, 9
Fluss, 134
Friedrichsche Ungleichung, 6, 26

Galerkin-Orthogonalität, 17, 81
gemischte Finite Element Methode,

121
gemischte Randbedingungen, 29
gemischtes Problem, 122
geschachtelte Räume, 96
Gitter, 37
Glättungseigenschaft, 70
globale untere Fehlerschranke, 89
grüne Unterteilung, 94

hängender Knoten, 94
Hilbert-Raum, 6

inf-sup Bedingung, 19, 122
innere Grenzschicht, 100
Interpolationsfehlerabschätzung, 42,

51
Interpolationsoperator, 41
inverse Abschätzung, 51, 87
isoparametrische Elemente, 35, 60

Kantenresiduum, 90
Kegelbedingung, 25
Kern des Spuroperators, 26
Knoten, 37
koerziv, 15
koerzive, nicht symmetrische

Bilinearform, 19
Koerzivität von BT , 54
kompakt eingebettet, 27
kompakte Einbettung, 27
Konvektions-Diffusionsgleichung, 29
Konvergenzrate der

Teilraum-Korrektur-Methode,
75

Konvergenzrate des
Mehrgitteralgorithmus, 71, 73

lineare Basisfunktion, 9
lineare Elemente, 47
Lipschitz-Gebiet, 25
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Lipschitz-Rand, 25
lokale untere Fehlerschranke, 89
lokaler Interpolationsoperator, 41
L2-Darstellung des Residuums, 81

markiertes Element, 92, 93
Maximum Strategie, 92
Membrangleichung, 29
MG-Verfahren, 67
MG-Verfahren mit V -Zyklus und

Jacobi Glättung, 68

Navier-Stokes Gleichungen, 135
Neumann-Randbedingungen, 29
nicht-konforme Methode, 109
nodale Basis, 40
Normäquivalenz, 42, 63
Normen von

Transformationsmatrizen, 50
Normvergleich bei stetiger

Einbettung, 18
numerischer Fluss, 136

Péclet-Zahl, 53
Poincarésche Ungleichung, 28, 82
Poissongleichung, 29
primales Gitter, 137

quadratische Basisfunktion, 10
Quadraturformel, 61
Quasi-Interpolationsoperator, 82

Raviart-Thomas Element, 124
Reaktions-Diffusionsgleichung, 29
Referenz-Simplex, 35
Referenz-Würfel, 35
Referenzelement, 35
Reflexion, 60
Regularität, 36
Regularitätssatz, 8, 33
residueller Fehlerindikator, 13
Residuum, 80
Ritz-Projektion, 69
Robin-Randbedingungen, 32
Robustheit, 90
rote Unterteilung, 93

Sattelpunktsproblem, 20, 122
Satz vom abgeschlossenen Bild, 26
Satz von Aubin-Nitsche, 18
Satz von Aubin-Nitsche für

nicht-konforme
Diskretisierungen, 110

Satz von Hahn-Banach, 19

Satz von Lax-Milgram, 15
schwache Ableitung, 21
schwache Lösbarkeit des

Sturm-Liouville Problems, 8
schwache Lösung, 7, 30
schwache und klassische Lösungen, 7
Schwerpunktskoordinaten, 38
SDFEM, 54
Sobolev-Raum, 6, 22
Sobolevscher Einbettungssatz, 27
Splines, 9
Spursatz, 25
Spurungleichung, 83
statische Kondensation, 120
Steger-Warming Approximation, 139
Steger-Warming Schema, 139
Steifigkeitsmatrix, 9, 53
stetig eingebettet, 18
stetige Einbettung, 18
Stetigkeit stückweiser Polynome, 39
streamline upwind Petrov-Galerkin

Verfahren, 54
streamline-diffusion finite element

method, 54
Stromlinien-Diffusions Methode, 54
stückweise glatte Funktionen, 24
SUPG, 54
symmetrisch, 15
System in Divergenzform, 134
Systemsteifigkeitsmatrix, 9

Teilraum-Korrektur-Methode, 73, 74

uniforme Unterteilung, 68

Unisolvenz von Σ̂k, 37

van Leer Approximation, 140
van Leer Schema, 140
Verfeinerung, 96
verschärfte Cauchy-Schwarzsche

Ungleichung, 78
Vervollständigung, 6
viskoser Fluss, 134

Wohlgestelltheit des
Sattelpunktproblems, 123

zeitabhängige Diffusions-
Konvektions-Reaktions
Gleichung, 134

Zulässigkeit, 36
zuverlässig, 86
Zuverlässigkeit, 90
zweites Strang-Lemma, 110
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